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本 书 是 一 本 材料 力学 的 学 习 指 导 书 。 本 书 内 和 容 丰 富 、 深 入 浅 出 .对 材料 
力学 的 知识 要 点 作 了 系统 .全面 的 总 结 ,并 附 有 大 量 的 例题 与 习题 。 
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《材料 力学 ?第 四 版 延续 该 书 第 三 版 的 基本 计划 , 与 之 相 比 第 凹版 有 以 下 特色 : 

1. 习题 的 解答 用 了 两 种 单位 制 , 即 SI 国际 ) 单 位 制 和 USCS( 美 国 }) 单 位 制 。 

2. 对 于 那些 含 元 长 、 繁 琐 计 算 的 典型 问题 ,用 FORTRAN 语言 或 BASIC 语 刘 编写 了 14 
个 计算 机 程序 ,例如 对 梁 的 应 力 和 挽 度 ,用 上 述 程 序 很 快 就 会 给 出 解答 。 所 有 这 些 程序 只 需 对 
输入 格式 作 某 些 泛 当 的 修改 , 即 可 适用 于 大 多 数 PC 系统 。 

3. 本 书 的 内 容 深 入 浅 出 , 由 简单 到 复杂 ,涉及 承受 多 种 载荷 与 支承 实际 条 件 的 结构 元 素 。 
对 具有 更 普遍 意义 的 方法 , 如 弹性 能 法 和 塑性 分 析 与 设计 ,也 都 作 了 广泛 而 详细 地 讲述 。 

作者 衷心 感谢 K. 戴尔 文 对 本 书 的 贡献 , 他 为 本 书 编写 了 大 多 数 计 算 机 程序 ,并 仔细 地 校 
验 了 一 些 新 的 习题 ， 
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1.1 力 的 内 部 效应 


在 本 书 中 ,我们 将 介绍 作用 在 物体 上 的 力 的 内 部 效应 。 为 此 ,物体 不 再 是 完全 刚性 的 (如 
同 吏 力学 中 假设 的 ), 爱 力 物体 的 形变 计算 将 是 材料 力学 的 基本 研究 课题 之 一 。 


111 轴 向 受 载 杆 件 


首先 , 我们 研究 最 简单 情况 :一 等 截面 金属 直 杆 在 其 西端 承受 一 对 共 线 、 反 向 力 的 作用 。 
这 其 个 力 的 作用 线 与 各 截面 形 心 组 成 的 纵向 轴线 重合 , 为 了 满足 静 力学 平衡 条 件 , 这 两 个 力 的 
数值 必须 相等 。 如 果 这 两 个 力 的 方向 是 离开 此 杆 的 , 杆 将 承受 拉 伸 ;如 果 这 两 全力 是 指向 此 杆 
的 , 杆 将 承受 压缩 , 如 图 1-1 所 示 。 

在 这 样 两 个 力 的 作用 之 下 , 杆 的 内 部 将 产生 抗力 。 我 们 可 以 用 位 于 杆 轴 某 处 、 且 与 杆 轴 垂 
直 的 假想 截面 来 研究 杆 的 内 部 抗力 ,这样 的 截面 如 图 1-2(a) 中 的 а-а 所 示 。 为 了 分 析 计 算 ， 
可 考虑 将 此 截面 右 侧 的 杆 段 除去 , 如 图 1-2(Ь) 5. ӨШ, ЛК ЛЕН ІНЕ ЕЛІН ВЕ 
作用 。 用 此 处 引入 的 截面 法 , 初始 的 内 力 便 成 为 保留 杆 段 的 外 力 。 为 使 左 侧 杆 密 平 衡 , 这 种 效 
应 在 数值 上 等 于 水 平 力 P。 然 而 , 沿 截 面 а-а 法 向 作用 的 力 P 实际 上 是 截面 上 法 向 分 布 力 合 
成 的 结果 。 

为 起 ,就 必须 对 这 些 分 布 力 的 分 布 方式 作 某 些 假 设 。 通 常 ,通过 形 心 作用 的 力 是 假设 均匀 
分 布 在 横 截 面 上 的 。 l 


1.1.2 法 应 力 


昔 代 讨论 作用 在 某 处 小 面积 上 内 力 , 最 好 转 为 处 理 单位 面积 上 法 向 力 。 单 位 面积 上 法 向 
力 的 强度 称 为 法 应 力 , 它 是 用 单位 面积 上 的 作用 力 单位 表示 的 , 亦 即 tbfyinz* 或 N/m?。 如 果 
杆 端的 力 使 杆 拉 伸 , 杆 内 就 产生 拉 应 力 , 如 果 杆 是 受 压 缩 的 , ТЕРЕ. ЖИЕНІН 
力作 用 线 必 须 通 过 每 一 个 截面 的 形 心 。 


1.1.3 试 件 
图 1-2(a) 所 示 的 轴 向 载荷 经 常 出 现在 结构 和 机 械 设计 中 ， 为 了 在 实验 室 中 模拟 这 种 轴 疝 
载荷 , 试 件 应 夹 持 在 电子 或 液压 万 能 试验 机 的 光头 中 。 这 两 种 试验 机 通常 在 材料 实验 室 用 做 


ж 1 tbfrit = 6.895 х 103 Pa 


нін AMHRA 


施加 轴 向 拉 伸 载荷 。 

在 材料 试验 技术 规范 标准 中 , 美国 材料 试验 协会 颁布 了 详细 的 使 用 说 明 。 此 处 只 讲 其 中 
黄种 试 件 。 一 种 厚度 超过 3/16 іп” (4.76 mm) 的 金属 板 试 件 如 图 1-3 所 示 , 另外 一 种 直径 为 
1.5 in(38 mm) 的 金属 图 棒状 试 件 如 图 1-4 所 示 , 正 如 图 中 所 看 到 的 , 试 件 的 中 部 区 域 尺寸 略 
小 于 两 端 尺寸 。 因 而 , 破坏 不 会 发 生 在 两 端的 夹 持 段 ,过 小 图 角 保证 试 件 两 种 尺寸 的 过 小 部 位 
不 会 发 生 应 力 集 中 。 供 测量 伸 长 的 标 距 长 度 为 Sin(203 mm, 图 1-3 试 件 ) 和 2in(51 mm, 图 1. 
410). 

试 件 的 伸 长 既 可 以 使 用 机 械 的 、 光 学 的 引伸 计 , 也 可 以 使 用 粘贴 在 试 件 表 而 的 电阻 应 变 片 
来 测量 ,这 种 电阻 应 变 片 由 若干 个 沿 斌 件 轴 向 的 ,很 细 的 电阻 丝 组 成 。 当 试 件 伸 长 时 , 电阻 丝 
的 电阻 就 会 发 生 改 变 , 电阻 的 改变 由 惠 斯 通电 桥 测量 并 转换 为 伸 长 。 


一 > 二 


1.1.4 法 应 变 


假设 一 支 试 件 已 经 装 卡 在 拉 伸 -压缩 试验 机 上 ,并 且 拉 力 逐 渐 地 施加 在 试 件 的 两 端 。 对 于 
每 一 个 事先 指定 的 轴 向 载荷 增 量 都 要 测量 相应 的 标 距 的 伸 长 。 由 这 些 数值 得 到 单位 长 度 的 伸 
长 ,并 将 之 定义 为 法 应 变 , 用 e 来 表示 ,可 以 用 标 距 长 度 L 去 除 总 伸 长 4 来 得 到 法 应 变 , 即 ç 
=A/L。 法 应 变通 常用 "in/in" 或 “mym” 的 单位 来 表示 ,因此 是 无 量 纲 量 。 


1.1.5 应 力 -应 家 曲线 


当 轴 向 载荷 以 某 种 增 量 逐渐 增长 时 , 对 于 每 一 个 载荷 增 量 都 要 测量 标 四 长 度 的 总 伸 长 , 直 
至 试 件 断 裂 。 已 知 试 件 的 初始 截面 积 , 对 轴 向 载荷 的 任意 值 , 由 下 式 可 以 得 到 用 о 表示 的 法 
92. 

2-2 
А 
此 处 , P ERAB R N ERORAR, A 是 初始 截面 积 。 于 是 , 可 以 得 到 由 法 应 力 
和 法 应 变 e 组 成 的 很 多 数据 对 , 然后 分 别 以 法 应 力 为 纵 轴 、 法 应 变 为 机 轴 , 用 上 述 实验 数据 对 


о 


% l| m=2.54 om. 
ж» 1 1bf=4.44822 N. 


1.2 材料 的 力学 性 质 


作 图 ,这 就 是 材料 的 应 力 -应 变 曲 线 或 拉 伸 图 。 对 于 不 同 的 材料 , 应 力 ~ 应 变 图 有 很 多 不 同 的 形 
式 。 图 1-5 是 砚 素 结构 钢 的 应 力 -应 变 图 , 图 1-6 是 合金 饥 的 应 力 -应 变 图 ,图 1-7 是 硬 质 钢 或 
某 些 有 色 金 属 合金 的 应 力 -应 变 图 , 有 色 金 属 合金 或 铸铁 的 应 力 应 变 图 如 图 1-8 所 示 , 而 对 于 
橡胶 , 图 1-9 是 典型 的 应 力 -应 变 图 。 


т 


图 1-7 Ё 1-8 Ж 1-9 


1.1.6 物性 材料 和 脆性 材料 


金属 工程 材料 通常 区 分 为 韧性 材料 和 脆性 材料 , 在 试 件 断 裂 之 前 , 物性 材料 具有 较 大 的 拉 
舍 应 变 (如 结构 钢 和 铝 ), 脆性 材料 具有 较 小 的 拉 伸 应 变 。 法 应 变 0.05in/in( 或 mm/mm) 经 党 
被 取 做 这 两 类 材料 的 分 界线 , 铸铁 和 混凝土 是 典型 的 脆性 材料 。 


1.1.7 HEEE 


对 应 力 - 应 变 曲线 如 图 1-5、 图 1-6 或 图 1-7 所 示 的 任何 一 种 材料 ， 当 应 变相 当 小 时 , 其 应 
力 .应变 关系 是 线性 的 。 轴 向 力 和 由 它 引 起 的 伸 长 之 癌 的 线性 关系 (因为 这 些 量 各 自 和 应 力 、 
广 变 只 相差 一 个 常数 因 于 ) 是 罗伯特 . 胡 克 (RHooke) 首 先 于 1678 年 发 现 的 ， 称 为 胡 克 定律 。 
为 了 描述 材料 行为 的 初始 线性 区 , 我们 可 以 将 之 写作 
s = Fe 
其 中 下 表示 图 1-5、 图 1-6、 图 1-7 所 示 每 一 曲线 的 直线 妇 OP 的 斜率 。 


1.1.8 弹性 模 量 


E《 亦 即 单位 应 力 和 单位 应 变 之 比 ) 是 材料 拉 伸 时 的 弹性 模 量 ,经 常 又 叫做 杨 氏 模 量 * 。 各 
种 工程 材料 的 E 的 数值 被 制 成 表格 . 编 入 手册 中 ,常用 材料 的 表格 在 本 章 结尾 处 。 因为 应 变 
的 单位 是 纯 数 (两 个 长 度 之 比 ), 因 而 E 的 单位 与 应 力 的 相同 (lbf/in2 或 N/m? 等 )。 很 多 常用 
工程 材料 压缩 时 的 弹性 模 量 和 拉 伸 时 弹性 模 量 几乎 相同 。 特别 指出 :本 书 中 讨论 的 材料 在 载 
荷 下 的 行为 限于 应 力 一 应 变 曲线 的 线性 阶段 (除非 另外 指出 )。 


1.2 材料 的 力学 性 质 


图 1-5 所 未 的 应 力 -应 变 曲 线 可 以 用 来 表示 材料 的 几 个 强度 指标 , 它们 是 ， 


* FEBI SOT. Yeong) ,英国 杰 出 的 物理 学 家 ,诞生 于 1773 年 。 他 前 研究 工作 涉及 力学 ,光学 和 热学 等 洛 个 领域 。 在 
他 之 前 ， 历史 学 家 还 不 能 解释 史前 数 干 年 十 埃及 人 使 用 的 石 版 图 案 歌 彩色 符 导 (象形 文字 )。 他 同时 还 是 一 位 通晓 11 种 文 
字 的 语言 大 师 , 他 依据 对 1799 年 发 现 的 著名 Rossua 石头 的 研究 , 首次 解释 了 这 些 符 导 。 ЮЛЯ ВН H Champollion, 
ЕНУДЕ ERR TA E ROSE EE, 
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第 1 章 HSER 


1.2.1 比例 极限 


P 点 的 纵 坐 标 , 亦 即 单 向 拉 伸 实验 时 应 力 是 应 变 线 性 函数 的 最 大 应力 , 叫做 比例 极限 。 与 
应 力 - 应 变 曲 线 图 1.8 所 对 应 的 材料 没有 比例 极限 。 


1.2.2 弹性 极限 


几乎 与 P E Sr BJ BJ BL At т, 亦 即 单 向 拉 伟 试验 时 载荷 全 部 取消 后 没有 永久 或 残余 形 
变 的 最 大 庶 力 ,叫做 弹性 极限 。 很 多 材料 的 比例 极限 和 弹性 极限 的 数值 几乎 相等 ,并 且 有 时 这 
两 个 名 词 当 作 同义词 合用。 对 于 两 种 极限 数值 有 明显 差别 的 那些 情况 , ЗАЕВ ВКР 
MRE 


1.2.3 弹性 区 和 塑性 区 
应 为- 应 变 曲 线 由 原点 至 比例 极限 的 范围 叫做 弹性 区 , 由 比例 极限 至 断裂 点 的 范 曾 叫 和 做 塑 


性 | 
1.2.4 屈服 点 


图 1-5 中 YY 成 的 织 坐 标 叫 敌 材 料 的 屈服 点 , 记 作 aw。 由 该 处 开始 , 应变 增 长 而 应 力 不 再 
增长 ,载荷 增长 到 Y 点 后 材料 发 生 届 服 。 某 内 材料 的 应 力 - 应 变 曲线 上 存在 两 个 应 变 增长 而 
应 力 不 增 长 的 点 ,这 些 点 分 别 叫 敌 上 届 服 点 和 下 忆 服 点 。 


1.2.5 极限 强度 或 拉 伸 强度 


图 1-5 中 1 点 的 纵 坐 标 , 亦 即 曲线 的 最 大 纵 坐 标 , 既 可 以 称 为 材料 的 极限 强度 ,也 可 称 为 
材料 的 拉 伸 强度 。 


1.2.6 ШЫНЫ 
图 1-5 中 8B 点 的 纵 坐 标 叫做 材料 的 断裂 强度 。 
1.2.7 DHAR 


ЗЕТА i A EAE h НИ Sl E R ІНІН, ЖЕ 18 ELI НИЛ E Ñ 
回 弹 模 量 。 此 功 可 以 用 应 力 -应 变 曲 线 下 由 原点 到 比例 极限 的 而 积 、 亦 即 图 1. 5 中 阴影 区 的 面 
积 来 计算 , 这 个 量 的 单位 是 bf in/in? 或 在 SI RARE N mm, 因而, 材料 的 回 弹 模 量 是 材 
料 在 弹性 区 吸收 能 量 的 能 力 。 


1.2.8 ЕНЕ 


单 向 拉 伸 力 途 渐 地 由 零增长 到 引起 断 型 的 数值 ,材料 单位 体积 内 所 做 的 功 被 定义 为 韦 性 
模 量 。 这 个 量 可 以 用 应 力 -应 变 曲 线 下 册 原 点 到 断裂 的 面积 来 计算 。 材 料 的 鲈 性 模 量 是 材料 
在 塑性 区 吸收 能 量 的 能 力 。 


1.2.9 断面 收缩 率 


4 


НИСА САГАН ТАТ ЕА LAR A ЕА EELA 100% 得 到 的 量 叫 做 断面 收 
缩 率 。 此 处 要 指出 , 当 拉 伸 力作 用 在 杆 上 时 , НР Я EQ. (BE. 法 应 力 的 计算 仍 使 用 
原始 面积 ,这 就 是 图 1- 5 所 示 的 情况 。 因为 应 变 越 来 越 大 , 考虑 机 蕉 面 的 姐 时 信 ( 它 在 减少 ) 就 
更 为 重要 ,由 此 才能 得 到 真 应 力 -应 变 曲 线 , 这 样 的 曲线 如 图 1-58 ЕЕ. 


1.2.10 нж 
ЕРМЕК ИДЕ Е E ER 100% 得 到 的 量 叫 做 延伸 率 。 断 面 收 


1.2 对 料 的 力学 性 质 


Za EAN НАМ EH EK E t 
1.22.1 工作 应 力 


上 面 提 到 的 强度 指标 可 以 用 来 选择 工作 应 力 ( 许 可 应 力 - 译 者 注 )。 工 作 应 力 经 常 被 选 作 
届 服 应 力 或 极限 应 力 除 以 某 个 安全 因数 , 安全 因数 的 选择 要 依赖 于 设计 者 的 识别 力 和 经 验 。 
安全 因数 的 规范 刊登 在 设计 标准 规范 中 。 


1.2,12 ”应变 强化 


如 果 韧 性 材料 能 够 加 载 到 超过 届 服 点 而 不 失效 , 就 说 材料 已 被 应 变 强 化 。 很 多 结构 钢 都 
发 生 这 种 情况 。 

如 图 1-8 所 示 , 脆性 材料 的 非 线性 应 力 -应变 曲 线 表征 了 另外 两 个 强 庆 指 标 , 如 果 应 力 - 应 
变 曲 线 有 线性 阶段 , 则 不 能 引入 这 些 指标 。 它 们 是 


1.2.13 屈服 强度 


ЖЫНЫ Жалы, 如 果 材 料 残留 事先 指定 的 永久 形变 , 应力- 应 变 曲线 上 与 之 
对 应 的 纵 坐 标 叫 做 材料 的 届 展 强 户 ( 国 内 称 为 名 义 届 服 极限 - 译 者 注 )。 这 个 事先 指定 的 永 扩 
形变 通常 选 为 0.002 或 0.0035inyin 或 mm/mm。 在 图 1-8 R, 事先 指定 的 应 变 ej 表示 在 应 
变 轴 上 ,并 县 直线 O'Y 和 应 力 -应 变 曲 线 的 初始 切线 平行 , Y 的 纵 坐 标 表示 材料 的 届 服 强度 ， 
有 时 也 叫 实用 弹性 极限 应 力 。 


1.2.14 切线 横 量 
应 力 相 对 于 应 变 的 变化 率 叫 作 材 料 的 切线 模 基 。 这 是 田 e = do / de 给 出 的 瞬时 模 量 。 
1.2.15 “ЕЖЕН 


线 脱 胀 系数 定义 为 , 温 产 变化 一 度 时 , 直 杆 单位 长 度 的 变化 , 它 通 常用 a 表示 。 线 膨胀 系 
数 的 值 与 长 度 的 单位 无 关 , 但 是 与 温度 的 标准 有 关 。 便 如 由 本 章 结巴 处 的 表 1 ~ 1 可 以 知道 ， 
钢 的 线 膨胀 系数 为 6.5x10-5/F 或 12xX10-5/ 亿 。 漫 度 变化 , 如同 加 载 一 样 ,也 会 在 结构 内 部 
产生 应 力 。 


1.2.16 ЧЕ 


当 杆 承受 单 向 拉 伟 时， 杆 将 沿 载荷 的 作用 方向 产生 伸 长 ,但 是 ,垂直 于 载荷 的 横向 尺寸 要 
产生 缩短 。 模 向 应 变 与 轴 间 应 变 之 比 叫 做 泊 松 比 。 在 本 书 中 通常 用 希腊 字母 a Am, AF 
大 名 数 材料 , y 位 于 0.25 一 0.35 的 范围 。 


1.2.17 胡 克 定律 的 一 般 形 式 


对 于 轴 向 拉 介 问题, 亦 即 载荷 完全 沿 杆 件 轴 向 作用 的 情况 ,已 经 给 出 了 胡 克 定律 的 最 简单 
形式 。 此 时 只 考虑 没 载荷 方向 的 形变 , 日 可 由 下 式 给 出 : 


f 


б 
Е = — 


Е 
更 一 般 情形 , ИН ә NAERED HERH Proyo, 作用 ,它们 分 别 伴 生 
МЖ е, е, 、eso ТИРА BORE 9 P] АЎ JJ p= E BA К E l IE J ЛУ e k E е, 我 们 得 到 胡 
克 定 律 的 一 般 形式 ， 


в, = 1, - иба, + о.) ], є, = Els, ~ (a, + 0,)], 


£, = 25, - ule, + 6,) | 


| 
| 
| 
е 
: 
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BIE Print F sq 


见 题 1.20 ЖҮЙ 1.23, 
1.2.18 AE 
这 个 量 被 定义 为 极限 (或 拉 伸 ) 强 度 与 比重 (单位 体积 内 的 重量 ) 的 比值 。 因 而 在 USCS Ж 


ЗФ, 有 
BM -aa 
іші in? 


N/N _ 

ЕСТІСЕ m 

ЛЕНІ, 无 论 在 何 种 系统 中 , 比 强度 都 有 长 度 的 单位 。 对 于 比较 材料 的 效率 性 能 , 这 个 量 是 有 用 
的 。 见 题 1.25。 


1.2.19 HSE 


这 个 量 被 定义 为 杨 氏 模 量 与 比重 (单位 体积 内 的 重量 ) 的 比值 。 将 有 关 的 单位 代入 ,可 以 
发 现 , 在 USCS 和 SI 系统 中 , 比 模 量 均 其 有 长 度 的 物理 单位 。 见 题 1,25。 


并 且 , 在 SI 系统 中 ,有 


1.3 动力 效应 


为 了 用 拉 伸 或 压缩 试验 测定 材料 的 力学 性 能 , 加 载 速率 有 时 会 对 测 冻 结果 有 显著 的 影响 。 
一 般 说 来 , 韧性 金属 对 加 载 速率 的 变化 最 敏感 , 而 加 载 速率 对 脆性 材料 (如 矢 铁 ) 的 影响 则 可 忽 
略 。 例 站 ,特别 快速 施加 轴 向 力 时 , 低 碳 钢 的 届 服 点 可 提高 170% 之 多 。 然 而 有 意思 的 是 , 在 
这 种 情况 下 总 形变 与 低速 加 载 相 比 保持 不 变 。 


1.4 材料 的 分 类 


迄今 ,以 上 所 有 的 讨论 都 是 基于 如 下 两 个 普遍 采用 的 ,关于 材料 特征 的 假设 ， 

1, 均匀 假设 , 亦 即 物体 内 所 有 点 都 具有 相同 的 弹性 性 质 (E, yy); 

2. 各 向 间 性 假设 , 亦 即 物体 内 任 一 点 的 所 有 方向 上 都 共有 相间 的 弹性 性 质 。 

并 非 所 有 的 材料 都 是 各 向 同性 的 , 如 果 材 料 不 具有 任何 弹性 对 称 性 , 称 之 为 各 向 异性 的 ， 
有 时 也 称 为 偏 等 性 的 (aeolotropic)。 这 类 材料 与 各 向 同性 材料 不 向, 具有 21 个 独立 的 弹性 党 
数 , 而 不 是 2 个 独立 的 弹性 常数 。 如 果 材料 具有 三 个 相互 垂直 的 弹性 对 称 平面 , 则 称 其 为 正 交 
各 向 异性 材料 。 这 种 情况 下 , 独立 的 弹性 常数 有 9 个 。 如 图 1-10 所 示 , 纤维 增强 复合 材料 是 


~A 纤维 AZ, 
(а) Ња ТИЕ НДЕ (b) А РЕ Кл 
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Таа 


атмас Q sa 


1.6 4 题 


典型 的 各 向 异性 材料 。 


1.5 弹 塑 性 分 析 


在 某 些 结构 中 ,经 常 允许 材料 的 应 力 和 形变 处 于 塑性 范围 ,例如 某 些 建筑 规范 允许 个 别 构 


件 发 生 塑 性 形变 , 此 外 飞行 器 和 火箭 结 攀 的 某 些 构件 
故意 设计 为 在 塑性 区 工作 , 以 减少 重量 。 此 外 , 很 多 
金属 加 工 过 程 ,本身 就 包括 材料 的 塑性 形变 。 对 于 如 
图 1-11 所 示 的 , 低 碳 或 中 磋 钢 塑性 小 应 变 问 题 , 应力 
-应 变 曲线 通常 理想 化 为 两 条 直线 ,其 中 一 条 的 斜率 
为 下 ,表示 弹性 区 ; 另 一 条 的 斜率 为 堆 , 表示 塑性 区 。 
图 1-11 表示 的 材料 称 为 理想 弹 塑性 材料 。 这 个 图 没 
有 考虑 发 生 在 应 蛮 强 化 区 内 的 .更 大 的 塑性 应 蛮 , 亦 
即 图 1-5 所 未 应 力 - 应 变 曲 线 的 右 侧 部 分 。 见 题 
1.26。 

如 果 产 生 了 与 图 1-11 中 点 B 对 应 的 应 变 , RA 


HR, 卸载 过 程 沿 喜 线 BC 进行 。 于 是 , ZARE, . 


产生 与 应 变 OC 对 应 的 残留 的 永久 形变 。 


1.6 Й 


g 


81-11 


题 


Ші. 长 度 为 工 ,截面 积 为 A 的 直 杆 , 如 图 1-12 所 示 。 若 弹性 模 量 为 E. 在 其 两 端 承 受 力 P 


作用 , 试 求 其 伸 长 。 


Ек--МА PL g a РЬ 


指出 , 4 具有 长 度 的 单位 ,或 是 jn, 或 是 m。 


М EF 力 己 方向 的 应 力 等 于 载荷 除 以 截面 


Ж АЛАШ o= P/A, ЫЖ. 等 于 兽 伸 长 除 以 
初始 长 度 , 亦 即 e = 4/ 工 。 根 据 弹 性 模 量 的 定 
Х.Е Жое, ВП 


AE 


题 1.2 截面 积 为 4 = 500 mm? 的 钢 杆 受到 几 个 力 的 作用 ,如 图 1-15(а)Ғ Ж. 试 求 该 杆 的 总 


伸 长 。 钢 的 弹性 模 量 E = 200 GPa。 


A С р А В 
юм Е ае фе 十 on зин Е зин 


В 
F_ 
Kosa. ， i | 
(а) 
B C 


35kN =F -фшр- 3SKN 45ҚМ 


(o) 


图 1-13 


(b) 
с р 


(d) 


W OF AARETE, ЕНЕ ЖЕНЕ ЖЕН, 作用 在 АВ Вр ЫНА 50 
kN, 长 度 为 0.6 mH RRENA 1-13(b) 所 示 。 为 保持 与 A НВА, ХВА 


等 于 50 kN。 由 例题 1.1 可 知 AB 段 的 伸 长 为 


Po 


一 


Жін НУ 


(50000М)(0.6тп) 
7 (500 x 1D- a2)(200 1094/ та?) 
作用 在 BC KRAJ, 可 以 由 作用 在 段 内 任意 截面 左 侧 的 力 的 民 数 种 确定 , fE H z£ Ze IWJ 77 
是 35 kN, 于 是 拉力 也 是 35 kN, BC 区 有 师 的 分 离 体 图 如 1- 13(e)? 所 示 。 它 的 伸 发 为 


- 350003 1m _ 
42 = (500 x 30-657) (200 x 10°N/m) = 0.00035 т 


类 似 地 ,, 作用 在 CD 区 自任 意 截 面 内 的 力 必须 是 45 kN, 以 保持 和 ЮО 端 载荷 的 半 衔 。 该 区 段 的 什 


À, = 0.0003 m 


AN Mep = зай са A Aak aA Ap Aa HEERA a асг енга тА 


长 为 
5000N)(1.25m) 
2з = (500 х 1078 )(200 х 10 №2) | 0.00056 т 
ЕЕЕ 38 


Ce 


A= å tå + Ду = 0.00121 т 或 1.21 mm 
Шіз 和 承受 载荷 P 和 2P 的 杭 架 如 图 1-14(a) 所 示 。 各 杆 具 有 相间 的 横 截面 积 А), ЖАР AB : 
和 杆 AF 的 应 力 。 | 
Ж Km kE DH C,、C, 和 A, 表示, 由 静 力学 ,可 有 : 
DM =- QPL)- POL) + А,(31) = 0, A, = 4P/3 
结 点 4 的 分 离 体 图 如 图 1-14{b) 所 示 。 由 静 力 学 ,有 


_4P L _ 22 4Ру 

DF, = 3 ЖАКЕ) = 0, AF = 3 
. з 4 
228, = (АВ) + (АЕ) = 0, AB =- ёр i 
杆 的 应 力 是 i 
SP 1 
АВ 3Al | 
Ку | 
L | 
L.25 m 村 | 
Е 
ы | 
` 1 \ 
圆 环 | 
4 | 


E 1-14 E] 1-15 


题 1.4 如 图 l 15 ER, Балтия ТИАН, мн | 
点 4 在 回环 中 心 的 正 上 方 1.25 m 处 。 已 知 圆 环 的 平均 半径 为 0.5 m, 圆 环 每 米 长 度 š 
的 重量 为 2000 N。 各 拉杆 的 截面 积 均 为 25 mm2。 试 确定 国 环 由 于 自身 重量 引起 的 | 
BERE, 
М EF 国 环 的 分 离 体 图 如 图 1-16 所 示 , 其 中 了 表示 各 杆 中 的 拉力 。 锅 直 方向 的 合力 沪 
6T(1.25/1.34) – (2000N/m)2z(0.5m) = 0 | 


T = 1120 N 
解 出 
我 们 考察 一 个 典型 杆 { 如 AB 杆 ) 的 形变 , 1.17 说 明 杆 AB НЕ НАТ Та ын, 
А =ВВ' = TE 


AE 


1.6 Е 19: 


- 1120) (1 ddr 二 =0.0003m 或 0.3mm 
(25mm2)(m/10°mm)2 (200 х 109°N/m) 


因为 B 点 在 圆 环 上 , 它 必 然 沿 名 直方 向 移动 至 点 В", HE 1- 16, 可 有 
ВВ” = (0,3/e0sd = 
此 即 为 刚性 圆 环 的 铝 直 位 移 。 


pA 
h ¿ 
ti 
Tv 8, 
/ 3 125т 
f Til ' 


B 


— 03 - 
а25/:34) 7 0.32(mm) 


~ 


1-16 图 1-17 


题 1.5 如 图 1-18 AR, ВЕЕТ SE IE S TFIR2 B BAJ R BL, 试 求 其 长 度 的 伸 长 。 


Б ur 任意 水 平 机 截面 内 均 有 由 裁 面 以 下 杆 段 重量 引起 的 法 www 
_ | 

d 
p | 

y 


ыл. KEX dy HARES 
dA = Aay 
В 1-18 


其 中 A 为 村 的 截面 积 , y 为 比重 (单位 体积 内 的 重量 )。 将 上 式 
积分 , 杆 的 总 伸 长 为 
A = Í Ayydy _ AYL? _ (AyL)L _ WL 
9 АЕ AE 2 ZAE ZAE 
其 中 W 表示 杆 的 重量 。 注 意 , 自重 产生 的 总 伸 长 等 于 将 同样 
的 重量 施加 在 杆 问 时 伸 长 的 172。 

EN 1.6 Jason 是 一 稻 重 量 为 35200 N、 并 装备 有 唤 控 电视 监测 
系统 的 研究 型 潜艇 , 1989 年 它 在 水 下 646 m 处 作业 ,将 
位 于 意大利 海区 水 下 Roman 舰 的 图 像 传输 到 与 之 相连 的 水 面 装 吓 内。 该 潜艇 连接 
在 一 根 空 心 钢 缆绳 的 下 端 , 钢 纺 绳 的 截面 积 452 x 10 5m2, MERR Е = 200 GPa, # 
缆 强 的 心 部 装 有 光纤 传输 系统 , 以 穗 将 图 像 传输 到 水 面 的 装置 内 。 试 确定 钢 缆 绳 的 
介 长 。 由 于 整个 系统 的 体积 很 小 ,海水 浮力 可 以 忽略 不 计 , 同 时 光纤 芯 缆 对 拉 伸 的 影 
啊 也 可 忽略 不 计 。 

(注解 ,Jason 是 1986 年 首次 获得 水 下 泰坦 尼克 (Titanic) 舰 图像 的 系统 。) 


Қ EF 整个 纺 强 的 伸 长 由 (a)Jason 的 重量 和 {b) 铀 线 缠 的 重量 引起 的 两 部 分 伸 长 组 成 。 由 题 1 - 
1 可 有 (a) 部 分 伸 长 ,为 


PL (35200N)(646m) 
åL — = = 0. 
1 AE ` {452 x 1078.2)(200 х 109N/m2) 0.252т 


НҚ 1.5 可 有 fb) 部 分 伸 长 , 为 


此 处 w Вана, п нна Ж 
(452 х 10 5m2)(646m) = 0. 292m? 
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ЗЕЕ НЕНА СОКЕ КІ -1, 钢 的 比重 是 77 kN/m’), ЕЕ,МИЯ ШЕН 
W = (0.292m2)(77kN/m2) = 22484N 


жөнін кары ж 


4, 0224843) (645m) _ _ 0 .080m 


 2(452 x 10-Sm?)(200 х 1D?9N/m) 

МА ES 2 1 

À = À, + À; = 0.252 + 0,080 = 0.332(m) 
两 个 楼 柱 形 地 杆 件 牢固 地 连接 在 一 起 , 承受 铅 直 载荷 10000 Ibi, 如 图 1-19 所 示 。 上 
杆 是 钢 的 ,比重 为 0.283 lbf/in3, 长度 为 35 ft* ,截面 积 为 10 in?。 下 杆 是 黄 铜 的 ,比重 
为 0.300 lbf/in*, KEX 20 f, 截面 积 为 8 ia。 钢 的 弹性 模 量 E = 30 x 105 1/12, Ж 
铜 的 弹性 模 量 E = 13 x 105 thbfyin2。 求 两 种 材料 中 的 应 力 。 
М F 黄 铜 棒 中 的 最 天 应 力 发 生存 结合 截面 BB 的 下 方 。 
该 处 的 铅 直 法 应 力 是 由 10000 lbf 的 载荷 与 BB 截面 下 的 楼 
重 共同 产生 的 。 
铜 棒 的 重量 为 
W, = (20 x 123(8)(0.300) = 576 (bf) 

该 截面 的 应 力 为 
P _ 10000 + 576 
A 8 


z = = 1320 Ыт?) 


БЕМЕХМЛЕНЕЖЕН AA 截面 处 。 因 为 该 处 
ШЕЕ А рУ, П АИЛ УН н 
ИНОЕ, 

BI 1-19 ЖЕНЕ 8 3 
W, = (35 x 12)(10)(0.283) = 1185(1bf) 
截面 AA REDA ; | 
_ P _ 10000 + 576 + 1185 
"A 0 
如 图 1-20 所 示 , 长 度 为 工 的 实心 截 圆锥 棒 均 匀 地 由 小 直径 z 变化 到 大 直径 D。 试 求 
由 施加 在 端 部 的 辅 向 力 P 引起 的 伸 长 。 


解 сет 表示 厚度 为 dzx 的 图 
盘 形 单元 体 与 小 直径 端的 中 8 离 , 由 相似 


10,000 Ibf 


= 1180(Ibf/in2) 


三 角形 可 以 得 到 该 单元 体 的 半径 为 
XID-d 
Y= >+ z 2 ) 


ЖӘЕ su Tk BJ Ка h ІН rih > 
R à = PL/ AE 9, К 
Pdr 


2 
3-6 Ah S BJ H НАЛ 
和 得 到 , 这 需要 积分 ,如 果 4 表示 整个 棒 的 伸 长 , 则 


_ [A ТА 4P dx АРІ, 
â КЕ - |, «Га + (z/L)(D - ay E ` =РаЕ 


ПНО Е Е E, -MER 另 一 个 是 钢 的 , 如 图 1.21(a) 所 示 E 
满 轩 接 在 刚性 的 墙 压 上 。 该 系统 在 右 端 承受 500 kN 辅 向 集中 力作 用 , 同时 在 两 样 接 
合 面 处 承受 合力 为 1000 kN 环形 对 称 分 布 力作 用 。 试 确定 系统 的 伸 长 。 链 的 下 = 
110 GPa, 钢 的 Е =200 GPa。 


% 1-20 


* 11-0,3048 m. 


1.6 Я a 


М 007 该 系统 的 分 离 体 图 如 图 1-21(b) 所 示 ,而 每 个 棒 的 分 离 体 图 如 图 1-21(c) 所 示 。 
2 环形 载荷 


1500 kN 500 КМ 


0.45 т 0.90 m 
(а) (b) 


1500 kN 1500 kN  500kN Eii 500 kN 


钛 合金 
(с) 


ЕЕ 1-21 


ЯНА 1.8 的 结果 应 用 于 每 个 棒 , 有 
An = 一 4(1500000)(0.45》 -0.00156Cm) 


= 2(0.1)(0.05)(110 x 109) 


_ — 4500000) (0.90 = 0.00082(m) 


A. = п(0.07)(0.05)(200 х 109) 
УЕ, 有 
А = Ar + A, = 0.00238т 或 2.38mm 


题 1.10 ME 1-22(а) к, КОКЕ АНТАНТЕ ЕКЫ, Жр W 的 
圆柱 形 水 泵 组 成 。 已 知 厚 壁 管材 料 的 比重 是 у, 内 径 为 R;( 均 为 常数 )。 求 厚 壁 管 外 


径 的 变化 规律 , 以 使 管内 铝 直 方向 的 法 应 力 为 常数 。 


解 ëm 引入 坐标 y, 原 点 在 标的 顶部 , 正 向 指向 上 方 ,如 图 1-22(a)。 考 莘 一 个 高 度 为 dy, ЕШ 


泵 的 顶部 为 y 的 圆 环形 管 元 素 , 如 图 1-22(b) 所 示 。 该 回环 的 下 表面 积 为 
А = x(R2 – R2) 
ЖЕЕ ВА + dA)。 贺 环 材 料 的 重量 为 ?4dy, НЕНІҢ ЖШ, 可 有 
so (À + dA) — aa (A) ~ yAdy = 0 
化 简 后 ,有 
ға(4А) = уА(8у) 
在 管 的 下 端 {y=0), 用 A 表 未 管 的 截面 积 。 在 下 端 (y =0) 和 高 程 y 之 间 积 分 (3) 式 ,有 


А, 8 00 
于 是 
А-А 
在 y=0 处 , 铅 直 平衡 方程 有 
oo Ұ/А, 
因此 ,由 (1) (的 和 {7) 式 可 以 得 到 任意 高 程 y 处 的 半径 ,为 


Rê D R? + W og 
Tg 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 
(6) 


(7) 


58) 


29. жік ШУЙ 


图 1.22 


EE 1.11 169 1-23(а) Ятт, АВЕ АВ. AC HF Вр. DC ARTER ВС 组 成 。 所 有 
的 杆 都 具有 相同 的 截 百 积 和 弹性 模 量 E. KOP D 由 于 集中 力 P 和 均 布 载荷 9 TE 
用 的 位 移 。 


454 45% 
(а) (b) (с) 
ІҢ 1-23 
МЫ F 在 BC 以 上 做 ТОКИ, 分离 从 图 如 图 1-24 所 示 , 此 处 F, RRI AB 和 杆 AC 的 


内 力 , 由 静 力 学 ,有 
S F, =- P- q(L//2)(2) + 2Р0" = 0 


图 1-24 图 1.25 1.26 


- 12 ` 


EB 1.12 


1.6 Й ІҢ 
F, = Ё + L а) 
ЖҮЖЕЗ BC 的 下 降 , 研 究 杆 АВ 的 形变 ,如 图 1-25。 杆 АВ 长 度 的 增加 由 下 式 给 出 ， 
F.(2L /./2) 
âm = C AE | 
£ Z ЛЕВ Ë Z P] P) TEA 
» Fi(2LAwA2) 
BH = ABC 
将 (1) 式 的 F, 代入 此 式 , 有 
4PL 4а 
= E + — (2) 
BB 3/2АЕ 3AE 


ӘЖЕ BC 下 面 的 -个 水 平 截面 ,分 离 体 图 如 图 1- 26, 其 中 F, ЖАН BD 和 杆 DC 的 内 力 。 由 静 
力学 有 


XIF, =- P + 2Е100845° = 0 BN 2 
А ` -| 
Fi = 2р (3) ` А | 
现在 舌 归 确定 由 十 力 了 作用 在 BD 和 DC 杆 上 使 DD “24 
点 发 生 的 位 移 ( 见 图 1.27)。BD ERRES ау 
FL 
АЕ 45 
与 之 对 应 的 错 直 位 移 为 
ЕІ 
АЕ costs 
СЗ) А Ж, AERES р 
АЕ (0 1-27 
р 点 的 真实 位 移 为 (2) 式 各 (4) 式 之 和 ， 
Ap - BL , tali = 1.942 ЁЕ + 1.333 外 (5) 


ШІН 1-28 所 示 , 由 AB 和 CB(CB 是 垂直 的 ?两 杆 组 成 的 系统 在 B 点 处 承受 水 平 力 
P. AB 杆 的 截面 积 为 41, 长 度 为 Li ЖЕНЕ ЕЕ, CB 杆 相应 的 量 为 4 L, 和 
Er RTA 也 的 铅 查 和 水 平 位 移 。 

ЖҚ EF 节点 B 的 分 离 体 图 如 图 1-29(e) 所 和 示 , 图 由 F 和 
F> Ж АВ CB 杆 施 加 在 节点 日 的 力 , 每 一 个 力 都 假设 
为 正 的 , 亦 即 为 拉 伸 。 如 果 平 衡 方程 解 出 这 些 杆 的 力 为 负 
值 , 那 说 明 力 的 方向 假设 错 了 , 杆 是 受 压 缩 的 。 图 1-29(a) 
和 (bpb) 分 别 表示 节点 B 对 AB 和 CB 标的 作用 力 , 这些 力 和 
图 1-29(a) 中 力 的 数值 相等 ,方向 相反 。 由 节点 B 的 平生 方 
程 , 有 


У\Е, = Р ~ Fieos45° = 0 (1) 

1-28 УЕ, = Ез - Fsin45 = 0 (2) 
тн: 

Е,-У2Р, ЕР= р (3) 


结果 说 明 , 8 МАРАБ ЕУ, ЕПЕЕИНШИНЖШ В 处 的 联接 ,那么 , 杆 AB бебе 
KABB YF CB 的 伸 长 为 BB", 如 图 1-30 所 示 。 由 题 1-1 可 以 得 到 这 些 坤 长 ， 为 


T AE ALLE, (4) 


Ала жуам дн 


Te 
ñ 


тераа езе =. at ranma 


Tr 


4. 
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F.L; _ PL; (5) 


7 АЕ) А,Е; 


H 1-29 ІН 1-30 


然而 ,节点 B 的 最 终 位 置 应 与 不 解除 8 处 联接 是 一 致 的 ,因此 杆 АВ OMAA 点 作 刚 体 施 转 , iF CB 
Ë C PERRIER. E AB 延长 线 上 的 B 点 必须 沿 以 A 为 中 心 的 贺 弧 运动 。 但 是 ,对 于 小 形变 ,认为 
BR BI [u bA R F AB 的 直线 B'B" 代 将 。 同 祥 ,在 CB ERR ВВАК ЗР RB 
运动 ,因此 发 生 了 以 C 为 中 心 的 网 统 运 动 , 两 段 莱 线 的 交点 B OREB 点 的 晤 终 的 真实 位 置 。 由 
图 1-30 的 儿 信 关系 ,可 有 


v2PL| 1 PL, 
соңы” Уа, 1 _ 1 6 
BD = BB” со45 AE AT АЕ (6) 
PL 
" _ 4. b a 1 
ED = ВВ sings’ = А,Е; (7) 
ы PL PL; 
BG =B'D+ DG -E+ р (8) 
GB” = B'G(45° ZAK) (9) 
pom _ PL, PL, РІ» 
B'E = ВЮ + GB” = а + АЕ AE, 
_2PL Plh | 
"AE, TAE = = (10) 
最 后 ,由 图 1.30, B AKRAMI 
Р Рі,» 
å, = ВВ = А.Е, (11) 


题 1.13 1989 年 , 在 大 西洋 底 由 加 利 福 尼 亚 到 日 本 铺设 了 一 -条 长 度 为 13300 km 的 、 可 以 同时 


传输 40000 个 电话 的 新 光 纺 。 该 光缆 由 一 条 船 在 平均 温度 为 22 的 条 件 下 , 铺设 到 
平均 温度 SC 的 海底 。 光 缆 的 线 胀 系数 为 73x 10 /CC。 为 在 海底 铺设 长 度 为 
13300 km 的 光缆 , 试 确定 施工 船 需 携带 的 光线 长 度 。 
Ж EF 施工 船 所 携带 的 光 织 长 度 应 等 于 13300 km 加 未 知 的 长 庆 AL, 以 使 得 下 降 到 海底 时 收 
缩 后 的 长 度 为 13300 къ, НАШИД ОР Z (5 1 E), 可 有 

АГ = Фї (АТ) 

AL = (75 x 10%/Ņ )(13300 + А1) (22 - s) ` (a) 

解 上 述 方程 , 有 

åL = 16.96 km 
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长 庶 疏 变 的 百分比 次 


16.96)(100% ) _ 
13300 + 16.96 = 0.13% 


рпа AL 的 小 数 项 是 次 要 的 ,于 是 , 6 bh T Ani В F yes АННО Е) 13317 kmo 

1.14 109 1-31(а) тх, FR ЖЕЖ E ВО ЯА ej hr ай, ІН КЕ ЕРІМЕН 
"ДЕНЕ м е C Ву, АННА TAE, 写 出 计算 杆 长 
变化 的 FORTRAN 程序 , (1) 3 bA САТЕ 1-31(b)).(2) E F 3 + 的 ( 常 
数 ) 变 宽度 平板 。 该 板 的 轮廓 由 函数 у-Ае НЕ, МА x 为 轴 向 坐标 。 


Y у = Аб 


2. 一 2-44— 
ШІ l, 


(а) {b} (ç) 


1-31 


E EF 由 题 1.1 导出 的 公式 可 以 应 用 于 图 1-31{a) 所 示 的 ,长 度 为 dx 的 微 段 , 每 一 个 微 段 的 截 
面积 均 为 常数 ,对 此 微 段 可 以 应 用 关系 式 A = PL/(EA), 微 段 的 长 度 为 tx, 截面 积 为 A。 很 清 
З ЖЕЕ А ВИН у= Aer* 计 算 , 也 可 以 沿 长 度 设置 若干 点 , WI EL U TF E Ek 5 АКУ 
面积 的 数值 。 这 个 计算 方法 可 以 表示 为 如 下 的 FORTRAN 程序 , RETES ETRA. HIIR t 
JE FEARAS. 

要 注意 , ЕНЕ РАЛ E y= Ap, e АЮ, A 和 日 均 为 轮廓 变量 ,此 处 


的 A 不 是 截面 积 ， 
КЕНДЕ ЛАЗБАДАЕДЕ 453535315553 55 АЗ ТЕТІ ТТТТТТТТТТТТТТТІ 
00020 PROGRAM SLBTEN2(INPUT,OUTPUT) 

ЭПРЕПНЬ 444444445 53844 ЕЗБЕ ЗТГІТІЕТІТІТІГІТ ТУТТҮНРІТТІТІТІТІТІТТІ. 
00040% 

00050* AUTHOR: KATHLEEN DERWIN 

90060% DATE : FEBRUARY 5, 1989 

00070* 

000504 BRIEF DESCRIPTION; 

90090% THIS PROGRAM DETERMINES THE CHANGE ОҒ LENGTH ОҒ А BAR DUE 


00100% ТО AXIAL TENSION ОН COMPRESSION. THE BAR MAY BE А CONSTANT 

00110% THICKNESS, VARIABLE WIDTH RECTANGULAR SLAB, ОВ А SOLID CIRCULAR 
00120* ROD WITH VARIABLE DIAMETER. IN EITHER CASE THE SHAFT IS CENTRALLY 
00130* LOADED BY АМ AXIAL РОНСЕ. 

80140% THE VARYING WIDTH (OF ТНЕ SLAB) OR DIAMETER (ОР TBE ROD) MAY 
90150% БЕ DESCRIBED EITHER ANALYTICALLY AS Y = АҰЕ “(B%*X) WHERE X 18 THE 
00160“ GEOMETRIC AXIS ОҒ THE BAR, OR NUMERICALLY USING THE MAGNITUDE ОР 
00170% Y АТ EACH END OP М SEGMENTS, MEANING N+} VALUES, 


00180% 
00190% INPUT: 
00200% ТНЕ USER IS PROMPTED POR THE TOTAL BAR LENGTH, THE ELASTIC 


00210* MODULUS, AND THE AXIAL LOAD, THE USER IS THEN ASKED ІР THE 

00220% BAR IS BOUNDED БҮ А KNOWN FUNCTION, AS WELL AS THE SHAPE OF 176 
00230% Х-БЕСТІОН. POR THE CASE ОҒ ТИЕ SLAB, THE UNIFORM THICKNESS 18 
002404 ALBO ASKED РОН... IF THE FUNCTION IS KNOWN, THE CONSTANTS ARE 
00250* THEN PROMPTED AND TEE ENDPOINTS ОР THE BAR OR THE Х-АХІ8 INPUTTED; 
00260% ALTERNATELY, THE NUMBER ОР SEGMENTS AND MEASURED НЕІОНТБ/рІАМЕТЕНБ 
00270% MUST ВЕ ENTEREL. 


00280% 

00290% OUTPUT: 

00300! THE TOTAL ELONGATION ОР THE BAR IS DETERMINED AND PRINTED, 
10 

00320Ү VARIABLES: 

00330% L,T,EM “~= LENGTE, THICKNESS, ELASTIC MODULUS OF BAR 

00340% А,В т--- CONSTANTS ОҒ Y = A*E^(B*X} GOVERNING ВАН BOUNDA 

00350% XD ,XN --- ENDPOINTS ОҒ БНАРТ ON X=AXIS 

00360" Р т-- CENTRALLY APPLIED AXIAL LOAD 

00370% АА{100) тте INDIVIDUAL SEGMENT HEIGHTS/DIAMETERS 

003803 AREA тт- X-SECTIONAL AREA ОР EACE SHALL INCREMENT 


00390% ANS --- БЕТЕНИІМЕ IF USER HAS A KNOWN PUNCTION 


- 16 - 
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00400% TYPE --- DETERNINE BAR X-SECTION 
0041034 DELTA ==— UNIFORM BAR ELONGATION 

00420% LEN т“- LENGTH ОР INCREMENTAL ELEMENT 
00430% 


ІҮТТБЕЕР Аа ада 345444144444 344144141232 555 EET 
00450ХЕйАЯЕЛа ХАТА ЛААКЛАЛЛАКАВЛКИЛКАКАКЕВ ИКЕА ЛИКА ЖАТАЛАК КЪА КАДАТЯНАКОААКА 
00460* МАІМ PROGRAM 

аптұнызды азалы даа МАДА ТІЗБЕДЕ КАНЕВА ККАН НАА 
[和 


00490% 

00500% VARIABLE DECLARATION 

00510* 

00520 REAL I,T,L,EM,A.B,X0,XN,P DELTA, AA{(100), AREA, LEN 

00530 INTEGER ANS,TYPE,NUM,J 

00540* 

00550% USER INPUT PROMPTS 

00560% 

00570 РЕІМТ*, ЕНТЕН THE TOTAL LENGTH ОР THE ВАН (IN И OR INCHES): :' 
00580 READ*, L 

00590 PRINT* , ENTER THE ELASTIC MODULUS (IN PASCALS OR PSI) :' 
00600 НЕАр%,ЕМ 

00610 PRINT*, ENTER THE UNIFORM AXIAL LOAD (IN NEWTONS ОН 185) ;' 
00620 READ*, P 

60630 PRINT*, PLEASE DENOTE THE BAR X-SECTIQNAL БНАРЕ: ' 

00640 PRINT#, 'ENTER 1--51АВ ; 2--CIRCULAR БОП! 

80650 READ*, TYPE 


00660* 

00670% IF А SLAB, PROMPT FOR ITS THYCKNESS 

006803 

00690 IF ІТҮРЕ.Е0.1) THEN 

00700 PRINT*,'ENTER THE THICKNESS ОР THE SLAB (ІҢ М OR INCHES):' 
00710 КЕАр%,Т 


00720 ENDIF 

00730 РЕІМТ%, (00 YOU KNOW THE FUNCTION DESCRIBING THE ВАН?" 
00740 РКІМТ%,"ЕНТЕК 1--ҮЕ8 ; 2-—NO' 

00750 READ* , ANS 


00760* 

00770% IF АМБ EQUALS ONE, THE USER KNOWS FUNCTION, PROMPT 
00780% FOR CONSTANTS AND ENDPOINTS. 

00790% 

00800 IF (ANS.EQ.1) THEN 

00810 PRINT*, P(X) = A*E “(B*xX)' 

00820 PRINT* ,'ENTER А,В:' 

00830 READ*, A,B 

00840 PRINT*,'ENTER THE X-COORDINATE FOR POTH ENOS OF THE ВАВ; ' 
06850 РНІНТ", (ІК M OR INCHES):' 

00860 КЕАр%,Х0,ХМ 

008704 


00880 AREA = 0 

00850 L=XN-XD 

00900 LEN=L/50 

00910 DO 20 I = XO,XN,LEN 


00920 Ү1-(А%(2.718284%|В%1)))%2 

00930 Ү2-(Ах(2.71828%%(В%(1 + LEN))))]*2 

20940 Үз(Ұізү2)/2 

00950 ІР(ТҮРЕ.Е0.1) THEN 

00960 AREA=1/ (YAT) + AREA 

00970 ELSE 

00980 АҢЕАз4/(3.14159%|Ү9%2)) + AREA 

00990 ENDIF 

01000 20 CONTINUE 

01010% 

01020» IF ANS EQUALS TWO, THE USER DOES МОТ KNOW FUNCTION, 

01030: PROMPT FOR NUMBER ОҒ SEGMENTS AND MEASURED HEIGHTS/DIAMETERS. 
01050 ELSE 

01060 PRINT*, ЕМТЕЙ THE NUMBER ОР SECTIONS ТО ВЕ CALCULATED:: 

01070 READ* , NUM 

91080 ІР(ТҮРЕ.Е0.2) THEN 

01090 PRINT*, ENTER THE HEIGETS ОР THE ENDS РОН SECTIONS 1 ТО N:' 
01100 PRINT#,' (ТЫ М OR INCHES}:' 

01110 ELSE 

01120 PRINT*, 'ENTER THE DIAMETERS OF THE END r. 
01130 PRINT*,' (IN М OR INCHES): ' 5 FOR SECTIONS 1 TO N: 
01140 ENDIP 

01150% 

011603 INPUT MEASURED HEIGHTS/DIAMETERS 


01170% 


1.6 P 是 . 17 ， 
01180 DO 36 J=1,NUM+1 
01190 НЕАр%,АА(7) 
01200 30 CONTINUE 
01210 * 
01220 AREA = 0 
01230 LEN = L/NUN 
01240 DO 40 J = 1,NUM+1 
01250 Ұ-(АА(7)ҒАА(7%1))/2 
081260 IF(TYPE,EQ,1) THEN 
01279 AREA = 1/(Y*T) + AREA 
01280 ELSE 
01290 AREA = 4/13,14159%1Ү%%2)) + AREA 
0130 ENDIF 
01310 40 CONTINUE 
01320 ENDIF 
01330% 
01340 DETERMINING THE ELONGATION ОҒ THE LOADED BAR 
01350% 
01360 DELTAx ({(P*LEN*AREA)/EM 
01370% 
01380 PRINT 50,DELTA 
013904 
01400 50 FORMAT(2X,'THE DEFORMATION OF THE BAR 15:',Р8.5,' (М OR IN.)') 
01410% 


01420 STOP 
01430 END 


题 1.15 材料 性 质 如 图 1.32 所 示 , 由 
边界 曲线 y = ge 7013836 
的 实心 变 截 面 圆 棒 , 杆 由 > 
-0 延伸 到 xz-= 180 in, iZ 
丁 承 爱 轴 向 拉 伸 载荷 P = 
100000 lbf。 材 料 为 钢 E = 
30x 10 Ьп, ЖЕ Н 
1.14 的 FORTRAN Ë 99 
定 棒 的 伸 长 。 

Ж r 因为 边界 由 曲线 y= 
Ае, TA A= 8.B= –0.01, ИКОН 2-0 9) с = 180 in) A EE 1.14 的 程序 ,得 到 
棒 的 伸 长 为 0,03176in。 


run 
Tra THE TOTAL LENGTH OF THE BAR (IN M OR INCHES}: 


图 1-32 


` омды muyun sa => s"> т ч уара 


ENTER THE ELASTIC MODULUS (IN PASCALS OR PSI) : 
? 30E+6 

ENTER THE UNIFORM AXIAL LOAD (IN NEWTONS OR LBS) : 
? 100000 

PLEASE DENOTE THE BAR X-SECTIONAL SHAPE: 
„ENTER 1--SLAB : — 2--CIRCULAR ROD 

DO YOU KNOW THE FUNCTION DESCRIBING THE BAR? 
ENTER 1--YES ; 2--NO 
? 1 

Р(Х) = A*E (B*X) 

ENTER A,B: 
? 8,-0.01 

ENTER THE X-COORDINATE FOR BOTH ENDS OF THE BAR: 
(IN M OR INCHES): 
? 0,180 

THE DEFORMATION OF THE BAR IS: .03176 (M OR IN) 


f sess ro 


SRU 0.804 UNTS 


题 1.16 边界 由 曲线 у= 0.2500 2 描述 的 变 宽度 厚 板 ,其 长 度 由 z =4 m 延伸 到 = = 10 m. 
如 图 1-33 所 示 。 此 板 的 厚度 为 10 mm, 承受 的 轴 向 拉 伸 力 为 385 kN。 试 使 用 题 
1.14 的 FORTRAN 程序 计算 此 板 的 伸 长 。 材 料 的 下 = 200 GPa。 


М ағ 为 了 运行 题 1.14 的 程序 ,必须 令 A=0.25.8=0.025。 输入 数据 后 显示 


118: жіз њу 


run 

ENTER THE TOTAL LENGTH OF THE BAR (IN M OR INCHES): 
? 6 

ENTER THE FLASTIC MODULUS (IN PASCALS ОК PSI) : 

? 200Е+9 

ENTER THE UNIFORM AXIAL LOAD (ІМ NEWTONS OR LBS} : 
? 385000 

PLEASE DENOTE THE BAR X-SECTIONAL SHAPE: 

ENTER 1--51АВ :  2--CIRCULAR ROD 

? 1 

ENTER THE THICKNESS OF THE SLAB (IN М OR INCHES}: 
? 0.01 

DO YOU KNOW THE FUNCTION DESCRIBING THE BAR? 

ENTER 1--YES ; 2--NO 

? 1 

F(X) = А*Е^(В*Х) 

ENTER A,B: 


? 0.25,0.025 

ENTER THE X-COORDINATE FOR BOTH ENDS OF THE BAR: 
(IN M OR INCHES): 

? 4,10 
THE DEFORMATION OF THE BAR IS: .00198 (M OR IN) 


图 1-33 


此 杆 的 伸 长 为 8.00198 m Ў 1.98 ram, 
题 1.17 如 图 1-34(a) 所 示 , 由 长度 为 工 的 细 村 (或 线 )AB 和 BC 组 成 的 结构 , А.В С 处 均 . 

ЖӨЖ, АВ 和 BC 杆 在 没有 承受 载荷 时 是 水 平 的 , 各 杆 的 重量 均 被 忽略 。 然 后 在 В 

TARRENI. RAEN Q 的 数值 , 以 使 B 点 产生 指定 的 铅 重 位 移 。 


(а) (b) 


图 1-34 


W :ғлв- AF38 r 5. 系统 内 每 一 个 单独 的 构件 都 满足 胡 克 定律 ,由 十 几何 的 原 
因 , 节 点 B 的 重度 和 力 QERRE. 


每 -- 个 村 均 服 从 关系 4 = PL/AE, 式 中 P 是 杆 中 的 轴 力 ,4 是 加 向 促 长 。 杆 的 初 冰 长 度 为 
L, 施 吉 载荷 P 后 长 度 为 L'。 于 是 


, PL 
L'- L = sË (1) 


节点 五 的 分 离 体 图 如 图 1-34(b)。 由 静 力 学 ,有 


ХЕ, = 2Реіпа — Q = 0 或 Q =2P(8/L') 
利用 (1) 式 ,得 到 


1.6 f 题 


. 19. 


题 1.18 


题 1.19 


E 1.20 


(17 L)AE 8 28АЕ(| L 
9-2 L L ` L Е Ë) (2) 
但 是 
(LY = т? + 人 (3) 
最 终 , 有 
o = 28. 1-2) (4) 
L АҒЫН 
由 二 项 式 定理 ,有 
2 1 1⁄2 { 2 
Мл = 101923) = цак р (5) 
R 
— L 2101) 2 
1- Tanni 上 和) -六 (6) 
Lil+ y үз 


(7) 


因而 位 移 5 Ж 50 不感 比例 ,尽管 胡 克 定律 对 每 一 个 杆 件 都 是 适用 的 。 此 处 要 指出 , 当 位 穆 
变 得 很 大 时 ,假设 衣 克 定律 仍然 正确 ,那么 位 移 8 近似 地 和 力 Q 成 比例 。 在 这 个 例子 中 登 加 原理 
不 崩 正 确 。 这 个 系统 的 特点 是 ;外 力 的 作用 显著 地 受 小 位 移 的 影响 ,应 力 和 位 移 都 不 是 载荷 的 线 
性 函数 ,不 能 应 用 和 登 加 原理 。 

总 结 :如 果 应 用 琶 如 原理 ,材料 必须 服从 胡 克 和 定律 ,但 是 ,只 此 一 个 要 求 是 不 充分 的 。 我 们 必 
须知 道 ,载荷 的 作用 是 否 受 结构 小 形变 的 影响 。 如 果 这 种 影响 是 存在 的 , 合 加 原理 就 不 再 成 立 。 
对 于 例题 1.17 中 讨论 的 系统 , 每 个 杆 的 初始 长 度 工 =Sft、 堆 面积 A =0.1inz, 弹 性 
模 量 王 =30x1t0clbf/in ,载荷 已 =201btf。 试 用 两 种 方法 (精确 方法 和 近似 方法 ) 确 
定 结 点 B Жо. | 
М Р 力 和 垂 度 的 精确 关系 为 

а = ME =] 
代入 给 定 的 数据 , 有 
20 = 2800.1)(30 х ие 1- | 
(60) Z 602 + 62 
用 试 资 法 求解 , 得 到 8 = 1.131 ip。 力 和 重度 的 近似 关系 为 ОАЕ, 代入 数据 , 有 


(0.1)(30 x 106342 
20 == 
(603: 


由 此 可 得 到 $= 1.129 іп, 
边 长 为 50 mm 的 正方 形 截面 钢 检 ,长 度 L =1 m, 承受 轴 向 拉 伸 力 P=250 kN, 3% 
EHR E = 200 GPa, 泊 松 比 jp =0.3。 试 确定 侧 向 尺寸 的 减少 。 
М ғ 因为 载荷 是 轴 向 的 。 因 而 载荷 方向 的 应 力 
3 
= P = 0 16) = 100(МРа) 

轴 向 近 伸 的 胡 训 定律 为 E= es, 载 从 方向 的 应 变 е 为 {100 x 109)/(200 X 109) = 510 "4, 

НЕН, 等 于 侧 向 应 变 和 轴 向 应 变 之 比 , 亦 即 := ( 侧 向 庶 变 )/( 轴 向 应 变 ), 轴 向 诬 变 是 5x 
10 4, 侧 向 应 变 等 子 上 和 此 值 之 积 , 即 (0.3)x(5x10-4) = 1.5 x 10-4 E 40 向 应 变 为 1.5X 
10 4,50 mm 长 度 的 形变 为 7.5x10-:, 它 表 示 粮 的 侧 向 尺寸 减少 。 

注意 ,用 两 个 应 变 来 定义 泊 松 比 , 是 假设 只 有 单线 辅 向 拉 伸 载荷 作用 在 构件 上 。 
考虑 一 个 单元 体 的 应 力 状态 , z 作用 在 第 一 方向 上 , 侧面 的 第 二 方向 (* 方向 ) 是 自由 
的 ,但 是 第 三 方向 (y 方向 ) 是 完全 约束 的 。 试 求 (1)> 方向 的 应 力 和 应 变 之 比 (2y > 
方向 和 xz 方向 应 变 之 比 。 


"` Бине анны ында ан дн алына реву i 


т nmana AERA TITT e үлі 


>= желу ae matn pa жена 


420, нін jhi Esa 


ЖҚ EF 让 我 们 考虑 前 面 讨论 过 的 胡 克 定律 一 般 形式 , 为 满足 题 设 条 件 ,应 令 os = 0, sy = 0, ñi y£ 


定律 变 为 
e = 让 [os -ulo + 0)] (a) 
e = 去 [am 0+ 9,)) (b) 
Es = To- (о. + о,)] (с) 


由 (b) 式 得 到 o, = до, FE, H (а) 2189] 
2 
Е, = о, - шо.) 1—6. 
由 此 式 解 出 应 力 o,, 并 将 之 代入 (x1 式 , 有 


_ E o Ult) EE _ per 
6. = k (ort и.) = Е = р? 1-и 
可 以 得 到 比值 
%.-Е _ S _ 
ғ, t-g 和 Er l-g 


第 一 个 量 E/{1 - ала ЕН Ж, Т is LAS e PERAN. ЖЕНИЯ p 
(1 一 点 ) 称 为 有 效 泊 松 比 。 
题 1.21 考虑 一 个 承受 单 向 拉 伸 的 单元 体 ( 见 图 1-35)。 试 求 由 于 此 单 向 拉 伸 引起 的 间 位 体 
积 改变 。 
М F 加 力 方向 的 应 变 可 以 表示 为 e 另外 两 个 与 之 垂直 方向 的 应 变 均 为 - ре, 因而 ,单元 体 
的 初始 尺寸 为 dz .dy dz, 形变 后 的 尺寸 为 
(1+ er)dr， (1- pez)dMy, (1- per}dz 
形变 后 的 体积 为 
У = + s,)dz][(1 — ре, ЧУПИ ~ pey)dz] 
=(1 + s,)(1 — 2ue,)dzrdydz 
-(%-2ме, + e )dzdyda 
注意 到 形变 非常 小 , ETERRA ARR 
TEE. MAIRA dxdydz, 刚 单位 体积 的 变 


图 1-35 


化 为 


y 
АЗ = (1-2), 


因 面 , 若 为 拉 伸 ,体积 略为 增加 ; 若 为 压 第 ,体积 略为 减少 。 
此 外 ,垂直 所 办 方向 的 单元 体 罩 面 面 积 的 减少 近似 为 
А = (1 -pes dydz = (1 - 2pe,)dydz 
题 1.22 边 长 为 50 mm 的 铝 棒 长 度 为 250 mm, 在 端 部 承受 轴 向 拉 伸 。 试 验 发 现 , 载荷 方向 的 
应 变 为 0.001, 试 求 此 棒 的 体积 改变 。 泊 松 比 = 0.33, 


Ж EF 由 题 1.21 可 知 ,单位 体积 的 改变 为 


АУ e(l- 24) = 0.001(1 - 0.66) = 0.00034 


ЖЕНЕКЖНЕОҒЖ 
АУ = (50)(50)(250)(0.00034) = 212.5(пиш3) 
ЕНЕ КЕЛТЕ 3) 6.25 x 105 mm, 因为 拉 伸 体积 增加 , 5 36 05 k 5 
6.252125 x 105mrm!。 借 助 于 向 光 设 备 , 可 测量 载荷 作用 下 最 终 体 积 的 7 HARF. 通常 的 测试 
方法 当然 无 法 达到 这 种 精确 度 。 
Ш 1.23 我 们 已 经 得 到 将 应 变 分 量 表示 为 应 力 分 量 函 数 的 胡 克 定律 的 一 般 形式 。 AER 
要 将 应 力 分 量 表示 为 应 变 分 量 的 函数 , 试 导出 这 些 表 达 式 。 
Ж OEF 阁 出 完 前 的 表达 式 


i1.6 A mj 


421. 


ША 1.24 


ША 1.25 


a, = +8, - alty т ө,21 (1) 
e = Elo,- plo + 01 (2) 
є, = 100, - ulos + o,)] 《3) 
引入 记号 
e = є. t e, +E (4) 


= m, + s, + а, (5) 


将 о, va, Mo, 作为 未 知 量 , 同时 利用 这 些 记号 , 求解 (1).(2) 和 (3) 式 ,得 到 


__вЕ Е 
和 HOT 2а) T+ ре (6) 


ВЕЕ 
ty = (T+ A 28) + 1 te (7) 


ҺЕ Е 
== (I+ )(1-26) 71 + р" (8) 
此 即 为 欲求 的 表达 式 。 
由 f1) 一 (5) 式 还 可 以 得 到 另外 一 些 内 容 , 将 !1)、(2) 和 (3) 式 相 加 , 并 引用 记号 e 和 #8, 则 有 

e= 去 (1 — 2)8 (9) 

对 于 司 体 承 受 静水 压力 p 的 特殊 情况 ,oz, = oa, = s, = – р, i it. 

_ 31-20)p a £p 五 

c=- k 或 728) (10) 


Е E/30 -2 BAIE K, УЕА ВН, КЫ ТЕ Y R. 当 
没有 形状 改变 时 , 材料 对 体积 变化 抵抗 能 力 的 度量 。 

我 们 看 到 , 边 长 为 dr ,dy ,dz 的 单元 体 ,加载 后 产生 应 变 es ҘЕ АНУ 

(1 + s;)dz=(1 + g,)dy(l + a,)dz = (1 + ë, + e, + e.)drdydz 

因此 体积 增加 与 原始 体积 之 比 近似 为 = e,t e, +e, 

单位 体积 的 改变 e 定义 为 膨胀 系数 。 
钢 制 的 立方 体重 受 静 水 压力 p= 1.5 MPa, 由 十 此 压力 , 体积 将 按 膨 县 系数 e= 
— 10 收缩 , 材料 的 杨 氏 模 量 Е = 200 GPa。 试 求 材料 的 泊 松 比 和 容积 模 重 。 


М e 由 例题 1.23 可 知 ,承受 静水 压力 时 的 膨胀 系数 由 (10) 式 给 出 ， 


a =3(1- 28)а 
= E 


将 给 定 的 数据 代入 ,有 


-105 = -2(1-24)(1,5 х 108) 
200 х 10° 


由 此 可 有 y=0.278。 并 由 例题 1.23 a| IE К 为 


2 Е _ 
K = sG 22) 
Вр 
_ 200 х 10° _ 
К = 31 70556) 7 150‹6Ра) 


利用 表 1-1 中 给 出 的 材料 性 质 ,确定 下 述 材 料 的 比 强度 和 比重 量 (USCS Ж) (ау sn 
FE (DECE, (ORRI Е, 

EO ce 根据 定义 , 比 强度 是 极限 应 力 和 材料 比重 的 比值 , ЕЕЕБИЕШЕНЕЕ> E. (a) 
对 铝 侣 金 , 我们 有 


_ 800001: _ . 
比 强 度 0.0984Ibf/ a = 813000in 


б 2-2 
K _ 12 x 10 bin _ 5. 
Е = 00984ibf/in2 一 122 x 1090 


Tree 


Ansam mananan mappe pne x 
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каа, 我们 有 
14D0D01bf/in2 
0. 1621bi/ in? 


а 17x ОЧЫ 6. 
模 量 X = 105 x 10 
№ Олвлы/а? 7! m 


比 强度 = = 864200in 


(c} 对 玻璃 环 氧 树脂 , 我 们 有 


5 4.2 
此 强度 二 2750001Ь/іп 


= 3.6 x 10i 
0.0766lbt/in° 6 m 


СТ 
将 上 述 比 强度 作 一 比较 可 知 , 复 合 材料 (玻璃 环 氧 树脂 ) 的 比 强 度 较 其 他 金属 大 得 多 ,而 比 模 
最 稍 大 于 其 他 金属 。 
Rü 1.26 ЖЕЕЕЛІ,-1.7 m, 边 长 20 mm ПЕШІН, 假设 材料 是 理想 弹 塑性 的 , дА 
服 极 限 为 275 MPa, ЕЛЕНЕ E =200 GPa, ШІҢ 1-26 Ят. Е Н га 
载荷 ,使 得 此 杆 的 伸 长 为 15 mm, 此 后 外 载 。 试 求 趣 载 之 后 的 残余 伸 长 。 


解 ЕЕ ЧЕН КҰНЫН, ИЕ ARAR, 
P -а,ДА) = (275 х 1064/та?)(0.020ға)2 – 1100003 


яг МРа 


E 1-36 


相应 于 图 1-36 中 的 点 A ЖЕ, 该 图 纵 尝 标 为 应 力 , 横 坐 标 为 应 变 , 然而 每 个 轴 上 的 数值 与 力 - 伸 
长 图 上 的 数值 仅 相 莽 一 个 常数 。 当 伸 长 为 15 mm 时 , 相应 于 图 1-36 中 的 点 В, 8. шы 
的 轴 疝 应 变 为 
15лппа 
1700 ғаға 
ЮРА BC{ 平 行 于 4O) 进 行 , 直到 水 平 轴 , 因而 ОС НАТ ЕЕ ЕЖ, TARN 
来 求 应 变 CF, 利 用 相似 三 角形 ОАОЖСВЕ,Ж 


275 x 105Pa 
200 x 10°Pa 


= 0.00882 


E = сј, ё = 


于 是 ,部 载 后 的 残余 应 变 为 


ОС = OF – CF = 0.00882 - 0.00138 = 0.00744 
棱 长 1.7 m 的 伸 长 为 


(1.7 m)(0.00744) = 0.0126 т 或 12.6 mm 


= 1.375 x 10`3 


1.7 3 题 


是 1.27 施加 在 人 体 将 柱 关节 上 的 力 可 能 产生 过 量 的 应 力 , 并 导致 疹 椎 间 盘 的 破坏 。 成 脊 椎间盘 测量 结 


果 表 明 , 表面 积 近 似 为 1000 mm2, 举重 练习 时 测 得 的 活 向 力 党 708 М, ЖӘКЕН АЈ ЕРУ З.С 
3.708 kPa) 


1.28 对 人 体 政 肯 测量 指出 ,咀嚼 的 有 效 面 积 近似 为 0.04in2, 牙 才 的 长 度 大 约 为 0.41 in。 如 果 施 加 的 铝 
ERM A 200 [bf, 测量 得 到 的 牙 此 缩短 为 0.0015 іп. ЖАВ ЕЕ, (W3E:1.37x 105Jbf/in2) 


СА gvanin ren 


“ам —— рса 


kawa aki ask ka a pr rt rr 


Hi 1.29 


RA 1.30 


#1 1.31 


M 1.32 


Яй 1.33 


81.34 


Қ 1.35 


8 1.36 


题 1.37 


17 3 Ж 423: 


铸铁 制 成 的 空心 圆柱 , 外 径 为 75 mm, 内 径 为 60 mm。 承 爱 轴 向 压缩 载荷 50 kN, RKE A 600 mm 
的 缩短 及 法 向 应 力 。 材 料 的 杨 氏 模 最 为 100 GPa, 并 各 忽略 圆柱 出 向 居 曲 的 可 能 。( 管 案 ; д = 
0.188 mm, a= 31.45 MPa) 

直径 6 mm HAREAK 25 mm BJ 8818 AARE REEE E, REE 500 mm, 
ЗВЕНО) 16: BE X 400 mm. 钢 的 弹性 模 量 E — 200 GPa, RADAR E = on GPa. НІНЕ 
TEAGH К 5 kN 的 轴 向 拉力 。 求 此 棒 的 伸 长 。( 答 案 ;0.477 mm) 

高 性 能 的 喷气 式 飞机 在 25000 mm 的 高 空 以 三 倍 冶 速 飞行 ,此 飞机 具有 肋 杂 加 强 前 钴 合金 网 长 机 体 ， 
飞机 的 长 度 为 30 m。 高 空 飞行 时 的 温度 较 地 面 上 高 500 入 ,材料 的 线 膨胀 系数 为 10 x 10-5/TC 。 飞 
机 高 宝 飞 行 时 的 长 度 较 在 地 面 上 增加 了 多 少 ? (作者 注 ; 飞 机 长 度 的 变化 将 影响 飞机 的 性 能 , 因而 
长 度 变化 是 非常 重要 的 。 设 计 者 必须 加 以 考虑 ,) (答案 :0.15 m) 

种 最 月 希望 的 超 导 材 料 是 由 金属 包 、 锦 , 铜 和 氧 制 成 的 ,这 种 材料 作为 超导体 (基本 无 阻抗 损耗 传 
输电 流 ) 可 直到 ~ 17890, MERE EHE 67 ИНЕЛЕР 11.0 10781, 3100 о 
导 材 料 的 长 度 变 化 。[ 管 案 ;0.27 m) 


233in { 


| 7% т 
80,000 ibf 80.000 Ibf 


юю] 


图 1-37 


实心 的 截 贺 锥 棱 是 由 铝 制 成 的 , 尺寸 如 图 1-37 所 示 。 
此 棒 受 办 向 力 P = 80000 bf ІЗІН, ФЕ Е-10х 
10° lpfrin2。 求 此 棒 的 伸 长 。( 答 案 :0.00874 іп) 

实心 圆锥 棒 铅 垂 悬 挂 , 如 图 1-38 т, KEA L, EH 
的 直径 为 DD, 弹 性 模 晤 为 FE, 材料 的 侧重 为 y。 求 由 于 


自重 引起 的 伸 长 。( 答 案 ;4 = 22) 


如 六 1-39 所 示 , Z -型 的 刚性 曲 杆 ABCD, 在 B МЗЖ 
挂 ,在 РЛЕР 作用 ,在 4 AERE AF 连接 
在 坚固 地 面 克 承 让 $F. WHN E = 30 x 106lhfrinz。 求 
D 点 的 铅 重 位 移 。( 管 案 ,0.099 in) 

刚性 杆 ABC EB SRH, 在 4 点 联接 在 一 个 钢 杆 4 
E, AD 又 联接 在 一 个 更 大 的 钢 杆 DF 上 , 面 DF 再 联接 一 上 一 

在 基础 上 , 系统 的 几何 形状 如 图 1-40 ЕТ, ШЕЖШ 

E C 让 的 铭 直 力 P= 40 kN, R СА Е, (等 9 1-38 

案 ;9,17 тт) 

过 转 体 承受 力 P 的 作用 ,如 图 1-41 所 示 , 表 转 体 的 上 上 半 委 是 ro, 材 料 的 比重 为 y。 试 求 浊 转 半径 沿 
高 程 的 变化 规律 , 以 使 所 有 截面 上 的 压 应 力 均 为 常数 ОӨКЕНЕТЖАЕН,) ER r= 


2 
r ee У2Ру 


E 1-40 图 1-41 


题 1.38 在 题 1.12 中 考 虚 力 P - 20000 lbf, А)-1.2 2, L I = 5 ft, E, = 16 х 106 Ibf/in?, А, = 1.512, L, = 
4ft, E; = 1D x 10% Ыл, RA B 的 水 平 及 色相 位 移 分 量 。( 符 案 ;4。= 0.189 in, A, =0.064 in) 

题 1.39 在 图 1.42 中 , АН.АС.БС.СЫЯІВрЕНЛЕЕ ИЯНЫҢ - 03838 BAMSE HE. НІН 

的 自由 长 度 为 1 m, 5k 8 Ж p 4 kN/m. Æ D АРЕ Р, ME CD RKE, mj 
SB Sir W A EE KI PERUN (W 3E 58% N) 

1.40 МҰН AB 和 BC ERRI ҰҚ, LE B ЖЖ 200 kN RAAEN, ШІН 1-43 所 示 。 两 杆 的 材料 
为 结构 钢 , | R 200 MPa, 近 伸 和 压缩 时 的 安全 系数 分 别 是 2 和 3.5, 0 ЖШ E = 200 GPa。 


车 忽略 杆 BC 健 向 届 曲 的 可 能 性 , 试 求 两 杆 截面 积 以 及 p 点 的 水 平和 负 直 拉 移 。( 答 案 ; 面 各 = ` 


1732 ама А д. = 1750 үле; А, = 0.27 mm(—), A. = 1.78 mmt  )) 


ІҢ 1-42 图 1-43 


Шіл mE {-44 所 示 ,两 杆 AB 和 CB ER B АНЕ, HER E R Manir J p 作用 ,各 杆 的 几何 尺寸 


及 弹性 常数 是 不 同 的 。 求 B 的 水 平和 锅 直 拉 移 。( 答 案 ;4 = -e y PL, g aE 
(ER: A, Bam BAR EYE 


PL; 
ЗАЗЕ, 


PATAT MEH желе ле PE he сын rm Te 


+= 


gp 


аж 29 кос 


1.7 >J 题 


题 1.42 


题 1.43 


题 1.44 


题 1.51 


在 是 1.41 中 , 杆 AB BEA 57), ЖНЖ 1000 mm, É 2.4 m. E ~ 
110 GPa; ff CB 是 钢 的 , ШІН Ж 400 mm2, 长 2.4 m, E, = 200 СРа, 
4 P =600 kN Rf, К B S BJ kE REHAR. (З: A, = 2.83 
mm, À, = 10.4 mm) 

厚度 为 0.125 in 的 变 宽 度 半 板 边界 为 y=10 e RKE H 3 Pn E 
点 延伸 至 x=5 in 处 , 半 板 由 银 材 制 成 , 杨 氏 模 其 为 E = 30 x 10 bf 
2, 承受 轴 向 拉力 也 = 20000 1bf。 试 利用 题 1.14 中 的 FORTRAN fÈ 
序 计算 平板 的 伸 长 。《 管 案 :0,00275 in) 

实心 圆 截面 钢 杆 的 轮 廊 为 曲线 ， =0.07e 0= HA E h АРЫНЫ НЕ 
伸 至 *=5mm 处 ,材料 的 杨 氏 模 量 王 = 200 GPa, Ж #372 P= 
1.5MN。 试 利用 题 1.14 中 的 FORTRAN ЕЖЕН Е. 
{答案 :3.24 mm) 

考虑 一 个 单元 体 的 应 力 状 态 , 它 在 一 个 方向 的 庶 力 为 ,而 在 另外 两 个 方向 上 完全 限制 了 出 向 收 


нр АНН Атан о, СА авн = [从 ,有效 治 松 比 =0) 
局 合金 制 成 的 块 体 ,长 400 mm, Я А Ж 25 mm x 30 mm, PEKEZ JBE JE 33 P = 60 КЧ, B. 
ЖЕ АТАТ О АРЕ ЛУ, Æ E = 75 MPa, z = 0.33, КЕЕ E 1 FF Bb 28 
tk. СЕННЕН = 114.5 GPa, 长 度 改 变 = -0.286 mm) 

考 虚 一 个 轴 和 疝 压 缩 杆 件 肉 的 应 力 状 态 , ШПӘНЕЛЕЗІ--ЕМЕЕ BB НЧЕ З Ë ЕЕ ÉE 
胀 量 的 172。 求 有 效 弹 性 模 量 。( 答 案 ; 下 (1- zyJA01 一 一 关切 ) 

一 等 截面 村 承受 单 轴 拉 伸 , 在 加 力 方 向 的 应 变 为 17800, БІНЕН z = 173, 求 单位 体积 的 改变 最。 
(答案 ;1/2400( 增 加 )) 

KEA 250 mm 的 正方 形 截 而 钢 柑 ,截面 边 长 为 5 mm, PRAA E = 200 GPa, 泊 松 比 £ = 0.3, Ж 
受 轴 向 拉 力 为 200 kN, 求 单位 体积 的 改变 量 。( 和 警 案 :0.00016) 

一 长 度 为 70 in 的 正方 形 截面 低 碳 钢 丁 , 截面 边 长 为 1 in, 材料 的 届 服 点 为 40000 160/102, HERE 5 
30 x 108 lbf/im?。 轴 向 扩 促 载 闪 缓慢 地 由 0 增加 到 某 个 指定 值 , 此 时 杆 的 伸 长 是 0.6 іп, 然后 务 载 。 
假设 材料 蚌 理 想 弹 塑性 的 , 试 求 该 杆 的 永久 形变 。( 答 案 :0.509 in) 

由 表 1-1, 使 用 SI 系统 确定 下 述 材料 的 比 强度 和 牙 模 量 ,(a 镍 (b) 环 氧 树脂 周 复 台 材 料 ， (答案 ;fa) 
Е. ERIE =3563 一 8736m, EE =2.41 x 105 m(b) 环 气 树 脂 硼 ; 比 强度 =71.8x 103 m, EEE -= 
11.0 x10° m) 
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2.1 静 定 力 系 的 定义 


如 果 作 里 在 物体 上 的 所 有 外 力 ,都 能 仅 依 靠 静 力 学 平衡 方程 解 出 , 该 力 系 就 是 静 定 的 , PF 
为 静 定 力 系 。 第 1 章 问 题 中 的 力 系 均 为 静 定 力 系 。 
实例 3 如 图 2-1 所 示 , 承 受 力 已 作用 的 杆 , 约 东 反作用 力 为 Ri. R; A БК, 因为 此 例 中 的 力 系 有 三 个 独立 
少 效 的 静 力 平衡 方程 ,足以 求解 二 个 未 知 的 约 东 反作用 力 ,因而 力 系 是 静 定 的 。 
实例 2 HR ABCD Ж ЛР 和 Pa 作用 ,如 图 2-2 所 示 , 约束 反 作用 力 为 Rj、R; 和 入 3。 节 样 地 有 三 个 独 
立 有 效 的 静 力 平衡 方程 , 可 求解 三 个 未 知 的 约束 反作用 力 , 因 市 力 系 是 静 定 力 系 。 


l. |. 


图 2-1 图 2-2 


上 而 讲 到 的 两 个 实例 ,仅仅 涉及 到 外 部 的 约束 反作用 力 , 因为 力 系 被 定义 为 静 定 的 外 力 
系 。 


2.2 超 静 定 力 系 的 定义 


在 很 多 情况 下 , 只 依靠 静 力 学 平衡 方程 无 法 解 出 作用 在 物体 上 的 所有 力 , 原因 是 存在 多 于 
平衡 方程 数目 的 未 知 态 , 这 种 力 系 称 为 超 静 定 力 系 。 
实例 3 图 2-3 所 示 杆 件 承受 力 忆 作用 ,约束 反作用 力 是 R Ra R 和 Ri4。 因 为 有 4 个 约束 反作用 力 而 只 
有 3 个 平衡 方程 ,这 样 的 力 系 称 为 一 次 超 静 定 力 系 。 
实例 4 图 2-4 所 示 的 杆 件 的 外 力 系 是 两 次 超 静 定 的 ,因为 有 5 个 未 知 的 反 力 , 即 R I.R. R. Ra 和 Mi。 但 
是 只 有 3 个 静 力 平衡 方程 ,从 而 使 约束 反作用 力 不 能 只 依靠 静 力 平衡 方程 解 出 。 
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2.3 弹性 分 析 方 法 


此 处 将 要 考虑 的 方法 称 为 位 移 法 , 因为 该 方法 要 考虑 系统 的 形变 或 位 移 。 简 单 地 说 , 这 种 
方法 在 分 析 超 静 定 系统 时 ,首先 列 出 与 系统 有 关 的 、 全 部 静 力 学 平衡 方程 ;然后 列 出 基于 缚 构 
形变 的 附加 方程 去 补充 上 述 方程 。 带 指出 的 是 ;必须 写 出 含有 形变 的 ,足够 数量 的 方程 , 以 使 
得 由 静 力 平衡 和 形变 写 出 的 方程 总 数 等 于 来 知 力 的 数目 。 见 题 ?2.1 一 题 2.12。 


2.4 极限 强度 分 析 ( 极 限 设计 ) 


考虑 如 图 2-5 所 示 的 材料 应 方 -应 变 曲 线 , 亦 即 表征 完全 万 性 材料 (如 结构 钉 ) 的 应 力 -应 
变 曲线 。 这 种 理想 的 弹 塑 性 行为 是 低 碳 钢 的 理想 化 模型 , 此 模型 肾 设 ;材料 中 不 会 出 现 超过 届 
服 点 的 应 力 。 | 

с 在 超 静 定 系统 内 , 任何 非 弹性 的 影响 都 将 会 
改变 制约 条 件 。 在 这 些 改 变 后 的 制约 条 件 下 , 结 
а... 构 所 能 承受 的 载荷 通常 比 基 于 系统 到 处 均 为 弹 生 
时 的 载荷 有 所 增加 。 相 应 于 结构 菜 些 局 部 或 全 部 
区 域 届 上 服 ,并 引起 结构 “ 裔 塌 " 的 载荷 称 为 极限 裁 
Е ж, АИНУ ВЕТАР НЕ 
计 。 相 应 于 此 种 设计 方法 的 极限 载荷 除 以 某 个 安 
图 2-5 全 系数 , 用 作 确 定 工作 载荷 。 这 种 意义 下 的 “极限 

设计 "和 仅 适用 于 超 静 定 结构 。 此 种 方法 的 应 用 见 题 2.13~ 题 2.17。 


2.5 例 题 
2.5.1 弹性 分 析 


在 题 2.1 一 题 2.12 P, 假设 系统 均 工 作 在 材料 的 弹性 范围 之 内 。 
题 2.1 在 医学 矫形 中 ,有 时 要 对 人 的 腿 或 手臂 主干 骨 实 施 延 长 术 。 这 种 手术 经 常用 于 事故 
接 肯 复位 不 准 或 由 于 生长 发 育 缺 陷 而 使 肯 长 不 当 等 病例 。 外 科 医 生 实施 骨骼 证 长 术 
的 方法 之 一 ,首先 在 干 骨 的 外 表面 作 1 一 2 个 切口 ,对 干 叔 作 弱化 处 理 , 然后 将 图 2.6 
所 示 结 构 安 装 在 干 凤 的 外 部 。 这 个 机 构 包括 一 对 围绕 在 腿 上 的 金属 环 , 该 金属 环 用 
一 对 平行 的 黄 铜 杆 连接 起 来 , 黄 铜 村 的 端 部 拧 有 螺母 。 在 手术 的 几 个 月 期 间 内 , 通过 
转动 铜 杆 端 部 的 螺母 改变 金属 环 之 间 的 距离 。 一 般 地 , 干 骨 的 烧 截 面积 为 1.2 in2 Ñ 
性 模 基 为 4.6 x 105 Jbfyinz, KEES in。 两 根 饥 杆 的 总 截面 积 为 0.05 112, 弹性 模 量 
是 13.5X10" Ibf/in?, 每 中 有 32 个 螺纹 。 现 将 螺母 旋转 1/8 周 张 拉 干 骨 , 求 骨 内 的 轴 
向 应 力 。 
解 Е 考 意 一 个 通过 干 背 并 与 之 垂直 的 截面, 系统 的 分 离 体 如 图 2.7 所 示 。 其 中 p, ERTE 
KEN. P, 表示 黄 铜 榜 的 轴 力 。 由 平衡 方程 ,有 
P, = P, (1) 
НА Ы пра, РАО НЕ БУНЕВА ТЛУ ЗЕ ЕН ЕНУ. 此 位 移 等 于 
1/8(1/32)m, 因而 ,可 有 


P, (8in) ; P(gin) 
(L.2i2)(4.6 x 10°1bf/in?) ° (0.05;n2)(13.5 х 105[bf/in2) 
ІНІСІ š 
求解 (1) 和 (2) 式 ,可 有 


25 A 题 9: 


Р, = 588 1Ы 
s, = 588/1.2 = 490 Іп? 


E 2-6 Ж 2-7 


2.22 考虑 实心 铝 圆柱 与 其 周围 钢管 构成 的 组 件 , 并 将 之 装配 在 两 个 无 梁 刚 硬 的 盖 板 中 间 ， 
ЖЕ Р 作用 , 如 图 2-8(a) 所 示 。 铝 圆柱 的 直径 为 3 in 钢管 的 外 径 为 3.5 
in. #67 E =30x 10° Ibf/im2, É} E = 12 x 10 Ibf/in2, P = 48000 Ibi, RAHE PH 


应 力 ， 

Ж S 在 距离 盖 板 精 远 处 , 作 一 个 通过 组 件 的 P 

水 平 截面 ;将 组 件 分 为 上 ,下 两 部 分 ,除去 其 中 的 

一 部 分 ,比如 上 部 分 。 在 这 种 情况 下 , 必须 重新 | 
布置 除去 部 分 对 保留 部 分 的 影响 , X + Bm: ta 2 
分 布 在 两 种 材料 中 的 钠 生 法 向 应 力 。 截面 下 方 | 


部 分 的 分 离 体 图 如 图 2-8(b) 所 示 。 其 中 o, 和 go。 
分 别 表示 钢 及 铝 中 的 潜 应 力 。 

用 P, ЖР, 分 别 表示 钢 各 铝 中 应 力 的 合力 ， 
于 是 P= a A... P. = о,А,; P А, А, НІН 图 2.8 
示 钢 答 和 铝 圆柱 的 截面 积 。 对 于 这 个 力 系 ,只 有 
一 个 有 歼 的 平衡 方程 , 亦 即 


ХЕ, = Р-Р, - Р, = 0 
有 两 个 未 知 量 , 即 P, 和 P. ;因而 问题 是 超 静 定 的 。 人 在 这 种 情况 下 , 必须 用 分 析 结 构 形变 的 方法 补充 
有 效 的 静 力 学 方程 。 实 际 上 此 种 方程 已 经 得 到 , 原因 在 于 无 限 刚 硬 的 盖 板 追 使 两 种 金属 的 形变 是 


相等 的 。 
轴 向 载荷 的 形变 由 公式 4 = PL /AE 计算 , 今 钢管 和 铅 贺 柱 的 形变 相等 ,有 
PL _ PL 
АЕ, ` А.Е, 
或 
PL Ры. 


(z/4)(3,52— 32)(30 x 105) ` (2/4)(3)2(12 x 105) 
H FK, ЖР. =1.23Р,. ЖЕЛЕНЕЛЕРЖҮШР-Р,- P. -0 联 立 求解 ,得 到 Р, =0.448P， 
P.= 0.552р, 


. 30 ` 


Жон HREJE —— HEA 


题 2.4 


注意 到 载荷 P = 48000 1ЬҒ, 因而 Р, = 21504 ІМ, Р, = 26496 Ibis REKREA O H ALA BR LAAR 
的 截面 积 得 到 


21504 К: 26495 ， 
= = al а. = —— ЕШТЕНЕ - I1038(1bf/in") 
Sa DGF 3050(Ibf/in ), z, Ç 0274)(3.52- 32) ( 10 


三 根 杆 如 图 2-9 装配 在 一 起 , КАЕ Р 作用 。 杆 AB 和 杆 BD 是 相同 的 ,长 
度 为 上 ,截面 积 为 A1。 铅 直 村 长度 也 是 L, ER 
面积 是 A;。 各 杆 的 弹性 模 基 相同 , 且 A、B、C 和 
ра ЕН. ЖЕНА. 

Қ EF 首先 , 画 出 节点 B 的 分 高 体 图 。 各 杆 的 作用 力 
用 Pi 和 P, 表示 , 如 图 2-10 所 示 。 铝 直 杆 问 平衡 方程 为 


Хғ, = 2Pising + P, — P = 0 (1) 
БАНЕ В 除去 , 考查 形变 ， 在 轴 力 P, E 

图 2-9 H F, АТЕНЕ 5 
A = ТЕ (2) 


ТЕНІНТНСЕ ІМ ЕЕ B 处 ) 移 动 到 B ,如 图 2.11 所 示 。 

AB 杆 中 的 压力 引起 的 缩短 4 如 图 2-12 中 的 ЕВ", AB А 点 作 刚 
体 旋 转 ,于 是 B” 移 动 到 位 于 C 点 正 下 方 的 有 7 点。 由 司 2-12 可 知 , 铅 直 位 移 
АЯ 


P L 
BB” = A Esing 
ERR RERI AEH в, 因而 B AAR GARRE EEH, TE 
PL PiL 
AE ` A Esing (3) 
将 方程 (3) 代 入 方程 (1), 得 到 
_ _Psing Pa 
РІ = 2sin20 + а’ P: = 2sin20 + a 
其 中 я- А:/41 
С 
B | 
24% 
Ж 2-11 2-12 


21982-13 所 示 , ABAC 是 两 根 存 A 、B、C КЕЗИН ВЕЕ, 长 度 为 0.5 m, 截面 积 
А, MERE Е =200 GPa。 杆 DF 截面 积 为 24, 弹性 模 量 EF = 200 GPa, 和 А.Р 
之 间 的 距离 相 比 , Т 0.8 mm。 为 使 此 三 
根 组 成 一 个 等 腰 三 角形 梅 架 , 节点 A 和 下 
被 强制 联接 在 一 起 , 求 施加 外 力 之 前 的 初始 
应 力 。 

M Чғ 在 题 设 条 件 下 , 必须 强制 4 点 向 下 移动 
(使 AB AC 受 压 缩 ), 同时 强制 铝 直 杆 DF 的 下 点 
向 上 移动 ,以 使 A 点 和 下 点 联接 在 一 起 .A 和 下 
的 联接 点 不 一 定 在 A 和 下 之 和 的 中 点 处 。 ЖА 
图 2-13 各 下 骨 久 链 联接 之 后 ,个 杆 组 成 的 系统 既 使 不 受 

АЗЫНА КЕНЕ НЕР) ФАН, 


` As r Cr sawaman" A ua yasa my: 
оне Tp тілегі ры L Esa, +. uË 


нане е ы 


25 A g 4%" 


АС 杆 中 的 压力 为 P; DF 杆 中 的 拉力 为 Pi( 单 位 ;N), = tr 2 SS), ЕМ ЖЕ El РА 2-14 所 
Нак ЖО, Ж 


30% 
р,/ 30 P, 

P, 

图 2-14 
2P;cos30° — Ру = 0 或 P, -УЗР; (1) 

苦 为 强制 A 点 向 下 移动 , AB 和 .AC ИНЕНІҢ КЕНЕ A, 为 
_ Px (500) 
! АЕ 


Bz 2 2 88 Ja BJ E E RU 2-15 所 示 。 形 变 A, XJ ÉS Е A 
Р,(500)/ (АЕ ооз30"'), WHT AB 形变 , 首先 由 于 受 压 缩短 , A 点 
移动 至 4 ,然后 杆 AB 作为 刚体 绕 B 点 旋转 , 4 点 移 到 4 ,实际 移 
动 发 生 在 以 B Ву E. 但 是 由 于 旋转 角 很 小 , 可 用 直线 
AA REMI LA 2-15). 

杆 DF 中 的 拉力 使 自由 杆 的 F ЛДЫ E pah F, ml 2- 
16 所 示 , ЕВРЕИТЕ НЕ 点 的 最 终 位 置 。 此 
Fr B ts Ër IE Te S E 2-16 


торент амаа ANE AAE AK EATA AAA aan i ET зер =a тағ ұлты АН кене 


Р (500со630* 
二 | 
Аз = Е (2) 


此 处 24 是 杆 DF 的 截面 积 。 
为 了 填补 各 杆 之 间 的 0.8 mm ЖЕ, 必须 使 
Р;(500) Р; (S0O0cos30° 
250), 500 ) _ 0.8 mm (35 | 
将 (1) 式 代 人 03) 式 , 丰 і 
Е. (216.9 /3P;) = 0.8 Е 
注意 到 已 = 200 GPa, 解 上 述 方程 得 各 标 内 的 法 应 力 为 


rr 


577.4 


ау = 二 = 145.5 МРа, g, = s; 

题 2.5 组 合 棒 与 两 端 支承 牢固 地 联接 在 一 起 , 其 太 段 是 紫铜 的 , 截面 积 12 if, REX 12 in, 
右 段 是 铝 的 ,截面 积 为 3 im, 长 度 为 8g in, 如 图 2-17(a) 所 示 。 在 温度 为 80 下 元 应 力 
的 情况 下 安装 。 然 后 使 结构 温度 下 降 , 在 此 过 程 中 , 右 端 支承 向 左 移动 0.001 in. Ж 
使 铝 杆 中 应 力 不 超 过 24000 lbfyinz 时 , ЕНЕ, 38441 E, = 16 x 10° lbf/in?, а, 
=9.3x107%F, 铝 的 E, =10x10° lbf/in?, а. =12.8х1075/, 
Ж ЕР 为 简单 计 , 解除 组 合 杆 右 端 支承 , 杆 在 降温 AT 时 自由 收缩 ， 根据 线 膨胀 系数 的 定义 , 组 
合 杆 的 总 缩短 为 


; : р 
С = | 
(a) (b) 


图 2-17 


= 168 MPa 
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(9.3 x 1075) (12)АТ + (12.8 x 10 5)(8) (AT) 
JQ BE ПЕК TEK RE ES ІНІМЕ, 
尽管 组 人 台 杆 发 生 了 上 述 的 长 嵌 变 化 ,但 仍然 是 无 应 力 的 , 原 国 在 于 解除 了 右 端 约束 而 无 反 力 。 
但 是 应 使 用 万 己 将 右 端 约 东 的 作 玫 施加 在 组 合 杆 上 , 如 图 2.17(b 所 示 。 为 保持 平衡 ,作用 在 紫铜 
杆 和 个 杆 中 的 网 力 均 为 ӨРІСІ 
Жа 


paR PA) 
12016 x 10%) 3(10 x 105) 
如 果 右 端 支承 六 发 生 移 动 , 上 述 拉力 引起 的 伸 长 应 等 于 降温 引起 的 缩短 。 实 际 上 右 端 支承 向 左 移 
动 了 0.001 in, FÆ 


РА, РФ) 
І2(16 х 10%) 3/10 x 10%) 


= (9.3 х 107) (12)лТ + (12.8 х 10 S)(8)AT ~ 0.001 
铝 棒 中 的 应 力 不 应 超过 24000 10/02, 注意 到 应力 公式 为 = P/A, НИЮ P= Aa = 
3024000) = 72000 ЛЫ. #27 Р НКА ТЕЛА Б, Н AT -= 115 P. НАВО А 
初始 的 80 下 降低 115 F. 最终 温度 为 -35 T, 
2.6 截 圆锥 体 的 实心 棒 ( 见 图 2-18) 被 安置 在 两 个 刚性 的 约束 之 间 限 制 它 长 度 的 变化 。 整 
PERRE A AT, 假设 垂直 于 级 向 对 称 轴 的 神 截 面 仍 保持 平面 , 并 且 和 忽略 端 部 支 
承 的 局 部 效应 , 求 棒 中 任 一 点 的 法 应 力 。 


М EB 我 们 引入 图 2-18 所 示 的 垫 标 ,其 中 z 表示 薄 圆 盘 到 棱 左 端的 距离, dx ЕЙШЕМІЕЕ 
由 见 何 关系 可 知 此 圆 盘 的 半径 为 


в 


ЖЕЗ 
r= r+ 


L 
ЖАНРЫН ERRA ЖАНЕ 工 方向 可 膨胀 x(L)(AT), RE о 是 材料 的 线 膨 膨 胀 系数 。 


图 2-19 


现在 考虑 作用 在 棒 右 端的 轴 向 力 N, 如 图 2- 19 所 示 ， 它 将 棒 压 缩 至 它 的 初始 长 度 工 。 因 为 得 
向 为 是 Mt 根据 平衡 方程, 在 梯 的 任何 截面 内 均 为 常数 ), DE E U dr 的 圆 盘 压 缩 量 为 { 见 题 1.1) 


Ndz ”Ntdz) 
АЕ же ЕУ 


申 于 输 力 N 引起 梯 的 全 部 压缩 最 可 由 从 < = 0 到 = 工 的 全 部 圆锥 长 度 变化 之 和 来 计算 ， 


2.5 й g 33 - 


22.7 


хр 2.8 


(е Nide) | мер dz 


тей ar E Exrü о (L + +° 
注意 到 
N dz _ 1 
0 (L+z2) 2L 
并 令 由 于 升温 引起 棒 的 伸 长 等 于 畏 向 为 N 引起 的 缩短 , 即 
МІХ 1 
аат) = р (3р) 


N = 2а(АТҘЭЕяғф 
将 轴 向 力 N B: МЕЗІ ОДК О 得 到 轴 向 法 应 力 
N 2а(АТЗЕ 


2 nr? (1+ r/L)2 
А AS EAE CE m ME, ЕНІН 2 88 |p] 8048] 50000 ibt 的 作用 ,如 图 2-20 
(а) як. ЖЕРІНЕ 3 in, 铀 圆柱 的 横 截面 积 是 10 io。 施加 载荷 之 前 两 
者 的 长 度 是 相等 的 。 如 果 要 求 使 铜 圆柱 独自 承担 全 部 载荷 , 试 求 整个 系统 应 天 高 的 
温度 。 此 组 件 顶部 盖 板 是 刚性 的 。 铀 的 =16x10 1bf/in>, a =9.3x10- /下 , 钢 的 
E =30 x 105 Ibf/inf, а=6.5х10 Е. 


(b) 


2-20 


Қ zm 本 题 的 分 析 方法 之 一 是 :假设 暂时 将 载荷 及 盖 概 全 部 除去 , 并 且 允 许 系统 由 于 温度 升 高 


AT 在 铅 生 方向 自由 用 胀 。 在 这 种 情况 下 ,各 圆柱 上 端的 位 置 如 图 2-20{b) 中 虚线 所 示 。 

ЕЗ ЛЕ ЖЕХҒИИНИ КЕК, SB Етар E y Eki НА А АТ. SME E 
膨胀 为 (5,5x 10 一 )(20)AT, 铀 圆柱 向 上 的 膨胀 为 (9.3x 10 “)(20)AT。 当 然 这 并 非 真 实 的 情况 ， 
因为 尚 有 50000 bf 的 载荷 没 考虑 。 如 果 全 部 载荷 均 由 铀 圆柱 姑 相 ,那么 只 有 铀 圆柱 受 压 缩 , 其 压 
ян» 


_ PL _ _5000(20) 
° AE 10016x 109) 


жа PFE 温度 升 高 AT, 并 恰好 使 全 部 载荷 由 铀 圆柱 来 承担 。 因 而 在 上 淋 疼 形 中 由 妃 
线 表 示 的 铜 图 柱 膨胀 后 的 长 度 会 由 于 力 的 作用 有 所 缩短 , 钢 圆 柱 的 净 伸 长 等 于 升温 伸 长 减 去 加 识 
缩短 。 钢 圆 简 长 度 的 变化 只 是 由 升温 引起 。 因 而 有 


(9.3 x 10"5)(20)AT - oe = (6.5 x 10°5) (20)AT 


可 解 出 
AT = 110 F 

刚性 模 深 AD 在 A 点 处 贸 接 在 基础 上 , ABARREK BCA DE 55 AD 联结 , 如 

图 2-21(a) 所 示 , 整 个 系统 初始 不 受 力 , 日 忽略 各 杆 和 梁 的 自重 。 令 BC 杆 隆 温 255 、 

ED 村 升温 25C 。 忽 略 侧 向 届 曲 的 可 能 性 , 求 杆 BC 和 ЕР 中 的 法 应 力 。( 杆 BC 是 

RAK, E = 90 GPa, a = 20 x 10-5/C; 杆 ED ЕЗІН, E = 200 GPa, a = 12 x 

ТОС ; 杆 BC 横 截 面积 是 500 mm’, ED ARETE 250 mm, ) 
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Ң G= 在 图 2-21(b) 所 示 的 分 离 体 图 中 ,用 P. P АЙЫБЫ r HERE SE AD Eñ) H. A 


AR AD 作为 刚体 绕 A 转动 (如 图 2-21{a) 中 虚线 所 示 ), АҢ А,/250 = A./600, 此 处 Al 表示 BC 
杆 的 缩短 , лл БРАТВА. 


图 2-21 


村 BC 长度 的 曾 变化 ,将 由 降温 引起 的 缩短 及 由 轴 力 P,, 引 起 的 伸 甸 共同 组 威 , 杆 ED 长 度 的 
总 变化 ,将 由 升温 引起 的 伸 长 大 输 力 P, 的 拉 伸 共同 组 成 ,于 是 应 有 


25 А P.(250) 
(2) (аз ХО 902509025) + C2S0) (200 x IO° x ТЕН 
рь(300) 


_ -6 
=-~ (20 x 10 5)(300)(25) + (500)(90 x 10° » 10 °) 


或 
6.66Р,-2.098Р, = 153.0 x 10 
静 力 学 平衡 方程 给 出 


У) Ma = 250Рь, – 600P, = 0 


联 立 解 上 述 方程 , 得 到 
Pa = 10.99 ҰМ, Pu = 26.3 kN 
应 用 公式 s = P/A 计算 各 杆 的 应 力 ,有 
ou = 43.9 MPa, ть = 52.6 MPa 
题 2.9 ЯТ 2-2 таа ЕНЕ, 施加 载荷 P 之 前 是 自由 的 , 求 载荷 P 引起 的 各 杆 的 
轴 力 。 杆 4B 和 AD 具有 相同 的 横 截 面积 A,, AC 杆 的 模 截 面积 为 A,, 各 杆 具有 相同 
HAERE E. 


(0) (e) 


图 2-22 


Қ EF 节点 A 的 分 离 体 图 如 图 2-22{b) 所 示 , 其 中 Fl # F, 品 示 铅 和 村 和 和 斜 杆 的 轴 力 (单位, 
if。 根据 静 力 学 平衡 方程 ,有 
УЕ, = F, + 2Fseos8 — P = 0 
这 是 慌 一 的 有 效 平衡 方程 , 根据 对 称 性 , ARHED RD ARRE. 因为 上 述 方程 中 含有 两 


个 未 知 数 , 该 力 系 是 超 静 定 的 ,必须 考虑 系统 的 形变 , 得 到 另 一 个 方程 。 在 P 力作 用 下 , 各 杆 形 恋 
后 的 位 置 如 图 2-22fc) 所 示 。 


25 例 = 435: 


因为 系统 的 形变 是 很 小 的 , 系统 的 基本 几何 形状 可 以 认为 是 不 变 的 , BAA BEEG, = fi 
AEA “是 直 前 三 角形 ,线段 АЕО ЕРАЗ РРЛ К) А Р BA. РЖ, KEA th 
长 由 AVAR Sirah h EA' 表 示 。 由 这 个 小 三 角形 , 可 得 到 如 下 疾 系 ，; 
Ара = Aracost 
此 处 Am МАП АА ЕНЕР. 
| X Bb ЫЖ У, 它们 的 仲 长 可 用 公式 A = PLYAE 计算 ,有 


将 这 些 代 人 上 面 表 示 Ana ,Aca 关 系 的 方程 , 有 


F.L Fi L. cos8 A 
Еі. Ebest i arp A. 
Eoi АЕ” $ ҒЗ Едо 


将 此 式 代 入 静 力 学 平衡 方程 ,得 到 Б, AFA, A Jcs = 了 ,可 解 出 


=— PP g peo 
 1+2(A,/A,)cos20 ZO АА/А,) + 2cos28 


题 2.10 两 根 水 平 的 刚性 杆 与 基础 在 4.G AR, ЖНАЕУ Ea ИНЕҢ BD 和 
CF 彼此 相 联 ,如 图 2-23。 现 令 杆 BD ВЖ РАТ, ЖЕЕ АТНА, 


2L | 


Fi 


— L 一 一 


B 


F G 2 


zL ——ə lLl— 1 а-ы 


В 2-23 


Қ EF 各 构件 的 分 离 体 图 如 图 2.24 所 示 , 很 设 杆 BD 和 CF 的 灿 力 均 为 拉力 ,是 正 的 。 考 虑 网 
性 杆 DG 的 平衡 ,有 

УМ =- F,(L) - F,(3L) = 0, F; +3F, = 0 (1) 
现在 必须 考虑 系统 的 形变 。 为 简单 计 , 允许 假定 :上方 的 刚性 杆 AC 保持 水 平 ,而 所 有 的 形变 均 是 
由 下 方刚 性 杆 DG с 点 作 刚 体 转动 产生 的 。 杆 DG 形变 后 的 位 置 如 图 2-25 中 的 虚线 所 示 , В 
直 村 长 度 的 变化 在 图 中 记 作 2, 和 名。 根据 几何 关系 ,对 于 小 角度 族 转 ,有 


„ah 
? = 3L ` L 
即 
8 = 30; (2) 
FF BD 长 度 的 增加 , НТУ) Pi 产生 , 另 部 分 由 温度 升 高 产生 , 即 
ô = BUSO, a(AT)(1.5L) (3) 
而 对 十 СЕ, КНН ДА h THD F, 产生 的 ,有 
FIG .57 
a 0Р0 (4) 


联 立 求解 方程 (1) ~ {4}), 得 到 
__ а(АТҘАЕ 22 За(АТҘАЕ 
Е = 10° mas 10 


J F 的 负 号 表明 杆 BD ROSE ЖИ, 杆 CF 是 受 拉 伸 的 
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A B с 
А, Fi F; 
A, 

FI ғ, 

В С 

р F 

F, F; 

с, 
ІЗ ғ; 
D F 6 G 
图 2-24 


ІҢ 2-25 


题 2.11 FAHRETE ABAH ЕА АВ 和 BE 及 水 平 杆 GD 组 成 ,如 图 2-26。 
由 于 制造 误差 的 原因 , 杆 GD 较 2L 略 短 些 。 所 有 的 杆 都 生 有 相同 的 刚度 AE。 现 
ВИМЕ АЕ (В.С 两 点 相 联 ) 后 , 求 杆 GD 中 的 轴 力 。 


2-26 


Ж ск 首先 考虑 作用 在 B 处 的 力 , 特别 注意 要 将 水 平 力 FF 施加 在 节点 В 上 ,分 离 体 图 如 图 2- 
27 所 示 。 水 平方 向 的 平衡 方程 ,有 
ОЕ, = F- Ердсо30' = 0 


可 解 出 
EK ERTA BHES, I AB OE hh, К зу 
图 2-27 
Арл, 如 图 2- 28, 有 
Ера (21.) 
Ава = аг (2) 


然后 杆 АВ FARREA RD, S-BANE KEAR. 对 于 小 形变 可 近似 地 将 圆 激 看 作 
直线 B"B’。BB” 和 BB"B' 的 水 平分 量 分 别 用 和 å: 表示 。 由 几何 关系 ,可 有 
À; = Aisin" = Apa(tan30°)(sin30°) (3) 


2.5 例 Ы 


Ау = Aaacos30° (4) 
杆 GD ЖЕЕ HERAB 2), mA 2-29 Bras, 它 的 伸 长 为 
FL) (5) 
AE 


将 8 点 和 点 联接 在 -- 起 ,填补 空隙 4, 有 
A; + As + FL) =A (6) 


由 方程 (1)~ (6), 可 解 出 填补 空隙 4 时 在 杆 GD 中 的 轴 力 
AEA 2AEA 


F= SEO + n309 ” SL 


图 2-28 图 2-29 
ЯЙ 2.12 刚性 水 平 横梁 ABC 支承 在 铅 直 的 弹性 柱 上 , 并 限制 A 点 产生 水 平 位 移 , 如 图 2.30. 


EJERE С 处 。 各 立柱 的 拉 压 刚度 已 标注 在 图 上 ,长 度 均 为 上 。 求 每 根 立柱 中 
ВТ. 


> 
+ 
È 
Te 
ЕЯ 
| 
(> 


Ж кв 由 于 载荷 P 的 作用 ,初始 水平 的 刚性 杆 ABC 将 位 移 宇 图 2_31 中 虚线 表示 的 位 置 , 亦 即 
RENA 口 ( 位 置 尚 局 未 知 ) 作 刚体 转动 & 角 。 
图 2-31 表示 刚性 杆 ABC 的 分 离 体 ,其 中 Fi. F; 和 F, 表示 立柱 作用 在 杆 ABC 于 的 力 ,每 个 
立柱 长 度 的 变化 用 A 388. 由 形变 系统 的 几何 关系 ,可 有 
_ Да _ (PL/AE) _ (F,/2.5AE) 


x= ж q — 


对 于 这 个 平行 力 系 有 两 个 静 力学 平衡 方程 。 第 一 个 方程 为 
D Mc - Fif2a) - Fala) = 0 


(1) 


解 出 


`. 38 + 


TE HIRE J 8 fh ІК 


F; 


F, = 2 (2) 
ЖООЖҚАС ЫЫ, 可 有 
{F L/2AE) (Е,1,/2.5АЕ) 
a I іст 
Ж 
51 
z= la (3) 
第 二 个 平衡 方程 为 
2> Ma = - Fsa = Ра - Еа = Ü 
ЖЕН 
F; = P - Fl (4) 
立柱 СОТА ЯУ А4 
А, = АЕ + Ад T AE (5) 
由 图 2.31 的 几何 关系 有 
A. _ 
a + Ға - х) Е z 
FDAK, 可 解 出 
A, = (13/5YAA (6) 
将 (5) 式 代入 (6) 式 ”有 
F, = (13/5) F} (7) 


联 立 求解 (2) DRA, 1 
Fi = (S/18)P, Е = (5/9)Р, F, = (13/18)Р (8) 


2.5.2 极限 强度 (极限 设计 ] 


在 以 下 的 问题 中 , 材料 的 弹 塑 性 行为 均 假设 服从 图 2- 32 所 示 的 理想 应 力 -应 变 曲 线 。 每 
个 问题 中 所 确定 的 极限 载荷 , 均 为 最 大 的 可 能 载荷 。 对 每 个 系统 施加 此 最 大 可 能 裁 荷 时 , 均 能 
ЖАН 力 -应 变 曲线 ,材料 具有 无 限 的 塑性 , 亦 即 应 力 -应 变 曲线 的 平 直 阶 段 可 向 右 无 限 
E, 


E] 2.32 


gÑ 2.13 考虑 如 图 2-33(a) 所 示 的 、 由 三 根 铝 直 杆 组 成 的 系统 。 БІНЕН ННІ 
相等 , RA P MERKTI. КВИЗНЕЖЕІНЕ Р. НЕШЕ 
E E 和 截面 积 4 均 相 等 。 


M ве” 我 们 分 析 载 符 从 零 值 增加 , 评 即 缓慢 施加 载荷 的 作用 。 平衡 方程 有 


* 原 书 此 处 以 下 有 有 销 ,此 结果 由 译 者 解 出 。-~ BE 


25 A E 


- 39.: 


uum 


Em 2.14 


题 2.15 


2P, + P, = P о) 
式 中 P. 外 侧 秆 件 的 内 力 , Р, 表示 中 间 杆 的 内 力 ( 见 图 2-33(b)y。 因 为 水 平 构件 是 刚性 的 , 每 个 


外 侧 杆 的 伸 长 必 括 等 于 中 间 村 的 伟 长 , 即 
PIL ”Pa(3774) 


(2) 


11. 
АЕ АЕ 


或 
P, = 3P,/4 (3) 
TÅ P, P, P, 
L LLL 
P P 
ia) (bi 
图 2-33 
将 13) 式 代入 (1) 式 , 解 出 
P, = 2P/5. Pi = 3P/10 (4) 
当 P, — аА 时 , 系统 开始 届 服 ,此 时 
Р, = 5е,,4/2 


EPAF E REIG, REHE h A hS E ЕСІК AE T IE P ТЕЕ E НЕНІ Ж аА 
共同 支承 。 载 荷 P 的 数值 一 直 可 增加 到 每 个 外 侧 杆 件 开始 局 服 即 P; = г,А ЖІ. ATERRAR A 
是 

P, = 2Ру + Р, х26,А + spd = За,А4 
TERENE  ЕРЛЕОЯЕИФЕВЕЛАХЖНИ, 
对 于 三 根 等 截面 杆 件 的 情况 ,重新 考虑 题 2,.9。 确 定 系统 的 极限 承载 能 力 。 
Ñ EF Ë ASA = 有 A, 由 题 2.9 的 (1) 式 可 知 : 铅 垂 标的 内 力 Е, КРН РУ Р, 因而 ， 
当 也 增加 时 ,中 间 杆 首先 进入 非 弹 姓 阶 段 , 它 的 刚度 (AE 的 有 效 值 ) 降 低 。 载 荷 P 的 任何 附加 的 
增加 都 不 会 引起 F, 的 继续 增加 , 它 将 保持 在 极限 值 Fr = oA 。 中 间 的 杆 可 用 铅 家 向 下 的 常量 


力 Fi 代替 , 系统 晓 变 为 静 定 的 , 它 册 两 根 外 侧 的 杆 组 成 ,承受 载荷 为 P - Fi 。 此 时 可 不 考虑 系 
统 的 形变 , 只 项 要 根据 平衡 关系 ,有 


P = Fr + 2F;cos8 (1) 
МЕН P 继续 不 断 增 加 时 , 外 则 杆 的 应 力也 将 达到 屈服 点 。 每 个 外 侧 杆 的 内 力 恋 为 
Е; = 0А (2) 
因而 极限 载荷 相应 于 Ру = PZ = A 的 情况 ,由 {1) 式 可 知 这 个 载荷 是 
Pu = SpA (1 + 20050) (3) 


将 此 极限 载荷 除 以 某 个 安全 系数 可 以 得 到 工作 载荷 。 

如 者 题 2.9 中 的 三 杆 系统 需 承担 的 载荷 为 P = 200 kN。 试 按 如 下 两 种 设计 方法 比 
较 所 需要 的 杆 重 。(a) 蜂 值 应 力 恰 好 达到 届 服 点 (b) 极 限 载荷 分 析 。 假 定 所 有 的 杆 
件 均 有 相间 的 横 截面 , 9 = 45°, 材料 的 屈服 点 为 250 MPa。 


ЖМ ”是 (a 根 据 题 2.9 中 的 弹性 分 析 结 果 , 铅 直 杆 件 的 内 力 为 
= -2P__ 
F, алтын 


WREE ER ЕН ҢЫ, ГІН F= oypA1 HAREE, M 
117 x 10 = A (250), 5 A, = 468 mm 


"yn I RVPAC ee a= mn U EE Ep EE тиг re et ET pen 


Casa IT залал ламаға Cina inpaya а e r x 
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4 
: 
{ 
š 
Н 
> 


(h} 刻 果 使 用 是 2.14 的 极限 分 析 结 时 ,所 有 := 根 杆 件 的 内 力 都 是 相等 的 ,均等 于 屈服 点 应 力 ， 

HE 2.14{3) 臣 ,可 得 截面 积 为 

200 x 10° = 250А,[1 + 2(0.707)], È A, = 331 mm : 

极限 分 析 的 结果 与 弹性 分 析 结 果 比 较 , 可 节约 29% 的 截面 积 , 亦 即 节约 20% 的 重量 。 } 

802.16 图 2-34 АЭН ЕТЕ AD вр.ср 组 成 , БЕРЕР ЖҮНІ ШЕН : 
辣 ,各 杆 的 极限 承载 能 力 均 为 30 КМ. RTE D ЖЕЛІН ЧЕ ДІР, 


ж 


图 2-34 图 2-35 


ЖҚ ағ 假定 杆 BD 和 CD CARR, TE 的 平衡 条 件 (如 图 2 35261 x 
ХЕ, = 30sin35° - Papsin70° = 0 | 


LC 


解 出 
Pap = 18.3 kN 
注意 到 Pip 低 于 30 kN, 所 以 杆 AD 并 没有 屈服 。 铭 垂 方向 的 平衡 条 件 给 出 
SIF, =- Р, + 18.30870" 
+ 30 + 30cos35° = 0) 


Ж 
Р, = 60.9 kN 


Й 2.17 如 图 2-36(a) 所 示 , 刚 性 横梁 AB 和 4 根 支 承 杆 组 成 的 系统 。 各 支承 社 具 有 相同 的 
截面 积 和 材料 。 求 系统 所 能 承受 的 极限 裁 蓓 P.. 


2.6 2 题 441. 


М ЕР 因为 横梁 AB 基 刚 性 的 ,显然 ,在 足够 大 的 载荷 作用 下 ,横梁 АВ 23% A 或 B РЕНЕ 

动 (极限 载荷 意味 着 在 杆 2 中 必然 产 乍 杉 性 形变 ,因而 不 需要 考虑 AB 绕 C 转动 ), 相应 于 这 两 种 

情况 确定 两 个 可 能 的 极限 载荷 ,选择 其 中 较 小 者 即 为 真 止 的 极限 载荷 。 首 先 般 定 杆 1 和 杆 2 发 生 

届 服 , 些 时 它们 的 蓄 响 用 两 个 常数 力 oA 来 表示 , 如 图 2-36{b), 杆 3 和 杆 4 处 于 弹性 ,但 内 力 尚 

ERA. EE, 也 并 不 第 要 确定 杆 3 和 本 4 的 内 力 , 极 限 载荷 P% 可 由 关于 B 点 的 合力 算得 到 
Pl2a/3) – apAla) - буа Са) = 0 


) 
| 
| 
i 
| 


解 出 
Р, = 4.50 

其 次 ,考虑 杆 2、 杆 3 和 杆 4 届 服 ,如 图 2-36) BE, ЖІ АРЗА, ЛЕТ А SRE: ; 

(о,,Асова)4а + в,Аа — Pida/3= 0 j 

解 出 : 

P = 3apA{l + Асова)/4 f 

考查 P MPTA ЖӘЙ a 取 何 值 , P AERA PAOA, AT РОН НЕ, SREE ! 

这 一 数值 时 , AAE A SUA”, ШЕШЕ AB BAA 点 转动 。 此 时 , 杆 1 的 承载 能 力 尚未 得 到 充 : 
分 的 发 挥 。 


2.6 3 АЛ ;. 


2.15 两 个 直 杆 连接 在 一 起 并 被 限定 在 支撑 之 内 , 如 图 2-37。 左 段 杆 是 铀 的 , E = 90 GPa, a = 20 х 

1076/0, EBH EEH, Е = 70 GPa, a =25x10 5/ 世 。 铜 杆 的 模 截 面积 是 500 mm, НЕНІ 

积 是 75 mm*。 想 定 系统 无 初 应 力 ,然后 降温 20 入 。 

(a) 如 果 支 撑 是 未 屈服 的 , 求 各 杆 件 的 法 应 力 。 

(b) 如 时 右 端 支撑 屈服 , 向 右 移 动 0.1 mm, 求 各 杆 件 的 法 应 力 。 

《忽略 各 杆 的 重量 ){ 答 案 :{ajcm= 41 MPa, олу = 27.33 MPa;(b)oc,=28.4 MPa oa = 19 MPa) 
题 2.19 如 图 2-38 所 示 , ЕН AD.AC.BC. BD 及 第 五 根 杆 CD 

ЖА.В.С.р 处 镑 接 而 成 。 此 系统 承受 等 值 . 反 向 的 力作 ; 

用 ,所 有 的 杆 忻 均 具 有 相同 的 材料 和 截面 积 。 求 节点 A.B 之 Я 

何 距 离 的 减少 。( 答 案 : (1 +V2W2PL/AE) Pm — haso mm 
220 仍 如 图 2-38 ЯН, BEATH P, 整个 系统 温度 升 高 É] 2-37 

4T。 依 据 系 统 的 几何 形状 及 材料 的 线 脱 胀 系数 ,确定 节点 

А.В ZIRANA, СЕЖ.,21а4а(АТ)) 


IN 


图 2-38 


题 2.21 仍 如 题 2,6。 如 果 截 国 锥 杆 的 细 端 直径 是 100 mm, 长 度 为 1 m。 此 杆 是 钢 的 = 200 GPa, ë BE fk 
系数 а =12 1076/40, Я 200 БЕВ Н ЛУ Ж, (2698,96 MPa) 
82.22 АНЕ АИ СР 0038443621 8 05, R tti 53045 =: ІЛІГЕТІН P 
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2.233 


Ю 2.24 


8 2.25 


12.26 


НЕ Е НЕ ГЕ L. ШІН 2.39 所 示 。 棱 的 宽 虚 是 4 in, 钢板 的 在 度 是 174 in, ЕНЕ 
Ж 3/4 in. i&3K ieh 3865 K'asa. ОЧНОЕ am ДЕА 80000 Ibf/int, É = 12 x 108 Ibf/ in? ; ЕҢ 
的 极限 温度 是 30000 Ibt/in2, E = 13 x 105 Jpf/in2), (3838 已 = 76200 1Ы) 


(44200 


ҚАМАҚҚА» 


Е 2-39 


铝 制 空心 圆 简 包围 钢 圆柱 ,如 图 2-40 ж. ЖЕ НІНЕ 15 А puk E) 4830 200 kN, mAH 
载 之 前 , 铝 简 较 钢 柱 长 0.25 mm, ЕН 20 КІН ЖАНМЕН. REA RE ЕО E, 
钢 :E = 200 СРа, а = 12 х 10%; #8; Е = 70 GPa, a =25x 10 $/C, ($ Ж,2,-9 MPa oy= 
15.5 МРа) 

刚性 的 水 平 横梁 AB Ж ЕВА Е. 如 图 2-41, 承受 载荷 24000 bf. Ф AB 的 重 
其 ,并 且 在 加 载 之 前 系统 是 自由 的 。 加 载 之 后 , 三 根 细 杆 温度 升 高 25 灾 。 为 保持 AB 水 平 , 试 求 加 
RYE z 及 各 社 中 的 应 力 。{ 钢 E = 3010 lbf/in?,a = 6.5x 10 5/*F; BA E = 14 x 105 Ibf/in2, a 
=10.4x10 F; E =17<x1051bt/in2, a =9.3x107/ F, В S AFF HAS SB.) 
CER; oa = 323001bf/in2, оъ = 22400 Ibf/in2, z, = 21400 Ibft/in2, z = 0.273 ft) 


500 mm 


Ef PPF PU 


1880 mma | 
| 80 mme 
lat mmh 24,000 lbf 
Ё 2.40 : 92-41 


两 块 刚性 端 板 用 三 个 水 平定 件 相 联 组 成 一 个 系统 , 如 图 2-40 所 示 。 H T 81 3 da [B] BD tF 4 2 
ЖЕЖ C SAR 0.0005 工 。 所 有 的 标 件 都 具有 相同 的 截面 积 ， MR 938, E = 210 GPa, 如 果 用 要 械 
的 方法 将 杆 印 和 左 端 板 连接 在 一 起 填补 钾 随 А, ЖАНЫН, 《答案 ;ol = -35 MPa, оу = 70 
МРа) 


а ТАҒ АСЕКЕ 


ұ 
š 
x 
š 
х 
ні 
x` 
š 
ў 
š 
š 
š 
x 
š 


图 2-42 


НЧА ЛК Т AF8 2095549 Ж, 如 图 2.43 т. ЖФА FORGA 
EHH РФА НЕ, 三 个 杆 的 材料 性 能 及 尺寸 均 标 注 在 图 中 。 系统 的 初始 状态 是 自由 的 , 然 
后 右 端 支 承 向 右 移 动 3 mm, AA RRR, 试 求 各 村 中 的 应 力 。{ 答 案 ;| = 223 MPa, 05 = 
178 MPa, a; = 446 MPa) 


2805 Ей 443. 


题 2,27 


题 2,28 


ЯЙ 2.29 


Eñ 2.30 


H 2.31 


Bi 2.32 


-4 1 
= 4 x 107* m2 A=5x10 m а: 
41 т E,= 105 GPa A,=2 x 10 m 
E, = 70 GPa E, = 200 GPa 


L.,=03m 二 


ІҢ 2-43 


刚性 杆 AC 在 A НЕВЕН Е. 并 与 杆 BD НЕСЕ 相 联 ,如 图 2-44 ж, ЖАСЫН 50 
kN, 其 他 两 杆 的 重量 均 可 和 忽略 不 计 。 现 将 杆 BD 和 CE MEFE 35 和 , 试 求 此 两 杆 的 应 方 。(PB FF 
Jë BJ, E =90 GPa, а =18x 1076/0, Ж А = 1000 mm’; СЕ E 8 B, E = 200 GPa, a =12x 
1075/0, ТІН 4 = 500 mm?z。 怨 略 尾 何 删 向 届 服 的 可 能 性 .) {答案 :a, = 72 MPa, so = — 21.7 
MPa) 


----.- ды 


图 2-44 Ж 2-45 


如 图 2-45 所 示 , 三 根 杆 组 成 的 衔 架 ,承受 5000 b 铅 直 载荷。 在 加 载 之 前 各 村 均 基 自由 的 , 然后 载 
面 是 缓慢 加 上 去 的 , 与 此 同时 三 根 杆 的 温度 降低 了 15 咎 。 试 计算 各 杆 中 的 应 力 。( 两 侧 杆 是 黄 铜 
的 ,截面 积 为 0.4 in?, 玉 =13Xx105 lbf/in?, «=10,4x10-57F ;中 间 杆 是 钢 的 ,截面 积 为 0.3 in, E = 
30 x 10° ЫЛ, a =6.3x10 5/F MAE op = 3550 1/2, а, = 10000 Ibf/in?) 
КЕНЕН AD, BD 和 CD 组 成 , 如 图 2- РН 

46 Жж. АЙАР = 8 kN 作用 在 D Ф, НОЖ x LA шаш МІ е. 
ОЕ 6 Y 200 imn, РІНІҢ ШІ 400 | i 
mm’, KE L = 3 m; 弹 性 模 量 E, = 200 GPa, E, = 80 
GPa, Ey = 100 GPa。 试 求 节 点 D ЖЕНЕ 
分 量 及 杆 @ 中 的 轴 力 。{ 答 案 : 一 0.136 mm, - 0.204 
mm, 2,182 kN} 

如 图 2-47 所 示 , 刚 性 横梁 AD 在 A ФЕВ E DAB 
АЛЛЕНА ИЕН, В AD EC 处 受 
HERA 30 kN ТЕН, Жарна ы, (ЕЖ. 
0.8 mm) 

出 福 曲 杆 ADB 和 两 个 弹性 杆 件 OA 和 OB 相 联 , mE 
2-48。 为 了 增加 此 系统 的 强度 , 拟 将 曲 杆 ADB 的 中 F = 8kN 
нр SE OC HHR, ІНЕНТІПТ Е OC 
ТЕМАЛУУ r 1.8 mm. ШЕНЕ B 28 
行将 CC 点 与 DD 点 相 联 , 试 求 在 三 根 杆 件 (O4 ОВ, 
OC) 中 的 应 力 。04 .OB 杆 的 截面 积 是 OC 杆 截 面积 的 3 倍 , 各 标的 弹性 槛 量 均 为 E =200 GPa, 
[答案 :O4 OB ЖУ 43.6 MPa, OC ЖЕМ 75.5 MPa) 

如 图 2.49 FER, ERAR НЕ. S A 和 点 C AIRA, АНАНЫ En 
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te C _ Fs 
& ір L=05 m 


A= 50 x 10 т 
E= 200 GPa 


图 2.47 


HJH, EH TRA HAARE R. 


v3 ДАЕ 
2+3⁄3 L 


{ 管 案 ; F= Pa = Fs= 


1Fa= F;=- 


Е 2-48 图 2-49 


题 2.33 刚性 横梁 AB 由 四 根 杆 悬 挂 , ПЕН 2-50 ҒҒ. БЕМЕШЕСРІЕШЖІН, 直径 为 50 mm, 屈服 点 为 
300 Mpa。 试 用 极限 设计 确定 横梁 AB 的 最 大 重 其 。 设 横梁 AB 的 重量 沿 长 度 是 均匀 分 布 的 。( 等 
案 ;1.38 MN) 


Mm 一 


EE n ас 


мл ramma 


БТУ 


t 


A 33 3 XE k > 3 38 


在 第 1 及 第 2 章 中 ,我 们 研究 了 作 町 在 杆 中 的 均 布 法 应 力 的 各 种 情况 , 均匀 分 布 法 应 力 的 
另 一 种 应 用 情况 发 生 在 薄 壁 压力 容器 的 近似 分 机 中 , 如 圆柱 形 的 .球形 的 、 锥 形 的 壳 体 承受 内 
部 或 外 部 气体 或 液体 压力 等 情况 。 在 本 章 中 我 们 将 只 研究 薄 壁 旋转 沉 , 并 限于 发 生 轴 对 称 形 
变 的 简单 情况 。 


31 应 力 特点 


如 图 3-1(a) 所 示 的 旋转 过 是 由 一 个 平面 曲线 (子午 线 ) 绕 位 于 曲线 平面 内 轴线 旋转 面 成 
的 ,子午 线 (经 线 ) 的 曲率 半径 用 , KR, 曲率 半径 沿 子午 线 是 变化 的 。 曲 率 半径 是 rn 用 垂直 
РК Аа ВС 点 的 两 条 线 定义 的 ,如 图 3- 1(b)。 另 一 个 变量 r, ЖЕНТ 
子午 线 方 向 上 壳 体 表面 的 曲率 举 径 。 曲 率 半径 r; 是 用 两 条 垂直 于 者 体 、 并 分 别 通过 A 点 和 
B 点 的 两 条 线 定 义 的 ,如 图 3-1(b)。 与 r; 相对 应 的 曲率 中 心 必 定 在 党 的 对 称 轴 上 , 尽管 与 r 
相对 应 的 曲率 中 心 通常 不 在 对 称 轴 上 。 沿 壳 体 曲面 法 线 方向 作用 的 内 部 压力 p 将 引起 经 向 
М, ИЯ оз, 如 图 诉 示 。 这 毕 应 力 是 彼此 垂直 的 , ЕНЕЛЕР НІН РЗ. 


在 题 3.15 中 以 上 各 址 将 表明 


m a_p 


Yi r? h 


EPa ЖЕН, EAEE 3.15 中 指出 的 , 第 二 个 方程 可 由 考虑 在 某 个 平行 网 上 方 整个 
党 体 的 饥 直 方向 平衡 得 到 。 导 出 上 述 方程 时 假设 应 力 oy Шо, ДРЕ АН ЈА, 

这 种 分 析 方法 应 用 于 柱 壳 , 见 题 3.1~- 题 3.6; 应 用 于 球 壳 , 见 题 3.7~ 题 3.11、 题 3.16 和 
题 3.17; 应 用 于 锥 壳 , 见 题 3.14; 应 用 于 环 壳 , 见 题 3.18。 


3.2 限制 条 件 


壁 厚 与 任意 一 个 曲率 半径 (ri 或 ,一 一 译 者 注 ) 之 比 , 不 应 超过 近似 信 0.1。 此 外 , 在 结 
构 中 不 允许 有 间断 点 。 此 处 的 简化 处 理 方法 , 无 法 考虑 如 图 3-2 ӘУЕН ЕРЛІ ЗЕ, Ж 
法 给 出 圆柱 尝 压 力 容器 端 封 板 附近 精确 的 应 力 和 形变 。 尽 管 如 此 ,分 析 结 果 在 某 些 设计 中 还 
是 能 满足 需要 的 。 
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下 面 研 究 的 问题 均 与 作用 在 旋转 过 上 的 均匀 压力 引起 的 应 力 有 关 , 如 果 将 压力 的 方向 颠 
倒 , 即 换 为 外 部 压力 作用 在 容器 上 , 各 种 应力 的 公式 仍 将 是 正确 的 。 然 而 ,此 处 要 指出 :一 些 超 
出 本 书 范围 的 附加 问题 今后 也 应 考虑 ,不 仅仅 研究 应 力 分 布 问 题 , 还 要 研究 本 质 完全 不 同 的 、 
壳 体 受 压 届 曲 载荷 问题 。 屈 晶 或 称 为 稳定 失效 甚至 在 峰值 应 力 远 低 于 材料 最 大 许可 应 力 的 情 
况 下 也 可 能 发 生 。 


33 应 用 


液体 气体 储 角 或 容器 ,水管 ,锅炉 ,潜艇 外 壳 以 及 其 些 飞机 的 零件 都 是 薄 壁 压力 容器 的 常 
见 例 子 。 


3.4 Й 题 


题 3.1 考虑 一 个 两 端 带 有 端 封 板 的 薄 壁 圆柱 形容 峰 , 该 容器 承受 内 压 ,厚度 为 请 ,内 半径 为 
ғ, ДЕИ АОИ СЛУ, 计算 由 内 压 引起 的 纵向 (子午 线 向 ) 和 环 向 {( 纬 线 向 ) 应 力 。 
解 EF 为 了 确定 环 向 应 力 " ,我们 考虑 自 和 容器 中 取出 的 ,长 度 为 上 БЕНЕН, ЖЕН 


的 分 离 图 如 图 3-3(a) 所 示 。 需 指出 , 用 这 种 方法 将 壳 体 切 开 , 原 内 部 作用 的 o. 现在 变 成 分 离 体 的 
外 力 。 图 3-3(b) 说 上 明 作 用 在 一 个 横 截 面 上 的 力 , 径 向 压力 的 水 平分 量 由 于 关于 铅 直 中 线 的 对 称 性 
而 左右 彼此 抵消 。 铬 直方 向 的 平衡 方程 为 


DF, --2ahL + | er (a0y(Gin0)1 = 0 


(а) 


图 3-3 


积分 后 得 到 
244. =- рї. [оон] 或 s= = 


MORE LEBIH нр ИНЕ D TL НІНЕ p 作用 的 水 平 授 影 面 与 内 讨 p RE 
得 到 。 

为 了 确定 纵向 应 方 o, -RE РИНЕ ЕТІН, 菩 柱 完 保留 部 分 的 分 离 体 图 如 图 
3-3tc) 所 示 。 狼 向 的 平衡 方程 为 


Ув = -- pnr? + 2пуће; = Ü, МЕҢ бр 一 > 


3.4 й E 


由 此 可 知 , 环 向 应 力 是 纵向 应 力 的 2 倍 , 这 些 应 力 公式 在 紧 人 靠近 济 封 板 处 是 不 精确 的 。 

题 3.2 在 加 利 福 尼 亚 的 帕 萨 过 那 喷 气 发 动机 实验 室 , 一 台 空间 模拟 器 是 长 85 ft、 直 径 为 27 BF 
的 圆柱 形容 器 。 它 是 由 冷 轧 不 锈 铅 制 成 的 , 材料 的 比例 极限 是 16500 1Ь(/:п2, ЕЕ 
的 最 小 操作 压力 是 10 9 Totr(1 Тос 等 于 1/760 am), 正常 运转 时 的 空气 压力 近似 为 
14.7 lbf/im?。 试 确定 此 容器 的 辟 厚 , 以 使 工作 应 力 不 超过 比例 极限 除 以 安全 系数 2.5 
得 到 的 许可 应 力 。 计 算 时 不 考虑 外 部 压力 引起 的 屈 明 可 能 性 , 也 不 考虑 试 件 与 模拟 
器 连接 点 处 强化 载荷 的 影响 。 
МШ ЕР 由 题 3.1 可 知 ,起 控制 作用 的 应 力 是 环 向 应 力 o = pr/ 有 ,设计 中 使 用 的 压力 基本 上 就 是 
作用 在 壳 体 外 部 前 空气 压力 p= 14.7 Ibf/in?, 因 为 10ftorr” 的 内 压 和 和 НИН, FEE 


ДЫ 14.7(13.5)(12) ' I 
16500 L 14.7413.5)(012) жа, = 0.036 in 


883.3 由 不 锈 钢 制 成 的 储藏 葡 葡 酒 的 铅 直 圆柱 形容 器 ,高度 为 25 ft, 半径 为 5 ft, 充满 深度 为 
20 ШІН, ЖИЕНІН H, 的 上 方 $5 ft 内 充满 压力 加 = 12 lbf/in? 的 情 性 
气体 。 如 果 钢 的 许可 应 力 是 28000 Ibt/in2, 试 求 容器 的 壁 厚 。( 设 葡萄 酒 的 比重 是 
62.4 1Ь/Һ3,) 
解 ”# 和 如 果 在 酒 的 表面 上 方 ,没有 气体 的 压力 , 那么 在 液体 自由 表面 以 下 , 深度 у 好 的 液体 压力 
{向 任意 方向 }po = yy, 此 处 y 是 酒 的 比重 。 如 果 我 们 考 虚 深 度 у 处 工作 水 平 截面 上 的 液体 压力 ， 
显然 它 将 等 于 此 截面 上 的 酒 液 柱 的 重量 除 1 ft 的 面积 。 在 容器 的 底部 (y= 日 ) 的 总 压力 为 { po + 
YR)。 国 此 由 题 3.1 НЫМ АЗ, 9 


式 中 "是 容器 的 壁 摩 。 
ЖЕНЕ, 因此 在 容 器 内 壁 处 下 可 能 有 切 向 的 前 应 力 。 由 于 铅 垂 向 平衡 ,气体 压 方 po 向 
СКЕ ЯН Н ЯА ле У oj 来 平衡 , 容器 底部 的 оз ЗЕ НАЛЯВО, 如 图 3-5 所 示 。 于 是 


УЕ, = а,(2«Е)А - paR? = 0 


R 
КЕК 0) 
显然 ,《1) 式 的 环 向 应 力 大 于 (2) 式 的 纵向 应 力 ,因而 它 将 是 设计 的 控制 因素 , 妈 


t 
1728 ir 


g: = 


[12 lbf/in? + (62.4 ылу J (240 іп) (60in) 


h 


= 280007 ІМ/ін? 


* 1 tor= 133,322 Pa, 
> WERKA, —— Е 


адраса итти саа e re 


ee 
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AJE ШЕНДЕР 


513,4 


ШІ 3.5 


H ИЗЕН Ы УА = 0.044 in”。 
ПЕКИН ЕН, ЕЕ МА ВЕ ОЈ 15 m. ЖЕНЕ у= y+ 
0.0182).: AREE AKALA ГІНЕН, 如 图 3-6(a)。yo = 9810 N/m 是 水 的 比重 。 
WAR KRE Е 55 4 m, 由 钢 制 成 , 材料 的 届 服 点 为 240 MPa。 如 果 取 安全 系数 为 2, 斌 
ВЕ ЕНИС ВЕ ЈЕ. 


Е 3-6 


ЖОЕ 我 们 夯 出 深度 为 * 处 ,厚度 dz 的 一 薄 层 液体 的 分 离休 图 , 如 图 3_6(b)。 ЖБ Ез 
面 的 压力 为 p。 下 表面 为 (p+ dp), 薄 层 液 体 的 重量 为 уд (dz); 此 处 需要 指出 的 县， 
本 题 中 的 比重 y 是 x 的 函数 , 妈 y= y(x)。 此 外 ,还 需 指 出 ;对 压力 使 用 题 3.3 导出 的 公式 P = Үк 
是 不 正确 的 ,因为 它 是 在 y УГЕ FS HBD, IR OBB > 随 深 度 变 化 。 
薄 层 液体 的 铝 生 向 平衡 方程 
УЈЕ = (p + dp)À – рА – уда: = 0 


可 解 出 
dp = ydz = yoll +0.0i8z}dz 

积分 此 式 , 得 到 

P = Ус + Ü.009z2) + C 
EERTE B H SIN kb. EB * =0 处 , p =0, 因 此 可 知 C = 0. ERRELE = = 15 mib Е 
力 是 

Pmax = Yoll5 + 0.009(15)2] 
因为 ya = 9810 N/m2, МЕД 

Pia = (9810 N/m°)[15 m +0.009(15)2m] = 16700 N/m? 

由 题 3.1 可 知 ,这 是 设计 的 控制 压力 ,于 是 


Ср) 


F max h 


240 x 10% та - (16700М/ т?) (Ат) 


2 А 
ЖЕНТОС ЕЕЕ д 为 
А = 0.0056 m 或 5.6 mm 


计算 由 于 内 压 р ЕН, 13.1 中 的 圆柱 形容 器 半径 的 增加 。 
W == 我 们 分 别 单 独 考虑 径 向 和 纵向 载荷 作用 的 结果 。 单独 有 径 向 压力 p 作用 时 , 环 向 应 力 为 
o5 prih, А a= Ee, ЖЕМ e = pr/ Ев. 


需要 指出 的 是 :e, 是 单位 长 麻 的 变化 。 而 8 作用 的 长 度 是 圆柱 的 周 长 ， ЕП 2rr, 因此 周 长 的 总 
但 长 为 


”此 处 原文 有 错 。 一 一 译 者 注 
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дж? 
ER 


因而 , 周 长 的 最 终 长 度 是 (2xr %2лрғ?/ Eh), 将 此 长 度 除 以 2=, 得 到 圆柱 形变 以 后 的 尘 径 为 (r + 
pr*/Eh)。 因 此 ,半径 的 增加 是 pr’ Eho 
由 于 轴 向 压力 p 的 单独 作用 , 产生 轴 向 应 力 a, = pr/27, 相 应 的 轴 向 应 变 负 = pr/2Eh。 由 第 1 
章 知 道 , 沿 拉 伸 载 荷 方向 (此 处 为 轴 癌 ) 产 生 伸 长 的 同时 , EEEF TAERE Н: Б. НІП 
ЖЕАР. МЫМЕАНЫЕНЛЫЕМЕН НЕЕ 章 中 定义 为 泊 松 比 ,用 Ж 
表示 。 于 是 ,与 上 述 应 变 同 时 产生 的 环 向 应 变 是 - pei, 如 果 这 一 应 变 用 si 表示, M] e; = -ppry 
2Ek ,因此 它 将 导 煞 圆柱 半径 三 少 ,所 以 冠 以 "~" 号 。 
伪 照 径 向 载荷 单独 作用 时 , 陪 柱 举 径 增 加 的 处 理 方 法 , 可 以 知道 , 祖 应 于 应 变 的 半径 的 减少 
为 xpr*f2Eh。 于 是 ,由 内 压 引起 的 半径 的 增加 为 
2 2 2; 
Ar = р е Вр £| 
题 3.6 АНИНЕ НЕЕ J zt E: H К А Е IE] EE JE л, 焊接 成 形 的 , 因而 制 成 的 压 
力 容器 形状 如 图 3-7 所 示 , ЕЛІН е ІНІНЕН 5р 35°, НАН ЕН ЗЕ 
为 20 іп, Бл-0.5 іп, 内 部 压力 是 400 lbf/inz。 忽 略 端 封 板 的 局 部 效应 , 试 求 作用 
在 圆 住 得 面 螺旋 焊 锋 上 的 法 应 力 和 前 应 力 。 


А = к,(2лғ) = 


жанжалы aaa ——-—— = X ау сту алатот 


16,000 lbfyin® 


ІН 3-8 


М OF 由 题 3.1 可 知 ,圆柱 的 环 向 应 力 和 轴 向 庶 力 分 别 是 


_ Рк 1400 ibf/in2)(20 in) _ 11, 
25, a 二 0-51 = 16000 tbi/in? 
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22 
т = XZ" 8000 IbiZin 


ПЕЕ АНЕ СА АЕ от Е, ЗНАЛЕ ДЕА, 另 两 个 直角 边 分 别 为 加 

杜 壳 的 母线 和 环 同 线 。 上 下 述 计 算得 到 的 地 思 ( 用 得 实 箭 头 表 示 ) 作 用 在 直角 过 上 ,如 图 3-8 所 示 , 在 

PEHEE GREED ARREN г ROS D r. ЖЕЛДЕН SH K BE вз, ДЕ 

线 的 边 长 为 ds cos35 ,向 环 线 的 贮 长 H dssin35", 

为 方便 考虑 , 取 n 轴 和 和 t 轴 分 别 为 与 焊 甸 垂直 和 相 切 的 一 对 坐标 轴 , 用 矢量 表示 的 应 为 沿 a JBI 
j r ТАТА WE] 3-8 所 示 。 沿 wn 向 的 平衡 方程 , 有 
SIF, =a(ds)(A) – 8000(ds ) (sin35") (A )(sin35°) 
- 16000(ds )(cos35°)( ph )(cos35*) = 0 
a =B000 sin235% + 16000 сон235° = 13370 [bf/in? 
同 理 , МЕЛІ EI ОҚИЫН ЕИТЕ,Ж 
ХЕ, = r(ds)(h) + 8000(45) (510357) (Һ) (cos35°) 
- 16000(ds)(cos35")(A)(sin35°) = 0 
r = (8000) (1357) (сов25) = 3760 lbfzin2 

题 3.7 考虑 承受 均匀 内 压 pp 的 封闭 薄 壁 球 壳 , 内径 为 +, ЯНА. ЗАҢЫҢ ЖЕРІ Т УЛУ 

IRER, 
Қ F RISE RRES AE ОВЕ RR 
内 压 户 和 已 被 除去 的 .另外 半球 施加 力 的 共同 作用 , 由 于 载 
荷 和 形变 都 是 对 称 的 , 男 外 半球 的 作用 力 可 月 环 向 诺 力 a, 表 
示 。 如 图 3-9 所 示 。 这 个 分 离 体 图 宕 示 了 兴 球 上 的 作用 力 ， 
而 县 该 图 只 是 半球 面 在 铅 直 平面 内 的 投影 。 实 际 上 内 奈 p 
是 作用 在 半球 的 全 部 表面 上 , 3 B s Ë 3 IE JJ 5 ERA 
面 ,正如 在 题 3,1 所 讲 到 的 ,这 个 作用 可 以 用 同样 的 压力 p fE 
用 在 半球 面 的 投影 夯 上 的 力 移 代 ,此 处 的 投影 面 是 用 аа 表示 
的 铅 直 图 面 。 因 为 半球 面 基于 水 平 轴 是 对 称 的 , ЕЛІНДЕ 
分 是 相互 抵消 ,只 有 其 水 平分 量 去 产生 张 拉 应 力 г, 平衡 方 
图 3-9 EA 


SIF, = s 2nrh ~ pnr? < 0 
тн: 
5 = prih 
由 于 对 称 性 , IRAR ГЕВ ЕВО Е -点 处 任意 方向 上 都 是 相同 的 。 
题 3.8 直径 为 20 m 的 球形 容器 用 来 储藏 气体 , 若 壁 厚 为 10 mm, 材料 的 许可 应 力 是 125 
MPa。 求 气体 最 大 的 许可 压力 po 
МН E 由 题 3.7 可 知 , 球 壳 内 在 各 方向 上 的 均匀 张 拉 庶 力 均 为 w = pr/2h。 将 有 关 数 据 代入 后 ， 
有 


1 6 2. Aim) 
25 x 10° N/M 2(0.010) 


解 出 
p = 0.25 MPa 
3.9 水 下 研究 装置 Alvin PJ SRE IK J S 3855 628 32 1 m, 壳 体 壁 厚 为 30 mm, É H I BR 
700 MPa 的 急 材 料 制 成 。 试 求 者 体 应 力 等 于 届 服 点 的 下 潜 深度 。 设 海水 的 出 重 为 
10.07 kN/m° 
R sm 由 是 3.7 可 知 ,由 外 部 静水 压力 引起 的 压 应 力 G= pr/2h. РИИ ВК ЕУ 


1 
700 x 10° N/m? = 7 或 p= 42 MPa 


正 媳 题 3,3, 应 有 p= yh. y 是 海水 的 比重 。 于 是 


зам В 51. 


86 3.10 


85 3.11 


42 x 10 N/m2 = (10.07 х N/m Nk) 
解 出 
h = 4170 m 
应 该 指出 的 是 :上 述 结 果 设 有 考虑 球 沉 有 过 静水 压力 屈曲 的 可 能 性 及 舱室 进口 处 强 康 问 题 的 局 部 将 
应 影响 。 如 困 卷 虞 以 上 因素 。 实 际 操作 的 下 潜 深 座 为 1650 m. 
试 求 承受 均匀 内 压 p 的 球 壳 容积 的 增加 . 
М # 由 题 3.7 可 知 : 索 体 内 任 一 点 处 所 有 方向 上 的 环 向 应 力 应 为 一 个 常数 , 即 


= Pr. 
5-2; 


由 二 向 底 为 的 胡 克 定律 , RL MIP 8 e, 为 


Er = Eia, pac) = TAA 一 р) 
АМААР УТА S ВЕНЕ. Ва АЕН HR iY 

Ол») Fyll- p) 

承受 内 压 p 的 球 沉 直径 可 由 受 肉 压 后 的 周 长 除 以 2r 得 到 , 最终 的 直径 为 


pr 
Ез Oar) Ea - p) |/2x 6) 
即 
br? 
[r+ 六 -| (2) 
受 内 压 后 的 球形 体积 为 
2 3 
Hogan] ы 


由 (3) 式 减 去 初始 体积 ,就 可 以 得 到 待 求 的 ,承受 内 压 后 容积 增加 为 
2 
AV = E + жа - o| - 与 mr 
展开 上 式 , ЖЕСЕ) Е ОТАУ A 1/1000), “ЕРІНДІ 
AV = 2 (1 = р) 


12 1 m EET mm КОЗЕ УОККА К, ЯО КАДА 
体积 为 1000 sm 的 癌 种 液体 ,引起 球 党 半径 的 增加 。 试 求 注入 补充 液体 并 封闭 入 
口技 , 壳 体 内 的 压力 。 设 钛 合金 的 E = 114СРа, 出 服 点 应 力 为 830 MPa, 


М tF 球 党 的 初始 容积 为 


yv 3 rr = ç аз = & (1m)? = 0.5236m° 
4 为 内 径 , 注入 液体 的 体积 是 


3 
a. m |” Г 
1000em | 100 | = Eka 


BT, u K Н 6 39 (0.5236) m? + (0.001)m* = 0.5246m°, РОЗ РЕ Е ph >= 
的 容积 。 题 3.10 给 出 的 压力 和 球 壳 容积 变化 之 间 的 关系 是 


4 
AV = ік - p) 
代入 有 美的 数据 ， 
з __(2я) 200. 5т)* 
0.0015 (114 х 109/ m2) (0 O07m) 00:67) 
мы 


p = 3.03 MPa 
BOM HIT ЕЗЕК ЗІНЕ p. HE 3.7, 有 


— Pr _ (3.03 x 10 N/m2)(0.05m) 
өз%- 2(0.007:га) = 109МРа 


HREJ ETE EHI E RA a 


Ce te 


To 


一 -一 二 -mg 


or 
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题 3.12 考 嵌 一 个 由 两 个 共 轴 薄 壁 圆 简 组 成 的 复合 上 记 力 容器 ,如 图 3- 10 所 示 。 在 组 装 之 前 ， 
ЖАЗ ЕЕ AR LE. АРҒА ЖЕ, 显得 大 了 些 。 因 而 应 将 外 过 加 
热 , 内 \ 外 过 组 装 后 再 冷却 降温 , 此 即 为 " 热 装配 ”"。 今 设 两 个 柱 党 均 是 由 钢 制 成 , 组 
件 的 平均 直径 为 100 mm, 求 由 于 热 装 配 在 每 个 壳 中 引起 的 环 向 应 为 。 初 始 直径 的 
АЖА 0.25 mm, 内 党 的 厚度 是 2,5 mm, 外 壳 的 厚 训 是 mm, РЕНЕ Е E 
= 200 MPa. 


О- @ 
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Қ 9 组 合 沉 体 装 配 好 以 后 , 在 互相 接合 的 面 上 , 显 热 会 有 办 而 压力 ps。 注意 着 此 时 并 无 外 部 
作用 ,因而 使 外 过 的 直径 增 大 ,使 内 这 的 直径 减 小 , 从 而 使 得 内 这 得 以 装配 在 外 谢 之 内 。 出 题 
3.5 可 知 ,由 于 径 向 压力 p, 使 径 向 膨胀 pr?/ ЕНЕМ Ы, 因而 ,由 于 p 作用 使 外 
完 的 半径 增 大 与 内 过 半径 的 减 小 之 和 等 于 初始 半径 的 过 盟 量 , 即 0.25 mm/2, 有 


_£(0.05m)? + __ p (0.05m)2 А 0.125 
(200 x 1094/та2)(0.0025) (200 х 109М/ т2) (0.0020) 1000 


解 出 
p = 11.1 MPa 
表示 在 上 述 图 形 中 的 这 一 压力 作用 于 装 在 一 起 的 内 ,外 柱 壳 之 间 。 对 内 党 而 计 , 将 引起 环 
向 应 力 
br (11.1 x I0 N/m*}(0.05) = 222MPa 


б. = = 


h (0.0025) 
对 外 壳 而 言 , 由 于 压力 引起 的 环 向 应 力 是 
a, = Ër _ (11.1 x 10%М№ т?) (0.05) = 277MPa 


h (0.002m) 

MR eski SE SSSR 325 JH EE fE H, 则 这 些 装配 应 力 将 和 题 3.1 公式 计算 得 出 的 应 力 代 数 相 

加 。 
题 3.13 如 图 3.11 所 示 ， ЕНСЕ ЕН ЕН ДЕНІНЕ, EREJE бо Ж КЖ 
中 的 环 向 应 力 。 不 考虑 长 度 方 向 膨胀 的 影 
啊 , 此 种 装置 有 时 用 来 储存 有 腐蚀 性 的 流 
Ж.Ж E. = 30 x 105 lbf/in?, г, = 6.5 x 
107%Ғ;Ес.-13х104Ы/іп, ас, = 9,3 x 
10757“ 
Қ F 此 题 最 简单 的 解法 是 ;首先 分 别 考 虑 两 
+, 而 认为 它们 并 不 接 舰 。 由 于 温度 上 升 , 钢 这 
周 长 增加 了 2z(20.375) (60) (6.5 x 10-6) = 
0.0498 in, 同时 , 铜 壳 的 周 长 增 加 了 2z(20.125) 
(50)(9.3х1075)-0.0705 іп, ІШЕ 2 |Н М 


В.е 2 35 Н 于 加 热 } 是 (0.0705 - 0.0498)/2x = 0.00345in, 注意 此 时 并 无 外 部 的 载 
荷 作 用 在 和 任何 一 个 壳 上 ， 


然而 ,对 问题 的 分 析 可 知 * 由 于 填 温 ,在 两 个 过 的 接 能 界面 上 会 有 接 航 , AA RTS Ek 
界面 压力 p。 此 压力 p 导致 钢 壳 半 答 增加， 同时 导致 岗 壳 半径 减少 。 
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3.4 例 Ы Е ЕЕЕ 


АП Е Ела Д З А АННЕ Z Ч, НОВЕ ЕЦ ВЕ К 3-12 ВТК, 
ÆR 3.5 中 已 经 得 到 , 8 РЕКУ рО Яа AERD G ЕЕ ЕНА BE pr ЕА. [NH 
ПНЕ 27 p ЗЕКЕН B АП pq Е p 2 ЯД ЛУ SEP pl EL hk, В 


(20.375) (20.12522 — 0 00345 
(30 x 10%)(0.25) М (13 х 10f) {0.25} 


解 出 p- 19.2 ibf/in? 


ө 3% 


(а) 
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此 界面 压力 提供 了 两 个 党 公共 接触 面 上 必要 的 这 接 条 件 。 利 用 坏 应 庶 力 公 忒 = реА, A 


到 钢 壳 和 钢 壳 内 的 应 力 分 别 是 
22 19.2420-575) = 1560(Ibf/in2), 
oo == 9.220 128) _ - 1550(lbtin2) 


题 3.14 考虑 一 个 装 有 比重 为 y 的 液体 的 圆锥 形 薄 壁 沉 [如 图 3-13(a)], 此 过 在 上 边缘 周 图 
ABRIR, 充 液 的 深度 为 Н, СН ЛИТРИНЕ РГД AREAREN. 


' "sasan issnaanaas—— ne sss 
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Ж EF Reis hik аянын. ЕНЕ А Нд Ж ЯНА. EA 
的 应 力 可 以 由 党 体 单元 的 平衡 条 件 得 到 , 这 个 壳 体 单元 的 四 个 边界 分 别 由 两 个 邻近 的 , 牌 直 于 对 
称 轴 的 平行 圆 和 两 根 临 近 的 母线 组 成 ,单元 体 以 及 表示 水 平方 向 的 应 力 撩 量 ов, 表示 母线 方向 的 
ENRE o 如 图 3-13(b) 所 示 。o6 称 为 环 阿 应 力 , oy 称 为 子午 线 向 应 力 。 

在 图 3- 13(b) 中 , 0 是 在 垂直 于 壳 体 对 秘 轴 的 水 平面 内 度量 的 角 坐 标 ， 圆锥 者 体 在 某 处 的 半径 
为 ru 它 显 单 元 体 相应 于 对 称 轴 上 位 置 的 函数 。 对 于 确定 维 壳 有 用 的 另 - -个 坐标 是 ra ЕНСЕ 
在 垂直 于 母线 的 平面 内 壳 体 表面 的 曲率 半径 。 月 通 过 沈 体 对 称 轴 的 一 个 铝 垂 平面 图 来 图 解 以 上 


Tig PERJA 


ARRANIN, WE 3-14a), 显然 r reas 
出 几何 学 ,可 有 


Кас yiana, Т9 ra 一 запа / cosa 


Ta + 高 阶 项 


жн 
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EE 3-15), АРМА АУ, 86-0 з ОЬ). RR, 
КЕЛ oldy/cosa)a 和 单元 体 的 切线 倾斜 角度 40/2. EA 在 水 平平 面 内 ,指向 亮 体 对 称 
轴 的 环 向 力 合力 分 其 是 20h (Ау сова jsin (40/2), 注意 到 (4d8/2) 是 很 小 的 量 , 上述 台 力 分 基 又 可 
写作 oh (dy/cosa)d9。 由 图 3-14(a) 可 以 看 出 ;为 了 确定 上 述 合 力 在 秋 育 王 壳 体 表 面 方向 的 分 
基 , 应 将 上 述 合力 起 以 cose。 此 外 ,也 可 以 看 出 , 图 3-14(a) 中 的 子午 线 向 应 力 相 直抵 消 , 而 液体 
HEH p 作用 在 面积 (roda}(dy/cosa E, 久 而 , 在 索 体 表面 法 线 方向 单元 体 的 平衡 方程 为 


29% (dy/cosa Y(dàyceosa 一 pro[dƏ)(dy/eogz) = Q (1) 
解 出 
_ Pro Pliage _ pr; (2) 
9 heoa hcosg A 
(2) 式 在 亮 体 的 任何 地 方 都 大 正确 的 ,在 党 的 下 半 部 分 ,0< y< H,# p= Y(H- y), TË 
o = ДӨҢ > y)ztana (D< y< H) (3) 
h сова 


ЖУМА EES, н< усан, 6 b= 0. 于 是 在 该 区 域内 ,应 有 mw=0 
可 以 四 研究 锥 壳 铝 直 向 平衡 方程 的 方法 得 列 另 -- 个 应 力 分 量 оро ШІН 3-15(а),%0<у<Н 
时 ,在 锥 形 区 域 ао ІНІН ІС аб 内 的 液体 重量 需 出 与 w 相应 的 力 来 维持 平衡 , 即 
oh2nytanacose 一 r| tytana)?y +(H = yzl stana)? ] = 8 (4) 
解 出 


А = Үшле| Ну у| 
f а соза 2 3: 


同 理 , 当 н<у<2н 时 ,全 部 液体 的 重量 都 带 由 与 os 相 诬 的 力 平衡 ,由 图 3.15f5) 有 


(O < y < H) (5) 


cg (2лу тапа)сова 一 уен = 0 (5) 
因为 r = Htana , 得 到 


за A g Е 


3 


由 此 可 以 发 现 : 与 这 些 轴 对 称 形变 对 应 的 应 力 是 静 定 的 , BREMER Е А Вор Ke. нт 
性 作用 阶段 这 种 关 柔 都 是 正确 的 。 


7% 
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ЁД 3.15 求 承受 内 部 压力 户 的 旋转 壳 的 环 向 应 力 和 子午 线 向 应 力 。 


EO EF (FAR. 的 推广 ,实际 上 此 题 已 经 得 到 解 
决 了 各 应 为 仍 可 由 膏 体 单元 的 平衡 方程 得 到 , Z = 
体 单元 仍 是 由 两 个 临近 的 、 牌 直 于 亮 体 铅 直 对 称 轴 的 
平行 加 和 两 根 临 近 的 母线 共同 界定 ( 见 图 3-1)。 这 个 
壳 体 单元 与 恶 3.14 的 图 3-13tb}) 中 的 单元 体 类 似 , 所 
不 同 的 是 , 铅 直 边 是 曲线 而 不 是 直线 。 

环 问 应 力 ор ҒАНЫ Ло, 如 图 3-16 所 示 ， 
为 了 描述 这 个 单元 体 需 引 入 两 个 曲率 半径 , ІП ғ, 
表示 子 年 线 的 曲率 半径 , +, 表示 垂直 于 子午 线 方 向 上 
沈 体 表面 的 曲率 半径 , 与 7; 对 应 的 井 率 中 心 必然 在 
ығ Е.Л 的 曲率 中 心 (一 般 } 不 在 对 称 轴 上 ， 


了 


图 3-17 


- 5 ` 


зе PENJ AE 


83.16 


题 3.17 


图 3-176АУ ШИН, УТЕ Я рату, Е 3.14 ЫҢ, АТҚА RE 2 a hr dé (d8/2), E B 
ММА БН. PFXP EE sin#$ Ж, ТІ АННЫ IK e ЛЕНІ, ЫН 3- 17(b) 所 
+ TRARRE J. sb ЛЕА РАКУ EHRE shr d0d3, RA p 作用 在 面积 (x0d8) 
(r d$) FE, FÆ, E E T cik ri ЕКТІ 

ashr ұабаФып% + сағада? 


一 bradór d$ = 0 

注意 到 ra = rosing, 得 到 
m ФО bP. 
r Fa ñ 


ЖАН EA Ri P ПЕРНЕЛЕР. ЕМЕШ 3.14 中 一 ' 伴 , 也 可 以 用 研究 某 个 
站 便 的 平行 圆 愉 上 部 分 蘑 壳 的 铅 直 疝 平衡 方程 得 到 第 , -个 方程 。 这 些 方 得 也 适用 主 塑 性 作用 区 。 
如 图 3.18(a) 所 朱 半 径 > 的 球形 圆 顶 沉 。 此 球形 壳 厚 度 为 .一 常数 , 只 承受 单位 面积 
为 4 的 自身 重 最 的 作用 ,下 周 图 为 饮 支 。 试 求 壳 内 各 点 处 的 环 向 应 力 和 子午 线 向 应 
力 。 


平行 加 


оф 
(а) (b) 


图 3-18 


Ж пе ШИ З Т8), НЕ В ОНЕ Оа, 并 考虑 此 部 分 铅 直 向 
YARE. FAEH a, 平 行 较 以 上 的 中 心 区 域 的 重量 可 由 研究 一 个 环 记 单元 体 得 到 , 该 单元 
WEEE sina), TEREE S Ode) 于 是 ,平行 贺 以 上 区 域 的 重量 次 


а= Ф 
| Қ 2[2=z(rsina )](rda) = 2xrigtl совФ) 


于 午 线 商 的 碰 力 沿 平 行 图 因应 是 均 旬 分 布 的 ,此 应 应 力 铅 直 向 上 的 合力 为 
2л(кзіпФ) һе; (кін) 


AFITA Fay abs t a жан, Ж 


2w(rsiné)he,(sinó) ~ 2m=22(1- с) = 0 
解 出 


rg 
Ah (1 + соз) (#40) (0 


将 (1) 式 结果 带 入 题 3.15 的 {1) 式 , TAER ТЕЛ 


_ "g 1 
98“ h f + cos ` cos | (2) 


КІН 3.16 44 ТЕН ЕКИЕ Ж 1207, FEIE 100 mm, 半径 50 m, 比重 为 23.5 
kN/m°, ОЖАУ, (Ь) Ein ЕЕ АНА, 

к ЕР 463.16 ИПТВ ЕО Р ЫЈ ТИ ЧС, 式 中 q 是 单 位 表面 积 球 过 的 重量 
икен ытын, 


4 100 Б 3 
= (23500М/ тү)! 10.) 2350N/m 


Jg 一 


题 3.18 


3.4 合 题 


顶部 上 0 处 的 子午 线 问 许 力 为 


_ (50)(2350N/m°) 
%- (0.1)[1 сөзі 


BLS kb, $ = 60°, 有 


- 587500N/m? 或 0.588МРа 


) (50)(2350N/ т?) 
%- (0.1711 cos60 


题 3.16 КІН J (2), ЖЕКЕ TR Bl, 有 


(5D0)(2350N/m°) 
7 (0.1) 


ША, = 60°, 8 


_ (0) 350N/m_) | 1 
2% 5 (0.1) 1 + сояб0” 


由 此 可 知 , ИТА Е КЗ ЕЕ ПЕ ЖЕ. 由 题 3.16 的 (2) 式 ,可 知 在 % 
= 51.8" 处 环 向 应 力 为 鹤 , po Н p cesto = 0 解 出 的 。 

环形 壳 有 时 用 作 字 宣 飞 船 中 的 气体 储藏 娘 ,，( 美 国 ) 国 家 航空 航天 局 为 不 久 的 将 来 
设计 的 环形 过 如 图 3-19 所 示 , 其 平均 直径 25 = 70 ft, 截面 直径 2R = 5ft, 内 部 压力 
p =20 lbf/rin2, 考 栖 的 材料 是 2219T87 铝 合 金 , 室温 时 材料 的 届 服 点 应 力 为 s0000 
lbfyin:z。 此 种 材料 的 屈服 点 在 低 刘 时 会 升 高 , 村 低温 - 300°F BJ, 可 达 宣 温 届 服 点 的 
120% 。 如 果 安 全 系数 为 1.5, 试 确定 所 需要 的 壁 厚 ， 


-78600N/m 或 0.786МРа 


Е - ғ = cosi" | :- 587500М/т 或 0.58Я4МГа 


10 


- кебе” | = I9SD00N/m2 80 0.195МРа 


Р 3-19 


E =m 首先 考虑 此 环形 党 某 个 平面 以 上 部 分 的 平衡 , 该 平面 的 位 置 是 由 角度 #$ 指明 的 。 考 虑 
内 压 p 对 曲面 水 平 投影 面 的 作用 , 即 可 得 到 子午 钱 向 应 力 oy, 即 
2кгосрзіпф = apiri- b°) 
注意 到 sing = (ro- A/R, 可 解 出 
PR(ro + 5) 


” 2mron (1) 
由 (1) 式 可 知 ,子午 线 向 应 力 o, 的 峰值 发 生 在 最 内 部 的 点 4 处 。 
R| 2b — R 
(ав) = 26| %- 去 | (2) 


WME b= 0, FETERE, (2) 式 将 与 题 3.7 球形 壳 的 子午 线 向 应 力 公 式 一 致 。 对 于 题 设 
的 数据 ,有 R = 30 in, b = 420 in, p = 20 1bf/in?;(2) 式 成 为 


50000 _ 20(30)(840 - 30) 
1.5 2h (420 - 30) (3) 


Жы 
h = 0.0187 in 
如 果 将 此 题 {1) 式 的 za EAB 3.150 қоқан TEER дан ЕНЕ), E r= 
Е.ға-(5- Rsing)/sing 时 , 本 以 得 到 


TIa WEEDE 


题 3.19 


题 3.25 


Й 3.26 


- РК (4) 


58 7 ір 
KEARE PEE ҚЫЛ, Ша, ОЗИ a, ІНІНЕН Ша, 因而, oy 的 
最 大 倡 将 控制 设计 条 件 , 所 需要 的 厚度 出 (3) 式 给 出 ， 


3.5 2J ЕЙ 


ВЕГА 368 НА ВТА TNA ЕЛЕНЕ ІН, 直径 为 0.4 т, ARRA 

ЧНО Р. ЖШ 302 不 锈 钢 制 成 , 材料 的 拉 伸 许可 应 力 为 290 МРа, Ж 976725 15 MPa, 

ERATA EHER, СЖЖ, -5.2 mm) 

(ззодаМтЕНВЕКНЕ, 储 油 深度 为 15 т. 汽油 的 比重 是 7.4 kN/m*, ЕМЕНДІ 

ХА 77 250 MPa, 安全 系数 取 作 ?2.5。 试 计算 容器 总 部 所 需要 的 厚度 ，{ 管 案 ; =16.7 mm) 

ЖАЖА ТЕЙЕШ Alumnunaut ВУ Е ДЕ ДУМАНЫ 8 ft, 厚度 为 5.5 in 它 是 由 7079-76 F Pr Eh 

ЖІГІ, 438885 НЕ s£ pi J 9 50000 1bf/in2, WIARE A WS F 15000 ft BEEF BF, ЗР eE PC EE BU 

环 向 应 力 -《 计 算 时 使 用 壳 体 的 平均 直径 ,海水 比重 为 64.0Ibfrin. 200536254800 lbhfrin2) 

Зо АЭ ЈАЗ ИТА ЕЕ, ЗВ уру p, 假设 沿 柱 党 长 度 半 径 的 膨胀 是 常数 , pti t kE s ва 

位 体积 增加 的 公式 。 (ERGE -A E aa) 

HR Bi wa HEE ERER EM ELERIA, 设 内 压 р- 0.5 MPa, JF A =1.5 m, 半径 
350 mm, НВ u =1/3, 弹性 模 基 E 200 GPa, (R IA V/Y = 10 2) 

НЕЕ Е ЕНЕ Ее E АЛУА. 两 个 壳 的 原 度 均 为 和 .1 in, 组 件 的 半 均 直径 为 4 
ino ТЕЛЕРИ НЕ A 0.004 in, МАЖА ЫНА ЫЫ. Es = 10 x 10 Ыт: 
WE. = 30510 bí, С.о = 7500 bf/in2, z. = -7500 ІМ/іп?) 
БЕТПЕН REE E B t5 25 m, 厚度 为 15 mm, 该 容器 由 届 服 点 应 万 250 MPa йу PER 6] 
%,% Ж ЖІКТЕ 2.5. WAA TEPERT HAARA : (O REENA АГЕР BI], сын 
HRE БЕНЕН 75%, С6Ж.р-0.24 MPa, p=0.18 MPa) 

RERA E ETES AT( 各 多 均 为 常数 ), 试 求 壳 的 单位 体积 增加 ; 设 材 料 的 线 膨胀 系数 是 с. СЕ 
Ж.За(АГУ) 


题 3,27 -<ИЗИЕМБЕНЕ ИНЕМ, 
БЕН ЕБ С Ер, 如 图 3-20 所 
ж ЕН ЕЛУ 的 液体 充满 。 系 统 的 重量 
ФН ЕИ ЕЖ, КЕНЕН Ж. 1 
求 回 柱 过 内 环 向 应 力 及 子午 线 向 应 力 的 峰值 以 及 
SERTE у ЕЛУ Л. (ER AERA: а = 


Reu ХЕ R. 
, (H R) a= H-È] 


ЗЕК: УНЕ (2А) 

题 3.28 EAEE 3.18, AEE AHE S a 
ВО W W F IRIRA 12600 1bfyin2 如 果 取 
安全 系数 为 1， 5, 其 余数 据 如 题 3.18 ЕЕ ШЕН, 

试 水 所 需要 的 枚 摩 。( 答 案 ;0.0074 in) 


ІҢ 3-20 


ax, > 


жаж ж +z * 


41 剪 切 力 的 定义 
通过 物体 作 一 截面 , 作用 在 这 个 截面 内 的 力 称 为 前 切 力 , 或 称 为 前 力 , 用 F, 表示 。 
4.2 前 应 力 的 定义 


剪 切 力 除 以 其 作用 面积 ,所 得 结果 称 为 彰 应 力 , 或 称 为 切 应 力 。 本 书 中 将 之 表示 为 ,于 
É. 


= 5 (4.1) 


4.3 前 应 力 和 法 应 力 的 比较 


如 图 4-1 所 未, 用 与 杆 件 轴线 垂直 的 平面 aa 截取 部 分 杆 件 ,法 应 力 6 是 垂直 十 该 平面 的 
应 力 。 此 种 应 力 是 我 们 在 第 1.552 和 第 3 章 中 研究 过 的 应 力 。 

前 应力 是 沿 着 该 平面 作用 的 应 力 ,因而 将 之 表示 为 r。 出 此 可 知 ,法 应 力 和 前 应 力 的 区 别 
是 作用 方向 不 同 。 


4,4 АБ É 


关于 剪 应力 的 分 布 方式 必须 作 某 些 假设 , 同时 考虑 到 目前 尚 缺 乏 更 为 严谨 的 知识 , 因而 假 
变 : 在 本 章 反 讨论 的 所 有 问题 中 , 基 应 力 将 被 取 作 均匀 分 布 的 ,因而 表达 式 + = F,/ A 可 表示 作 
用 截面 内 的 平均 齐 应 力 。 


4.5 应 用 


冲 孔 作 业 ( 题 4.2)、 木 材 试 验 试 件 ( 题 4.3)、 钢 钉 连 接 ( 题 4.5)、 煤 接连 接 ( 题 4.6) 以 及 这 
B| e (l 4.10) 等 都 是 含 前 应 力 的 最 常见 实例 。 


* 本 章 标题 的 原文 是 Direct Shear Stresses, ІҢ 内 习惯 的 你 谢 ,将 之 译 为 " 移 切 ”一 一 译 者 注 


.. Мамин анны rp PETRA AEAT аны ынаны ыы ыы Я 


we 


4.6 前 应 力 引 起 的 形变 


考虑 取 自 受 力 物体 内 的 乍 形 平面 单 睛 体 的 形变 , 作用 在 此 单元 体 输 面 上 的 力 是 前 应 力 ,其 
方向 如 图 4-2(a) 所 示 。 

我 们 假设 ;与 纸 平 面 平 行 的 单元 体 界 面 是 自由 的 。 由 十 在 单元 体 上 没有 法 应 力作 用 , 当前 
应 力 假设 为 + 时 , 矩形 单元 体 的 边 长 不 会 变化 , ПЕСЕН ИНДЕ ЕЕ ЕЛ, нм 
力 引 起 的 畸变 发 生 之 后 ,单元 体 的 构 形 如 图 4-2tb}) 中 的 虚线 所 


наь. Т 


ІН 4-2 


47 剪 应变 


发 生 在 原始 矩形 单元 体 角 点 处 的 角度 变化 定义 为 前 应 变 。 它 是 用 弧度 {rad) 来 度 基 的 , 通 


常用 у 表示 。 
4,8 УЕ 
前 应 力 rc 和 前 应 变 y HERAN ЕН С 来 表示 , АЙ 
G = y (4.2) 


G 也 可 称 为 刚性 模 量 。 

G 的 单位 与 前 应 力 相同 , 亦 即 ,“]bf/in2" 或 “N/m2”, 原因 在 于 应 变 是 无 量 纲 最 。 关 F G 
的 实验 测定 ,r Му 的 线性 作用 区 等 内 容 ,将 在 第 5 章 讨论 。 与 第 1 草 中 辐 出 的 法 向 载荷 的 应 
力 -应 变 关 系 图 祖 同 ,也 可 画 出 各 种 材料 相应 上 了 剪 切 载荷 的 前 应 力 -应 变 图 形 。 这 些 图 形 具 有 
与 第 1 章 图 形 相似 的 一 般 性 特点 ,图 上 的 具体 数据 当然 是 不 相同 的 。 


4.9 焊接 连接 


作为 对 通常 的 气体 焊接 和 电弧 焊 搂 工艺 的 补充 , 在 过 去 的 十 余华 中 出 现 I 两 种 非常 有 意 
义 的 新 方法 ;(a) 电 子 东 焊接 (b) 激 光束 焊接 。 


491 电子 束 焊 接 


在 电子 来 焊接 (EBW) 中 , 是 用 聚焦 高 能 电子 束 宪 击 待 烛 接 金属 的 表面, LISAR E 
接 的 。 这 种 电子 束 具有 很 高 的 能 量 密 度 , 因而 能 形成 很 深 、 很 罕 的 焊 链 ， 与 气体 焊接 或 电弧 焊 
接 比较 , 电子 束 糙 友 的 形成 更 为 快捷 , 母体 金属 形变 也 更 少 。 电子 束 焊接 的 不 利之 处 在 于 : (1) 
待 焊接 金属 的 表面 必须 加 工 得 非常 平整 。 (2 在 某 些 情况 下 , 电子 床 焊 接 必须 在 部 分 真空 的 于 
说 中 进行 。 此 外 , 尚 需 采取 安全 防护 措施 ,以 防止 电 了 束 对 人 体 的 伤害 ( 见 题 4.12). 


4.10 Pl 题 . 61. 


4.9.2 激光 束 焊 接 


仁 激 光束 焊接 (LBW) 中 , 金 谋 的 糙 接 是 通过 光 能 源 京 焦 在 很 小 的 区 域 上 实现 的 , 例如 贺 
形 区 域 直 答 遂 常 是 100 — 1000 pm(0.004 — 0.040in), Laser 一 词 是 “射线 刺激 增强 光 放 大 ” 
(light amplification by stimulated emission of radiation) 的 英语 字 头 连 写 。 能 量 密度 量 级 达到 
10° W/cm’ (6 x 10sW/in?) 的 激光 东 才 适合 于 金属 的 焊接 ,激光 东 爆 接 能 产生 高 质量 的 爆 链 ， 
但 必须 采取 防护 措施 以 保护 激光 器 的 操作 者 , 特别 注意 对 人 眼睛 的 保护 。20 世纪 60 年 代 后 
期 "阿波 罗 " 登 月 探测 器 中 的 热电 偶 激 光束 焊接 是 第 一 个 成 功 应 用 的 范例 , 当前 常用 的 典型 系 
统 包括 有 :红宝石 激光 器 ,二 氧化 碳 以 及 各 种 稀有 矿物 材料 等 。20 世纪 90 年 代 道 用 的 工业 应 
用 有 :数字 手 串 及 心脏 起 捕 器 用 电池 封装 ;自来水 笔 黑 水 盒 的 封装 ;电话 线路 连接 以 及 在 航空 
航天 技术 ,汽车 及 电子 消耗 品 中 的 大 量 应 用 等 。 


4.10 fil 题 


题 4.1 如 图 4-3 ЕЕЕ, 力 P = 30 kN, 螺栓 直径 是 10 mm。 试 求 aa 及 b-b 截面 内 前 
应 力 的 平均 值 。 


ЕН кв 因 为 缺乏 更 精确 的 资料 ,我 们 只 能 假设 用 P 平均 分 布 在 截面 ka 和 bb 上 , 亦 即 (30x 
10 )72= 15x 103N FHERR E, 截面 积 为 x(107)/4 = 78.6 mm?, ИН ЕҢБЕ? 
r = P/(2A) = 15 x 102/78.6 = 192 (MPa) 
кй 4.2 ЖЕСЕМ ИТ ӨЗА IE W ER 2925 45000 Ibi/in2, 今 和 欲 在 厚度 为 3/8 in 的 钢板 上 冲 一 个 
直径 1 in 的 孔 。 试 求 所 需 的 力 P。 如 果 此 种 材料 的 前 切 模 基 为 12 x 105 lbfyrin2 ЖЖ 
FLAS 7) Е 21000 lbi/in? 时 ,前 应 变 是 多 少 。 
Ж ЕР 假设 均匀 前 应 力作 用 在 直径 为 1 in、 高 度 为 3/8in 的 
WE 表面 上, 如 图 4-4。 由 平衡 方程 P= A =xz(1)(3/8) 
(45000) = 53100 lbf。 
为 了 确定 前 应 力 等 于 21000 Jbi/in? 时 的 前 应 变 , 根据 定义 
б-т/у, 88| у-т/С-21000/12000000--0.00175 rad, 
RN 4.3 在 木林 工业 中 , НЕН A RE iri B] 3 W| ë By 8522 E 
剪 强度 。 今 有 一 对 粘 结 的 木 块 4 # B, 它们 在 垂直 子 
底 平 正方 向 上 的 宽度 是 1.5 in, 如 果 引 起 黏 结 接头 破坏 图 4-4 
的 铅 下 力 是 9000 lbf, 如 图 4- 5(a) 所 示 。 斌 求 此 胺 的 强 
度 极限 。 要 指出 的 是 ; 比较 好 的 胶 会 引起 木材 的 大 范围 据 裂 。 
Ж EF ПЕТАК А 的 平衡 , E Pr KJE в 施 如 企 下 方 木 块 A 的 作用 力 有 法 向 力 和 切 向 
力 ,如 图 4.5(b) 和 (所 未 的 透视 图 和 正视 图 ， 
普查 图 4-5fc), 水 平方 向 的 单 衡 方程 , 有 
ХБ, = r(2)(1.5)cos75'- z(2(1,5)eos15" — 0 


Жың 
а = 0,269г 


62 


ЕЙ 4.4 


题 4.5 


914.6 


УТАА) PETEA 
` F. -. 9000 — r+r(2)(1.5)an75 - ce(25(1.5)cos15° = 0 
M a = 0.269 r 代入 上 上 式 ,可 解 出 


+ = 2900 lbf/in? 


图 4-5 


Во 857 75 E 100 MPa, 车 材料 的 刚性 模 植 = 85 GPa, 试 求 前 应 变 y, 
НМ EF FREE G= Y, RENAE 
y = r/G = (100 x 10°)/(85 x 10°) = 0.00117(rad) 
如 二 4-6 所 示 , НЕТ НЕВЕ, А ИТЕ 125 20 mm, 载荷 P = 30 kN, 
ЗК ЕТ А5 ЕРІ), 


E 4-6 


解 EE АЕТ ЕЗУ PA, ih ARDIDE. DEREN AA E p sz 


ВИТА А 1.5 mm, JJ FN R НН ЕТУІ, КІЛІ 


o 30000N 
` (а/49(0.0215)2 


连接 两 块 扳 料 的 一 种 常用 焊 法 是 填 角 焊接 , pr phili aa iB 常 头 受 剪 切 以 及 拉 伸 或 压缩 ， 
还 经 常 有 附加 的 弯曲 。 对 二 图 4.7 所 示 的 两 块 板 , 试 求 许 可 载荷 p. 
设 材料 用 十 前 切 载 荷 的 许可 应 力 为 11300 lbf/in?， 此 许可 应 力 是 美国 焊接 协会 颁 


= 8.26 х 10 N/m2, 382.6 MPa 


ІҢ 4-7 


ті 54 mamaman a" 


натан еге 


i -4-- аз 


ба sar sana же, eA REA a, еф 


EH 4.7 


题 4.8 


4.10 0] ЕД 


4842. 


ЖИЕН. ВЕЕТ H AR ЕНІН В ЛУ 7, 载荷 作用 在 两 个 焊 颖 
P B hi. ' 
ЕҚ ағ BRARED Туа АН”, G Bi tF F. АЕ F (1/2) sings -1.353 
т. ЖАНИЯ НЕЗ A C Eyl МОР НЕН, ДСА у 700.253) - 2.47 
т IRF аР Р a J Jia 28 8 2 39, Вр 

P = 11300(2)(2.47) - 56000 (bf) 
传动 轴 和 皮带 轮 是 用 键 联接 在 - -起 的 , 如 图 4-8 (а) Атк, WE e K ЕНЕ J B SE 
为 10000 ІЫ, 使 用 尺寸 为 (1/2) x (1/2) x 3 的 键 将 轮 与 轴 联 接 在 - -起 ,传动 轴 的 青 
径 为 2 in。 试 求 刍 水 平 截 面 内 的 前 应 力 。 


10,000 Ibi.in 


Ж EF 单独 画 出 皮带 轮 的 分 离 体 图 ,如 图 4-8{b) 所 未 。 可 以 看 出 ,施加 的 10000 Ibi in 的 扭转 力 
侦 需 由 键 作 用 在 轮 上 的 水 平 切 向 力 下 平衡 ,关于 轮 心 的 转 矩 平 窗 , 有 
У) Mo = 10000 - Е(1) = 0, WH F = 10000 lbf 
此 处 要 指出 , 轴 提 供 的 附加 力作 用 在 轮 上 ,但 没有 表示 出 来 ,这些 作 用 力 通 过 中 心 口 ,因而 不 会 
出 现在 上 述 转 撼 方 程 中 。 作 用 在 键 上 的 合力 如 图 4-9(a) 所 示 。 实 际 上 , 向 右 方向 作用 的 力 F 是 作 
用 在 键 的 元 侧 表面 下 半 面 各 王 分布 力 的 合力 , 与 此 类 似 , 其 他 力 下 亦 均 为 各 分 布 力 系 的 合力 , 四 分 
布 的 真实 情况 尚 属 未 知 。 


Bú K FR IH aa 以 下 部 分 的 分 离 体 图 如 图 4-9(b) 所 示 。 水 平方 向 的 平衡 方程 为 
ХЕ, = 10000- =(1/2)(3) = 0, $E r = 6670 Díf/in2 
此 即 为 键 中 的 水 平 前 应力 。 
海上 巡航 散 的 救生 禾 在 端 部 由 绕 在 缆 轮 上 的 钢 缆 县 挂 , 缆 轮 安装 在 基部 甲板 的 挂 艇 
架 上 。 钢 缆 每 端的 拉 伸 力 是 4000 N, 钢 缆 与 缆 轮 均 按 装 在 铝 直 平 面 内 ,如 图 4-10 所 
示 。 缆 纶 可 绕 图 东 的 水 平 辆 轴 自 由 转动 。 如 果 贺 轴 材 料 的 许可 筋 应 力 为 50 MPa, 斌 
RAMA, 


264. жаз 8 J 


П 
І 
П 
І 

тта варте a a 


MO mman wasa 222 pe w 一 ar —_ = 
riir baia pT hh I ET EAEE T ow 
ci 


解 тт ИЛЕ БЛ А Ати, АУ ТЕНЕ Р БЛ Rn 和 Ry。 出 
苦力 学 平衡 方程 , A 

> Fp =- Ru + 4DDDsin60° = 0 

Ryu — 3464N(—) 


Y Fy- Ву- 4000 - 4000cos60° = 0 
R, — 600054 Ë) 


8 4-10 Н 

: 

Rr f Ry WJ r HEF R = у (3464)2 + (6000) = 6930(N), 其 方向 与 水 党 轴 夹 角 为 8 ! 
0 = arctan SN = 60° I 


НЕ ЕНЕН Еву 77-5709 4-1 所 示 力 数值 相等 .方向 相反 。 如 果 假 设 合 力 6930 N 均匀 分 布 在 
КЕНЕН, 则 嵌 向 前 应 力 如 图 4.12 所 示 。 由 方程 (4.1), 有 有 


6930N : 
(z/4)d2 i 


其 中 a MARRARA, Ki 2-13.3540 а d= 13.3mm. | 


50 x 10°N/m? = 


图 4-11 图 4- 12 


题 4.9 如 图 4-13 所 示 , 楼 房 高 为 60 加 ,三 个 方向 的 视图 均 为 矩形 。 作 用 在 铅 衣 表面 上 的 水 

平 风 载荷 , 可 以 近似 地 认为 在 一 层 的 每 一 屋内 均匀 分 布 ， 如 图 示 。 由 每 层 中 点 处 的 风 
压力 实测 资料 , 可 知 风 压力 下 层 为 781 N/m, 中层 为 1264 N/m, 上层 为 1530 N/m. 
为 使 楼 房 基础 能 承受 此 风 载 荷 , 试 求 基础 应 共有 的 抗 藤 切 能 旋 。 
Қ ғ 风 载 荷 作用 在 每 层 的 水 平方 分 别 为 

P, = (20m) 50m) (781IN)/ m — 781 kN 

P; = (20m3)(50m)(1264N)/02 = 1264 kN 

Ps = (20m) (50m) (1530N}/ m? = 1530 kN 


.10 例 是 46- 


ы 


1530 kN meje- 
1264 KN mje- 


75] KN =i- 


F, 
[| H 


ІҢ 4.13 图 4-14 


可 以 认为 这 些 力 均 作用 在 每 层 的 六 启 度 上 , 楼 房 的 分 离 体 图 如 图 4-14 所 示 , 其 中 Fr 表示 由 基 
础 施加 在 楼 房 上 的 水 平反 力 。 水 平方 向 的 平衡 方 程 ,有 
У Fa = 1530 + 1264 + 781 — Fy = 0 
Ен = 3575 kN 
如 村 我 们 认为 这 个 水 平 的 友 力 均匀 地 分 布 在 结构 的 基础 上 ,那么 让 (4.1) 式 可 以 得 到 水 平 剖 应 力 
为 


3575KN 
(3Dm)(50m) ` 


些 即 为 基础 应 具备 的 抗 剪 切 能 力 。 

题 4.10 在 北大 西洋 ,冰山 (经 常 重 达 8000 MN 以 上 ) 常 会 对 海上 交通 构成 威胁 , 目前 的 技术 
可 将 其 拖 至 无 危险 的 地 方 。 有 具体 作法 是 用 一 艇 无 人 驾驶 的 遥控 潜水 艇 在 冰山 的 水 
下 约 30 m 处 外 一 个 润 , 然后 在 润 中 插入 ”个 图 简 形 的 插 村 , 如 图 4-15 Pr. Juk 
是 一 个 直径 为 100 mm 的 图 钢管 ,用 通过 钢管 内 的 一 个 小 孔 喷 射 二 氧化 碳 的 方法 将 
播 桩 牢固 地 固 结 在 冰山 孔 内 。 这 些 气体 很 快 结 冰 , 并 填 在 钢管 和 冰山 孔 之 宫 的 蹇 小 
圆柱 形 空间 肉 。 用 一 根 钢 缆 将 播 桩 的 露出 端 和 牵引 船 连接 起 来 。 如 果 固 态 二 氧化 
碳 的 许可 前 应 力 为 0.5 MPa, ЛАЙ АНЫҒЫ ғ, 以 使 得 府 引力 为 200 kN 时 
不 至 于 将 播 柱 从 冰山 中 拉 上 出。 


2,28ЕМ/т? 


ғ 


图 4-15 


М ағ MRG EIDER ik E ШІН 4-16 所 示 , EH: TERRAE MEELED, + 
是 国 态 二 氧化 碳 中 的 前 应 力 。 ӨТУ ИНЕМЕН ыт. шта 
LEE: 


= 55 ' Баш 前 证 


S Fy = T- трт 0 
200000N - л(0. im) L (0.5 x 10°N/m2) = 0 
艇 出 


图 4-16 


题 4.11 有 时 需要 设计 某 种 特殊 的 结构 所 件 , 该 扣 件 拉 伴 强度 很 高 ,而 横向 剪 切 纲 度 较 差 , 四 
引擎 宽 体 飞机 的 现代 设计 中 就 可 以 找到 这 样 的 例子 。 每 个 引 获 都 是 用 铝 合 金 曙 容 
连接 在 机 咒 内 的 主 框架 上 的 ( 见 图 4-17(a)), 这 种 螺栓 足以 支持 引擎 的 重量 以 及 飞 
行 中 的 附加 载荷 。 然 而 合金 治 殿 时 要 保证 每 个 螺栓 只 能 承担 在 偶然 此 件 强迫 著 陆 

中 发 生 的 .适度 的 横向 前 切 万 , 以 致 可 使 引擎 脱离 机 翼 。 
如 果 每 个 螺栓 的 剪 切 强度 极限 是 120 MPa, 直径 是 20 mm, 用 四 个 螺栓 将 引擎 
牢靠 地 连接 在 机 路 上 上 。 试 求 作 用 在 引 敬 和 地 面 之 间 的 .可 以 使 引擎 脱离 机 可 的 水 平 


力 。 
na 7 


—[hs 


қ 


(b) 
ІҢ 4-17 


Ж EF 引擎 和 4 个 螺栓 的 分 离 体 图 如 图 4-17(b) Pr R, ФЕ, 是 每 个 螺栓 的 极限 前 切 力 。 


(F.==A), RT r ERRIEDA 是 每 个 螺栓 的 截面 积 , F, 是 地 面 加 在 引 获 底部 的 力 。 要 指 
出 的 是 ,机 身 的 下 侧 高 于 引 警 座 部 。 注 意 到 


F, = + (0.020m)2(120 х 1069N/m2) = 37.7kN 


. 6? 


ЖЕТА] ЕН AJ (B 2: A J W h] ) 
“Ер = Е,-4Е,- 0,F, - 437.7} = 151kN 
题 4.12 发 电机 的 某 个 承 拉 零 件 ( 见 图 4-18) ht 304 不 锈 钢 制 成 的 , 板 厚 2.5 in。 相 邻 的 端 
ЕН ЕДЕН pH 200 kw 功率 的 电子 束 焊 接 设 备 焊 接 的 。 母 体 钢材 的 强度 
ЖЕҢЕ 29 160000 112, ЕНЕ 100% 有 效 的 , 试 确定 宽 14 in 的 截面 能 传递 的 
力 , 若 焊接 是 80% 有 效 ,这 力 叉 该 是 多 少 。 


ні 


H 4-18 


Ң ЕР 若 焊 接 是 100% 有 效 , 模 巷 面积 为 (14 in)(2.5 m)=35 in?, 许 可 载荷 将 由 下 式 给 出 P= 
(35 in (160000 Ibf/in2) = 5.6 x 10° lbf 
FREA 80% 存 效 ,许可 载荷 为 
P = (5.6 x 10459 (0.80) - 4.48 x 101bf 
题 4.13 БЕЛЖЕЛІЛбІ JE 1.75 КА, ЕНСЕ АЕ ПЕШІ 
4-19, IZLE EN 100 kW ВОЕНЕН, WE KA EHTED 
为 65000 Ibf/in2, 焊接 为 100% 有 效 , 试 求 许可 载荷 P. 


45° 


Aka ai 


E 4-19 


Ң УНАН ЕКІГЕ 4.20 所 示 , H rH, 3 АЗЫ ТИТРУ ЕУ 0), с 表示 和 剪 应 


力 。 当 然 , 这 些 都 是 单位 面积 上 的 力 , 应 将 之 与 45* 截 而 的 面积 bt/cosd5 ЖНЖ, ҚҰНАН, 为 
ARAE., REUSEA TED 


_ bt ._ _ Posas 
DF = т =.) Рсом5 = 0,2 = H 
2 
65000 Ibf/in? = E2 


~ {1.750} (1/16) 


解 出 
P = 7110 (bf 
с 45° 
Р SDE e h i 
( —— T 
b= 1.75 m 
(а) (b) 
图 4-20 
4.11 3 题 


Шаға 存 题 4.1 中 ,如 果 许 可 前 应 力 为 14000 lbf/in?, 试 求 螺 恰 直径 ,以 使 工作 应 力 不 臻 超过 许可 应 力 。 
(98.4 = 0.585 in) 


4 —— imi 


题 4.15 ОЗІНЕ 20 mm, ЛИН З ЯК ТЕГЕ 10 mm 的 铜版 ІЛЕ, 如 
Жадты ЖЕНІЛ ЛЕ 250 kN, ЖЫҚ АУ А (СБ 
` r= 400 MPa) 
SN Ж 题 4.16 在 结构 .上 程 中 , Sd hi 8 FT z ЕЖДИ ERKEK КІН A Bi 8 ЕН 
d БЕ. WREKEN S ATEI EH ДЕ 10000 ibit F y, ГЕ 
4.21 АТК, Mk jiH B T B fe 2 7/8 m DJ ST] R IH 06, Pt K 
EA RETE BJ E PJ BP 7. 与 题 4.5 相同 , 从 月 设 钾 钉 充 满 钉 
Ë] 4-21 iL, ЛЕНІ 1/16 in, (答案 ;7200 Ifin?) 
题 4.17 ЕЛЕНЕ 60 mm ЕВ ШЕН АНА, 不 等 的 
皮带 张力 Ti 和 T, 作用 在 皮带 轮 的 两 过 ,形成 转 矩 120 N: 
m. 键 的 长 度 为 75 mu, 截面 尺寸 为 10x 15 mm, mE 4-22 所 
示 。 试 关键 水 平 截面 内 的 平 的 前 应 力 。( 管 案 :r 一 5,33 MPa) 
题 4.18 考虑 如 图 4-23 RARE КЕНЖЕНЛЕ ñr B 
载荷 , 其 合力 为 80 kN。 心 轴 直 径 500 mm, У Б.Р 
面 焊 接 的 , 煤 色 为 10x 10 mm, 其 放 太 后 如 图 所 示 。 试 求 焊 幼 
内 的 平均 甬 应 力 。{ 管 案 ;2.,5 MPa) 
题 4.19 如 图 4-24 лі ХОН SIR ШЕН ЫҚ, АЕ 
中 的 最 大 前 应 轧 。( 答 案 :0.707 P/ab) 
题 4.20 外 径 55 mm EEH 5 mm 的 钢管 套 奖 在 直径 为 40 mm 的 钢 8 4-22 
BF, 用 两 个 直径 8 mm МЕНЕН ИЫН, 8- 


Қанатынан Ч Ча Saa <mana ҒАДЫ анада нан ын 


шы, естер кті к k... (NY 


La лылы ағыта" 5 


图 4-23 


ІҢ 4-24 


МЕГЕН НИН РЗШ, 将 它们 固 结 在 一 起 , 室温 时 组 件 内 是 无 应 力 的 。 今 令 组 件 升 温 : 
402, КЕТИРУ ОЈ, (8 Е-906Ра,4-18х1079/С,% Е - 200 СРа, а 12х1075/6) 
(3, = 132 MPa) 
题 4.21 在 骨科 治疗 中 。 АЖЕ ЕНБЕК, 必须 使 用 植 入 手术 。 因此 ,人骨 的 前 切 强度 
将 是 一 个 很 里 要 的 参数 。 有 对 植 入 一段 动物 的 骨骼 ,但 必须 选择 与 人 骨 具 有 相同 横向 前 切 强度 的 
TMo AE, FER GREER 4-25 所 示 的 实验 , ШЕЛІ 150 mm2, 为 将 骨骼 前 
ЙТ, ITERA F = 600 N, 试 求 平 均 横向 剪 应力 。{ 答案.2 МРа) 
题 4.32 在 飞机 以 及 汽车 加 工 中 ， 两 块 薄 金 岗 板 经 常用 单 措 粘 接 , 如 图 4-26 所 示 。 若 金 属 板 厚 2.2 mm, Ж 
氧 树脂 粘 结 金 属 时 的 前 切 强 订 极限 为 2.57 x 101 kPa, 环 气 树 蕴 的 剪 切 模 量 是 2.8 GPa, ЕЛЕНЕ 
面积 12.7x25.4 mm 内 都 是 有 效 的 , 试 求 此 种 迄 接 所 能 承担 的 最 六 轴 向 力 。 《 略 去 由 于 两 块 板 不 在 


4.11 М ы 


Е=600 № 


0.127 тт 


ІҢ 4-26 


Ш 4.23 如 果 题 4.22 中 环 氧 树 莫 的 剪 切 模 量 是 2.8GPa, 粘 结 层 的 厚度 是 0.127 mm, 试 求 破坏 过 程 中 两 层 使 
局 板 的 相对 轴 向 位 移 。( 答 案 ;0.0017 mm) 


жож а ж 


5.1 扭转 的 定义 


考虑 一 个 一 端面 定 , 另 端 承受 扭转 力 偶 ( 转 矩 )T= Fa 作用 的 杆 件 , 该 握 转 力 偶 作 用 在 与 
杆 轴 垂 育 的 平面 内 ,如 图 5-1 所 示 , 这 样 的 杆 件 处 于 扭转 之 中 。 捍 转 力 个 的 另 一 种 卖 示 方法 是 
一 个 治 杆 轴 的 友 稍 头 矢 量 。 


5.2 扭 ж 


有 时 可 能 会 有 若干 个 力 价 沿 轴 的 长 诬 作 用 , 在 这 种 情况 下 , 为 方便 引入 一 个 新 的 物理 
量 一 一 起 算 。 任 意 一 个 截面 内 的 手 矩 等 于 其 一 仙 作 用 在 轴 上 的 力 偶 窍 的 代数 和 , 至 于 选择 哪 一 
ІШ, 在 所 有 情况 下 均 是 任意 的 。 


5.3 ЖЕЖ 
对 于 外 径 Po, 同心 内 孔 直径 Р, 的 空心 圆 轴 , 其 横 截面 的 极 惯性 矩 通 常用 J 来 表示 ,计算 
公式 为 
J = 35004 ~ DÍ) (5.1) 


ЖАМБ ЕЖ ІН р, =0 得 到 , 见 题 5.1, 极 惯性 矩 J 是 横 截面 的 几何 (数学 } 性 质 。 
通常 会 在 研究 圆 轴 扭 转 应 力 时 用 到 。 
将 上 述 公式 写成 如 下 形式 有 时 会 更 便于 应 用 


J = 35008 + DODI - D$) = (Di+ DICO + Di)(Do - Do) 


对 于 外 ,内 径 差 (Do - Di;) 是 很 小 的 量 时 , 此 处 的 最 后 一 个 表达 式 对 了 的 数值 计算 是 很 有 用 的 。 
见 题 5.6. 


5.4 扭转 前 应 力 


无 论 实心 回 轴 还 是 空心 圆 轴 ,扭转 前 应 力 r 均 可 用 下 式 计算 ; 


5.8 计算 机 解法 ел. 


T= та (5.2) 


式 中 p 是 计算 前 应力 处 与 圆 轴 中 心 的 距离 , ДЕ 5.2986 
出 的 。 此 式 的 应 用 可 参阅 题 5.4, 题 5.5, 题 5.9, 题 5.10 和 题 5.11. 
上 式 所 表达 的 应 力 分 布 由 轴 中 心 的 等 { 实 心 轴 ) 恋 化 之 外 缘 处 的 最 大 ， 
如 图 5-2。 需 要 强调 指出 的 是 ; 轴 内 任 一 点 处 的 前 应 力 均 不 应 超过 材 | 
料 (前 应 力 ) 的 比例 极限 。 Eg 


5.5 Ву A% 


如 果 在 未 加载 的 圆 轴 上 灌 母 线 作 一 标记 直线 


Y-i a-b, PAES H B 3 T 作用 之 后 , 线 
( Тт сес: j P) a 一 上 将 运动 至 4a -b 处 , 如 图 5-3 所 示 。 在 
— 
Т 


НӘН ЕЛІЗІЛЕДЕ E BS ВАЕН Е 
位 置 之 间 的 角度 y, 定义 为 圆 轴 表 面 上 的 前 
应 变 。 同样 的 定义 也 适用 于 圆 轴 内 部 的 各 
Mo 


5.6 ЛЕН 


前 应 力 与 前 应 变 的 比值 叫做 前 切 模 量 ,与 第 4 章 相 同 ,由 下 式 计算 : 
G = (5.3) 
我 们 再 一 次 指出 , G 的 单位 与 前 应 力 相同 , 因为 前 应 变 是 无 量 岗 量 。 


5.7 #H % fl 
如 果 长 度 为 LHA, 在 其 两 端 受到 常量 力 偶 тін MAMAE mA 0 
为 
= су (5.4) 


其 中 J 是 截面 的 极 惯性 矩 , NEA 5-4。 这 个 方程 式 是 在 题 5.3 中 导出 的 ,其 应 用 可 见 题 5.5, Ei 
5.7, 题 5.8, 题 5.11, 题 5.12 和 题 $.13。 这 个 表达 式 仅 对 于 纯 弹 性 担 转 时 才 是 正 衫 的 。 


5.8 计算 机 解法 


对 于 变 径 的 圆 截 面 轴 , 扭转 骨 9 可 用 下 述 方 法 计算 , 即将 圆 轴 沿 其 长 彰 分 割 为 若干 个 子 
段 ,对 于 每 一 个 子 眉 , 均 可 将 其 直径 取 为 一 个 常数 。 这 种 计算 过 程 非常 适合 于 应 用 计算 机 , 相 
应 的 FORTRAN 计算 程序 由 题 5.14 给 出 {也 可 见 题 5.15)。 
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5.9 动力 传动 


以 定常 角速度 w(r/s) 施 转 的 贺 轴 , 由 于 承受 的 扭转 力 偶 矩 昆 个 ,因此 传动 的 功率 是 P= 
Tm。 此 外 , 如 果 将 转速 表示 为 每 秒 内 的 转 数 У, 则 传动 的 功率 是 P=2rxfT( 见 是 5.9, 题 5.10 
和 题 5.11). 


5.10 圆 轴 的 塑性 扭转 


如 果 作 用 在 实心 圆 轴 上 的 扭矩 不 断 增加 , 扭矩 的 数值 总 会 达到 使 图 辅 最 外 侧 纤 维 的 应 力 
等 于 材料 的 屈服 点 。 这 是 圆 轴 能 承受 的 最 大 的 可 能 弹性 扭矩 ,用 T. Жа. НАНА 8 
长 将 使 里 面 材料 纤维 达到 届 服 点 , 随 之 届 服 过 程 由 外 部 向 内 部 发 展 。 极 限 状态 发 生 在 所 有 纤 
维 的 剪 应 力 都 达到 屈 眼 点 时 , 此 时 的 捍 矩 为 完全 塑性 扭矩 ,用 T, 表示 。 如 果 我 们 不 再 考虑 超 
УВУ ЭЛЕК АУЛ 27, 则 T, 就 是 该 轴 所 能 承担 的 最 大 可 能 扭矩 。 对 于 受 扭 的 实心 圆 轴 可 参 
阅 题 5.21, HF T, =4T,/30 


5,11 Й 题 


题 5.1 ”导出 空心 截面 圆 轴 以 及 实心 圆 轴 的 极 惯性 矩 表达 式 。 
М8 E + DoD 分 别 表示 空心 圆 畏 的 外 ,内径 , 由 了 


轴 对 称 性 , 选择 极 坐 标 最 为 方便 , 如 图 5-5, 

根据 定义 , 极 惯 性 第 应 由 下 述 积分 计算 ， 

J = [еа 
A 

式 中 积分 限 A ЖЖ БАВА КЕЙ КЕНІН. 

为 了 计算 上 述 积分 , 选择 半径 为 p. 径 向 宽度 为 do 
的 罕 国 环 作为 积分 面积 元 素 ,如 图 未 。 这 个 网 环 面积 44 
=2xwp(do), FÆ 

Dat 


J= | 0ло)а = 00 - 9) 


图 5-5 ате И 或 ml。 对 于 实心 圆 轴 的 特殊 情 
Я, 上 式 变 为 了 = rD4732, ssh D 为 贺 轴 的 直径 。 
题 5.2 试 导 出 阅 截 面 轴 的 扭矩 和 轴 内 任意 点 处 的 剪 应力 之 间 的 关系 。 
Ñ ығ 如 图 5-6(a) 所 示 , 国 轴承 受 两 个 插 转 力 偶 作用 ,处 于 平衡 。 为 了 确定 该 轴 内 的 前 应 力 
分 布 规律 , 仍 用 一 个 垂直 于 轴线 的 平面 切 制 该 输 。 


TE 


上 述 切 平面 左 侧 轴 段 的 分 离 体 图 如 图 5-6(b) 所 示 。 轩 为 整个 贺 轴 是 平衡 的 , 因而 它 的 任何 部 
分 也 都 应 是 平衡 的 , 显然 在 切 出 来 的 戴 面 内 也 应 有 担 转 力 偶 工 的 作用 ， ЕЛА ЕНЕН, W 


5.11 A 是 


题 5,3 


为 布 轴 且 已 被 除去 ,因此 应 将 其 对 左 艳 各 作用 的 效果 加 在 该 输 段 上 ,这 个 效果 即 为 搜 托 了。 当然 这 
Тин T 也 是 截 商 内 分 布 前 应 方 合成 的 结果 。 为 了 导出 前 应 力 在 截面 内 的 分 布 规律 , 需 作 某 些 假 
设 。 

基本 假设 之 一 是 : 牌 直 于 轴线 的 平 截面 加 载 之 后 仍 为 垂直 于 轴线 的 平面 。 这 个 假设 对 于 国生 
是 正确 的 ,但 它 不 适用 于 非 圆 截面 轴 。 


图 5-7 


图 轴 表 面 上 的 -条 母线 OA, WE 5-7 所 示 , 在 扭转 发 生 之 后 ,变化 至 位 形 D,B 的 位 置 ,两 种 
2222.8] Ы а 表示 。 根 据 定义 , 圈 轴 表面 的 甬 应 变 y 是 
y = tang == g 


此 处 。 是 用 弧度 度量 的 。 由 图 形 的 几何 关系 , 有 


由 此 可 以 有 

pan 
注意 到 轴 段 的 直径 形变 后 仍 保 持 直线 , 因此 距离 轴 心 p 处 
的 剪 应 变 可 以 写作 为 yp = p08/L, 亦 即 ; 纵 向 纤维 的 前 应 变 与 
其 距 中 心 的 距离 成 线形 关系 。 

如 果 假 设 只 研究 材料 的 线性 范围 , 则 前 应力 与 前 应 变 成 
比例 , 亦 即 纵向 纤维 的 前 应 力也 与 其 到 中 心 的 距离 成 线性 半 
系 。 显 然 ,前 应 力 的 分 布 相对 于 柄 轴 的 轴线 是 轴 对 称 的 , 如 
图 5-8 所 示 。 


为 维持 静 力 平衡 , 整个 圆 截面 上 分 布 章 应 力 的 微 力 矩 之 图 5-8 
和 和 等 于 扭矩 , 亦 即 图 5-6{b) 所 示 的 Т, ВП 
T = f zoda 
其 中 da 表示 图 5-8 中 的 阴影 环形 单元 体 的 面积 。 注 意 到 剪 应 力 与 到 轴线 的 距离 成 正比 , 即 
= = Z = 常数 
P r 


АЯҚ ар алалы. TERNE H 


pel 24 = шү 
ызаға. 


注意 到 (ro/p) 为 常 元 ,可 将 之 移 到 积分 号 以 外 。 因 为 |p?dp 是 截面 的 极 惯性 抵 , 已 在 题 5.1 中 导 
出 实心 和 空心 圆 轴 极 惯性 矩 的 公式 。 因 此 待 求 的 关系 是 

T= = 或 Ta 
a TNE, RAAE PIAA BEAS E EEAS KAR, кд ЖАНЫ 
ЖаН AMAR AAE јар Эе 6, 假设 整个 圆 轴 始终 处 于 材料 的 弹性 范围 
之 内 。 
Е Er +L 表示 圆 轴 的 长 度 ,7 表示 截面 的 入 惯 性 矩 , Т 为 扭转 力 个 矩 ( 沿 轴 的 长 雇 为 常数 ) G 


AKURE, EKE L 内 的 扭转 角 用 8 表示 ,如 图 5.9。 
HE 5.2, 可 知 在 o = r 处 最 外 层 纤维 的 应 力 和 应 变 为 


- Te 
J 


. 了 3 ， 


2%. 第 5 章 а 转 


根据 定义 ,前 切 模 其 可 由 下 式 给 出 ; 


RR OR 
y AL 月 


由 此 解 出 


a = I 
ай 
8 5-9 注意 ,8 是 用 强度 (rad) 表 示 的 , ЗЕТА ИИИ. 
有 时 ,单位 长 度 的 扭转 角 是 很 有 用 的 , 它 经 常用 表示 ,$= 0/L= T/GI. 
题 5,4 己 知 由 钢 (G=12x106ibf/inz) 制 成 的 .直径 为 7/4 in ЕН, KEA 4 ito HUEN 


10000 lbf'in, 试 求 最 大 的 前 应 力 和 扭转 和 角 各 是 多 少 ? 


B er НЕ. ШР 

4 
ЖШ 5.2 ФЕНИ О p Bb 05 R 52 8 Z J 3 =, = 
To/ J, BEBE р-7/46 in 处 最 大 的 得 应 力 为 


19000(jbfyin2) 


E k, 前 应 力 由 办 截面 中 心 的 零 线性 变化 至 最 处 层 的 
19000 ]bf/in?, 如 图 5-10 所 示 , 扫 转角 0 为 


TL 10000(48 
= +E = = 0.0435rad Е 5-10 
2 = GJ ` 12 x 100.92) = 


5.5 长 度 为 3 m 的 空心 圆 轴 传 递 的 扭 距 为 25 kN m, 车 规定 全 长 扭转 第 不 得 超过 2.5', 且 
许可 前 应 力 为 90 MPa, 试 求 该 轴 的 内 径 和 外 径 。( 材 料 的 G = 85СРа) 
WW EF 5а, а, SUERA 2, AGNATHA а= TL/GJ, 式 中 8 AWE 
表示 。 于 是 在 3 m 的 长 度 内 ,有 


ml 9000 lbf in? z 


2.5°| red | _ (250003 · т)(3т) 
` 57.3 (85 х 10°№/т2) (3/32) di - dt) 


解 出 
44- dt = (206 х1079п 
最 大 的 前 应 力 发 生 在 最 外 层 纤维 p= 21/2 4, (5.2), 


(25000N · т)(44/2) 
(z=/32)(dú - 21) 


90 x 105Nymaz = 


或 
då- dt = (1414da (10-9 
яи Еа Т 
206 х 107 = 141444(1079) 
可 解 出 d = 0.145 m, 和 将 此 数值 代入 上 述 两 个 方程 中 的 任 一 个 ,可 得 到 а = 0.125 т. 
题 5.6 考虑 一 个 受 扭转 的 薄 壁 管 , 若 材 料 的 许可 前 应 力 为 z,, 试 导出 许可 扭 距 的 近似 表达 
式 和 强度 -重量 比 的 近似 表达 式 。 设 此 薄 整 管 不 会 发 生 屈 曲 , 且 始 终 工 作 在 弹性 范围 
之 内 。 


Ж EF HRAD RRA D. 的 空心 圆 轴 的 役 惯 性 矩 为 了 =(r/32 DI- Dt) MẸ R 表示 此 
管 的 外 径 , 那么 Do = 2R。 其 次 ,: ЖК GER, MM D= 2R -21 
REEE) 可 写成 另 一 种 形式 。 
J = 35108) - (2R ~ 21)+] = FER’ - (R -1)4] 


= 4R —6R2⁄2 + 48; — 14) 


* 厌 书 此 题 外 层 纤 维 pra AA 5-10 均 有 错 。 一 Е 


5.11 f 题 


s 3 ь 4 
аа) 01 |+) ДЕ, 
хет 8 Е, SIE (Е) KJ B U EB g Et 8, i SUPE АИ A J = 
PaRi, 
РЕ E 2: е T= r JR, ЕНЕ ЕТО EF) АЖ T= 2xRitr,e 
此 钢管 的 重量 是 W = yLA, 其 中 YY 是 材料 的 比重 ,上 .4 分 别 是 铜 管 的 长 度 和 截面 积 。 截 面积 
应 等 于 


А = aR (R-1))] = x(2Rt – г?) = еш 一 (2). 


Е 
EREU R) EJ OM, А = 2582, 
mir tip еу T/ W, Вр 
T 2rR2tr Rty 


ЕТКЕН) 
在 圆 轴 的 设计 中 ,上述 比 信和 是 需要 考虑 的 重要 指标 。 
实心 圆 轴 由 一 端 到 另 一 端 呈 缓慢 均匀 变化 的 锥 形 。 小 端的 半径 为 a, 大 端的 半径 为 
a, 且 3=1.2au。 如 果 用 平均 半径 计算 此 轴 的 扭转 角 , 试 考查 其 误差 。 


Ң E 我 们 建立 一 个 坐标 系 , 用 变量 Яғ АЗИЯ) : L 
ВМ Е, 如 图 5-11。 在 x 处 截面 的 半径 是 L 六 


к-а- а= 
ЕшІЕЕИННЕЛ., 

注意 到 惟 角 是 很 小 的 ,考虑 长 度 为 dx МІНЕ Ж yoik 
的 扭转 角 46 将 是 有 将 的 ,这 可 将 拓 转 角 的 公式 8= TL / E 5-1 
GJ 应 用 十 单元 体 , 该 单元 体 的 长 度 是 dr, 半径 是 >= a+ 


[( 思 -a)zr/L]。 对 这 样 的 单元 体 , 极 惯性 短 是 


于 是 ,扭转 角 


将 上 式 积分 , 可 得 到 长 度 L. 内 的 扭转 角 , 即 


в = 2T["- dz = 11| L ) 
РАН. G-a): | Ст 3: b - а [: + ë — 
а 十 +L L 


2 TL [ 1 1 | 


C 3Gn(b — a), p T 22 
如 果 b= 1.22, ЕЖ 0 =1.40433TL/ (Gna) H FERN 118 的 实心 圆 轴 , 有 
人 = TL _ 1.36602 TL 
G алау бла" 


ЖІН отд, 的 数值 ,可 以 得 到 


百分比 误差 = ЕГЕР x100% = 2.73% 


如 图 $- 12(a) 所 示 , ЛЗ ИЕ 2 in 和 10 in 0318 3608 АЗЕ, 
假设 两 个 贺 轴 均 用 轴承 适当 支承 , 以 使 其 避免 承受 弯曲 。 已 知 左 轴 AB 是 由 钢 制 成 
#76 = 12 x 10° lbf/in, 右 轴 CD 是 由 黄 铜 制 成 的 , G = 5 x 10 Ibt/in2, 两 轴 均 工作 在 
弹性 范围 。 今 有 扭转 力 侦 矩 2500 lbf'in 作用 在 D 端 , 试 求 D 端 (CD 轴 的 右 端 1 相对 
ТА Ж(АВ 轴 的 左 端 ) 的 扭转 角 。 


M EF 右 轴 CD 的 分 离 体 区 (图 5-12(b)) 指 出 了 必 有 一 个 力 F FAENA C 上 ,由 平衡 条 件 
туд, F = 2500 lbf, 


47%. 


- 76- 


зейін и 


Zx i f y as00lef in 
Мг КЕНЕ 


wn tAE (b) і 


| w—swananqin Біп 


2500 ыз іш F = 25001bf : 
(a) (е) 
Е 5-12 
右 轴 CD 的 扭转 角 为 i 
TL 2500436) N 


g = 0.0750гай 


1 GJ (Sx10)(0732)(1.25)4 

左 轴 AR 的 分 离 体 图 , 如 图 5-2 cB R, 力 F S EHIE J С 上 的 力 等 值 , 反 向。 这 个 力 
作用 在 距离 左 轴 AB 中 心 线 5 in 处 ,因此 它 加 在 AB ШК БЕ 502500) = 12500 lbf,in， 
ЖЮ B 端 相对 于 4 НІНЕ 8,39 


(125007448). 
f = (12 x 1D5)(z/32)(2.5)3) 2 0.0130rad 


要 特别 指出 , 扭转 角 0, 将 引起 CD МИНИ, C RUN SG B ЕНН УЗЕ Pre 
RRE, 805.1. Ah 9, 引起 CD ЗНУ РАЗУ 5(0.0130)-0.0650 rad, OR EAE ДЕП 
在 先前 的 DWAR ЕСЕН 0,25. BH. DEITA 端的 全 成 扭转 角 为 

8 = 5(0.0130) + 0.0750 = 0. 14rad 
转速 为 1.5 rs 的 实心 圆 轴 需 传 递 的 功率 为 200 kW, 如 果 许 可 前 应 力 是 届 MPa, 试 设 
ЗЕ 5. 
Ң ЕБ 在 SI 系统 中 ,功率 是 用 N:m/s 表示 的 ,根据 定义 1 N*m/s = 1W, 功率 又 可 由 了 = Tw 给 
Ш.ЯФ TEHE, o 是 轴 的 角速度 , 用 ads 表示 。 功 率 的 另 一 种 计算 式 为 己 = 2rF, 其 中 了 是 每 
BR, 或 称 为 "Hz"”。 于 是 


200000N т/в- 2л (1.535 /s)T 
T = 21230N' га 
由 题 5.2, 可 知 外 层 纤 维 的 最 大 剪 应力 为 *= 16TA(rd3y, 即 


42 х 10/2 = 16(21230N М m) 


каз 
解 出 
а = 138 mm 


Ш5.19 实心 圆 轴 的 转速 是 200 r/min, 传递 的 功率 为 70 hp, 材料 的 许可 前 应 应 力 是 7000 lbfy 


in, 试 求 传动 轴 的 直径 。 


解 EF EUS ЖӨН 功率 是 用 ”lbf'in/s" 来 表示 的 。 根 据 定 义 *6600 lbi in/s” Ë 1 hp, 功率 


ХҮН P= Tw 计算 , 式 中 TAHE, o УНАУ E E EE rad/s); Z P =2wfT. Жер у Бяр 
BHN, 通 党 又 称 为 “Hz”。 于 是 
70(66001bf - ia/s2) = 27 20. Hanin T 


解 出 


- мангас lu n 


si Ë 是 77 


Т = 22070 Ibf ° in 
(5.2), 可 有 轴 的 外 部 纤维 处 的 峰值 前 应 力 为 
T(4/2) _ T(d/2) _ 16T 


r J  md°/32 таз | 

代入 数据 ,有 
70001bf/in? = 16042207041. in) І 

та : 

和 解 出 d=2.52 in : 


题 5.11 长 度 为 10 ft, 直 径 为 2 in 的 实心 加 轴 , 症 其 中 间 位 置 由 绕 过 皮带 轮 的 皮带 传 入 的 功 : 
率 是 65 hp, 此 功率 将 被 用 作 驱 动 两 台 机 械 , 其 中 一 台 在 办 的 左 端 , 需 用 功率 25 hp, : 
另 一 台 在 右 端 , 需 用 功率 40 hp。 此 轴 的 转速 为 200 r/min, 材料 是 钢 @G = 12 x 106 
lbf/in?。 试 求 最 大 的 前 应 力 以 太 此 轴 两 端的 相对 扭转 角 。 
Ң =m EMBERE, ME T, 与 功率 25 hp 相对 应 ,有 
_ 63000 x hp _ 63000(25) 
200 


л 


= 7880(01ЬҒ + in) 


T, 


类 似 地 , ЕНЕ ИНДЕ Т, 与 功率 40 hp 相对 应 ,有 


T, = 人 = 12600(Ibf + in) i 


因而 最 大 剪 应 力 发 生 在 右 半 服 轴 的 最 外 侧 纤维 内 , 按 一 般 的 计算 公式 


_ To 1260001) 
= j z 0) 


ZE 3041135 ЕТІН SR 8169303225 3y Е 


_ 7880(60) ; 
б = 2 х 109/320) 7 0. 025(rad) : 


_ 12600060) _ _ 
%- 12706 к/з2)(2) 2 0:01 (та) I 


Ж 259,6 ЖАГА Ае Н, N I RW e HHX 4835 А 
à, = b, — 0, = 0,0151rad 
5.12 实心 的 圆 轴 一 端 固定 , 另 端 自由 ,承受 说 其 长 度 均 匀 分 布 的 外 力 偶 作用 , 外 力 偶 矩 的 
集 度 为 1[ 见 图 5- 13(a]。 该 轴 的 抗 扭 刚 度 为 СЈ, ARER A HH 8, 


= 800001Ы/:а2) i 


Ta 


Ér 


Sagit 


{b} 


Е 5-13 


Ж IE 单位 长 度 的 扭转 外 力 情 矩 用 表示 , 引入 一 个 原点 在 左 端 的 坐标 z. FAAR 


= 之 间 的 轴 生 分离 体 图 如 图 5-13(b) 那 示 。 在 此 图 上 还 画 出 了 长 度 为 dz 的 单元 体 , 我 们 希望 首 
先 确定 贺 轴 眉 dz 的 扭转 角 ; 为 保持 分 离 体 绕 轴 线 的 平生 ,在 单元 体 的 右 端面 上 的 握 虹 为 x, 如 图 
ж. MH tx 使 长 度 为 dz 的 单元 体 发 生 狙 转角 (由 题 5.3), 为 


49 = (tx jdr 
GJ 


MEAR F E АУ НЕ АЯ, В Ë EE A, 可 由 上 述 单元 体 扭转 角 的 积分 得 到 ， 


* 原 书 此 处 有 错 。 一 一 译 者 注 


. 78 ， 第 5 章 H 转 


9 = [ооа _ L 
r=0 GJ 26] 


题 5.13 ЗА Е, Ai Ë th, ЖАТА Е а НВ ВН Е 3; J 8 4F 
用 ,如 图 5-14(a) 所 示 , ЛЕНГЕН EREA too ИЕН ЙІ G, Kok 
自由 端的 扭转 角 。 


T T TTTTTI 


图 5-14 


М ғғ 引入 原点 在 BB、 正 方向 指 问 左 方 的 坐标 z, 抛物 线 方 程 的 一 般 形式 为 

ыл ах? + bz + ç 
根据 答 定 的 载荷 ,有 (aa 在 z=0 处 有心 =0,(b) 在 上 = 工 处 有 fi=tfeo 在 rz=0 处 ,有 出 /dr 
=0。 由 此 可 解 出 :ae = 如 /EL =re=0。 基 而 扭转 外 力 倘 矩 的 分 布 集 床 为 


ін 3 
= = 
+ Lš 


处 于 右 端点 B 和 x 截面 之 间 轴 段 的 分 离 体 图 如 图 5-14(b) 所 示 。 长 度 为 dz 的 单元 体 也 画 在 
ЖЕЕ, ЕЕ ЛИРИ. ЖЕЛІЛІК de 上 的 捏合 可 由 该 阅 轴 绕 其 轴线 的 
转动 平衡 方程 得 到 , RETE dz А EL y Ar F ESE 2 Tn, 即 


і 


«ре _ fn to o tar? 
J". tdri = М. per dz 3 
由 题 5.3, 柯 知 单元 体 dz НУ 40 = 5dzAGJ ,因此 A 与 恕 之 间 的 所 转角 可 由 下 述 积 
分 计算 , 即 


= itr гь) 


$= | .= ТЕКСІ = GJ” = зај 
KN 5.14 АСНУ EDIS IS SH E R he, 如 图 5-15 所 示 。 轴 径 的 变 
Вр АТАА Н, 也 可 以 河 轴 线 长 度 测量 若干 个 点 处 的 轴 径 得 到 。 试 用 
FORTRAN 语言 写 出 计算 一 端 相 对 子 另 端 扭转 角 的 程序 。 


5.11 Й Е 


Ң ке ОПН K С SEE dz 的 单元 ,对 每 个 单元 可 以 认为 其 截面 为 常数 ， 
国 而 可 以 利用 方程 68= TL/(GJ) 计 算 每 个 单元 体 的 扭转 角 ( 见 题 5.3), РКЕ У de 的 单元 体 ， 
此 式 中 的 了 应 换 为 dr, 且 了 是 单 匹 体 截 面 的 极 惯性 窍 , 计算 过 程 可 由 下 述 FORTRAN 程序 描述 。 
这 个 得 序 可 应 用 于 任意 的 变 截 面 图 笨 , 其 中 半径 由 王 述 公式 描述 :7 = Ae. 


ИЛАТТЕТІСТТЕТТЕТТТТҮТІГТГІТІТЕТІГІ РЕ ТУТЕТТГІТТЕТІРІТТТІТТТІПГІГІТІТТІІІ 


| 


00020 PROGRAM TORSN2(INPUT,OUTPUT) 
IKTLLLALLLLLLELLDLLLDLLKLLAELLLATLLLLDLLLLLULLKLLLLLLLLLLLLILILLLLLILLTPTTIU 
00040% 

00050% AUTHOR: KATHLEEN DERWIN 

00060% DATE : FEBRUARY 5,1989 

00070% 

000н0% ВЕТЕР DESCRIPTION: 

00090% THIS PROGRAM DETERMINES THE TOTAL ANGLE ОҒ TWIST ОҒ А CIRCULAR 


00100% ROD DUE ТО TORSIONAL LOADING. CONSIDER THE ROD ТО ВЕ ОР SOLID 
00110* CIRCULAR CROSS SECTION WITH А VARIABLE DIAMETER, LOADED 

00120% BY А UNIFORM TORQUE. 

00130* THE VARYING DIAMETER (OF THE ROD} MAY БЕ DESCRIBED 

00140% EITHER ANALYTICALLY AS Y = A*E 7(В%Х) , WHERE X IS THE 
00150% GEOMETRIC AXIS ОҒ THE БОП, OR NUMERICALLY USING THE MAGNITUDE ОЕ 
00160% Y АТ EACH END ОҒ М SEGMENTS, MEANING 831 VALUES. 


йымдар дада ы азу лалы A 


5 W, F N CY Ч 


00170% 
00180% INPUT: 
00190% THE USER 15 PROMPTED FOR THE TOTAL ЗБАҒТ LENGTH, THE SHEAR 


00200% MODULUS, AND THE APPLIED TORQUE. THE USER IS THEN ASKED IF THE 
00210* ROD 15 BOUNDED BY A KNOWN FUNCTION.. .IF THE FUNCTION IS KNOWN, THE 
00220* CONSTANTS AND THE ENDPOINTS ОР THE ROD ОМ THE X-AXIS ARE INPUTTED; 
00230% ALTERNATELY, THE NUMBER ОР SEGMENTS AND MEASURED DIAMETERS 

00240* MUST ВЕ ENTERED. 


rr 


00250* 

00260 OUTPUT: 

00270% THE TOTAL ANGLE ОР TWIST ОҒ THE ROD IS DETERMINED AND PRINTED, . 
00280% . 
002909 VARIABLES: j 
00300% L,G --- LENGTH,SHEAR MODULUS ОР ROD : 
00310% A,B --- CONSTANTS OF Y=A*E “(BiX} GOVERNING ROD BOUNDAR : 
00320% X0,XN --- BNDPOINTS ОР SHAFT ÓN K-AKIS : 
00330" T --- CENTRALLY APPLIED TORQUE А 
00340% АҺ(100) --- INDIVIDUAL SEGMENT DIAMETERS ; 
00350% INER --- POLAR MOMENT ОР INERTIA ОР EACH SMALL INCREMENT i 
00360* ANS --- DETERMINE IF USER HAS А KNOWN FUNCTION ， 
00370% TWIST --- UNIFORM ANGLE OF TWIST : 
00380% LEN --- LENGTH ОР INCREMENTAL ELEMENT . 
00390% 


Пр ыла ГІЗГІ ДҮЛІТЛ ТЕТТІЛТТТІЗТҮТІТТІ 
00410 ееаті кі А кҰЗАКАЛАЛаАлЛАХЛКАЛЕЙАХАЯЖАЛААлЕЙШі лал айЖЖЕйЛАаЛАаЙжалаАжАйаА ай ай 
00420% МАТЫ PROGRAM 

0043209 ХАХЕААА ЛЕЛ АААЛА ЖАЛАК АЛАА ЗВТ ВДАКАВККХАКАККАЖККТАКАВЕА АТАБА АКИКА АВ 
MUTED LEE EEEL 344554445413 134443221341 СЕТТІ ТӘЛТҮГІЗІТҮТТІТІТІ 


00450% 

00460% VARIABLE DECLARATION 

00470* 

00480 REAL 1I,T,L,G,A B, ХО, XN, TWIST,AA1100) ,I1NER , LEN 
00490 INTEGER АН8,МОМ,7 

00500% 

00510% USER INPUT PROMPTS 

00520% 


00530 PRINT#,'ENTER THE TOTAL LENGTH ОҒ THE ROD (ІМ М OR ІМСНЕ6):! 
00340 READ*, L 

550 PRINT* 上 "ENTER THE SHEAR MODULU 1! 
00560 READE G S (IN PASCALS OR PSI) : 
00570 PRINTA ENTER THE UNIFORM TORQUE ~ - ' 
94219 READE Is Q (IN N-K OR LB-IN) ; 
00590 PRINT*,'DO YOU KNOW THE PUNCTION DESCRIBING THE ROD?' 
00600 PRINT*,'ENTER 1--ҮЕ6 ; 2--ко' 
00610 READ* ANS 


006204 
00630% IF ANS EQUALS ONE, THE USER KNOWS FUNCTION, PROMPT 
20640! FOR CONSTANTS AND ENDPOINTS. 


00660 INER = O 

00670 IF (ANS.EQ.1) THEN 

00680 РЕІМТ%,"Е(Х) с A*E “(Bw*X) ' 
06690 РЕІНТ*, ENTER А,В:" 

00700 READ*, A,B 
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00710 
00720 
.00730 
00740* 
00750 
00750 
00770 
00780 
00790 
00800 
00810 
00820 20 
00830% 
00840% 
008504 
008604 
00870 
00880 
00890 
00900 
00910 
00920% 
00930% 
00940% 
00950 
00960 
00970 30 
00980% 
00990 
01000 
01010 
01020 
01030 40 
01040 
01050% 
01060 
01070 
01080 
010904 
01100 50 
01110% 
01120 
01130 


题 5.15 如 图 5-16 所 示 变 截面 实心 图 辅 , 其 轴线 与 z 轴 重 合 , 4600 EE y=3e 0051 jk 


РВІМТ%, "ENTER THE X-COORDINATE FOR BOTH ENDS OF THE ВОЮ: ' 
РНІМТ%, (ІН M OR INCHES):' 
READ* , X0, XN 


L=XN-Xô 

LEN=L/50 

DO 20 І = XO, XN, LEN 
Y1=A*(2.718283%4(B%I)) i 
Ү2-А%(2.71828%%| Br[I+LEN))) ° Ë 


Y=(Y1+Y2)/2 x 

INER -(2,/(3.14159%(Ү%%4))) ІНЕН 
CONTINUE 

] 

| 

| 


IF ANS EQUALS TWO, THE USER DOES NOT KNOW FUNCTION, 
РВОМРТ FOR NUMBER ОҒ SEGMENTS AND MEASURED DIAMETERS, 
ELSE : 
PRINT*,'ENTER THE NUMBER OF SECTIONS TO BE CALCULATED: ' ; 
READ* , NUM 
PRINT*,'ENTER THE DIAMETERS OP THE ENDS FOR SECTIONS 1 TO N:' 
PRINT*,'(IN M OR INCEES): ' 


INPUT MEASURED DIAMETERS 


DO 30 J=1,NUM+1 
НЕАр%,АА(7) 
CONTINUE 


LEN = L/NUM 
DO 40 J = 1,NUM+1 
Ү=(АА(Ј)+АА(Ј+1))/4 
INER =(2./(3.14159%w(Y#*4)))+INER 
CONTINUE 
ENDIP 


арал 


0 a 


TWIST = (T*LEN*INER)/G 
TWIST = TWIST*180/3.14159 
PRINT 50,TWIST 


FORMAT{2X,'THE ANGLE OF TWIST IS:',F9,3,' DEGREES. ') 


STOP 
END 


КН z=0 £ 2 =25 in。 材 料 的 前 切 模 量 G = 12x 1061hf/inz。 此 轴 在 其 两 端 
承受 扭转 为 护短 23000 lbf'in 作用 。 试 利用 题 5.14 的 FORTRAN 程序 计算 两 端的 
ЖН Я. 


23000 


ж 


y 


= k, ie & ux 


Ibf sin 


xin 


R 8-16 


EF 将 上 述 的 有 头 数据 输入 该 程序 ,运行 如 下 程序 


2 THE TOTAL LENGTH OF THE ROD (IN M OR INCHES): 


ENTER THE SHEAR MODULUS (IN 
,ENYER (IN PASCALS OR PSI) 


ENTER THE UNIFORM TORQUE (IN N-M OR LB-IN) : 


5.1 A g “81. 


? 23000 

DO YOU KNOW THE FUNCTION DESCRIBING THE ROD? 
ENTER 1--ҮЕЕ ; 2--КО 

? 1 

Р(Х) = A*E“ (B*X) 

ENTER A,B: 

? 3,-0.05 

ENTER THE X-COORDINATE FOR BOTH ENDS OF THE ROD: 
(IN M OR INCHES): 

? 0,25 
THE ANGLE OF TWIST IS: .703 DEGREES. 


5016 如 图 5-17 ЕНІН ЕГІН, 在 轴 的 左 半 端 AB ЖІ ЖІ (О) Вул 6 
ЕЕН: CAES BC 上 受到 相同 集 度 但 转向 相反 欧 分 布 扭 转 力 偶 作用 。 如 果 已 
Ж 1, = 30 N'm/m, L =0.7 m, 许 可 前 应 力 为 32 MPa, 试 确定 所 需要 的 轴 径 。 


Қ E 本 我们 用 如 下 两 个 问题 解答 的 登 加 来 求解 这 个 条 题 :问题 TI ,IT 分 别 如 图 5-18(a) ,图 5- 
18( 了 所 东 。 

ЕЕН А 端的 约束 ,并 计算 由 M. 及 图 5-18(a)、{b} 上 所 示 分 布 载荷 共同 作用 时 , A 端的 要 
转角 。 由 题 5.3 和 题 5.12 可 知 ,此 时 A 端 址 转角 为 
1021)? МА(21) Бесеу 


20] GJ 26] 
因为 A 端 是 完全 固定 的 ， 亦 即 8-0, 可 解 出 МА - 1/2, 


B, = 


М, 


fi 


Ў 
% 
2 
2 


(а) 


II 


图 5-18 


于 基 , 轴 ABC 的 分 离 体 如 图 5-19 所 示 。 根 据 此 图 关于 + 轴 的 扭转 力 偶 之 和 
УМ, = MA- Me + iL — IL = 0 
由 此 可 解 出 


Ме = H L 72 
FE, НИ МЕНІН ЖЕ IB 5-20 所 示 。 


. 82 + 


Ш 5.17 


图 5-.19 
nk 2 ы. 
2 в 2 
А С 
图 5-20 


ӘН КЕНЕН, W АВС HEERMA TE ЖЕЗ 5-21 所 示 。AB 段 的 分 离 


FERI, РИ НЕ 11/2 必用 在 B Rb. ЖЕТЕН Аа ЗІҢ ТАЕ 


НЕ ВС Вейс, КЕПЕ B Ж, ЖЗ ЖАНЕ, 如 图 5-21。 这 特 说 明 : 轴 在 B ORARE. 


ғ. ТА 
72 hL 72 
hi nr 
2 2 
ІҢ 5.21 


由 图 5-20 ПИЖ. НЕН  L/,, НОВАКОВ ЯНЕ A、C 和 中 点 B 处 的 最 
外 侧 纤 维 内 ,由 {5.2) 式 可 知 峰 信 应 力 是 
- Та) _ 164/2) 


Tma 4/32 nd? 
32 x емге = TECON. m/m) (0. 7m/2) 
та 
ІН 
d = 17.3 тіп 


直径 为 80 mm 的 等 截面 圆 轴 , НЕЕ, 在 其 中 点 B 322 p ESE 6000 N: m ИОН 
ФЕН, д C 处 受到 弹性 支承 的 约束 ,( 见 图 5-22)。C 处 的 弹性 支承 由 两 根 铅 直 钢 
ЖММ 和 PQ 组 成 ,此 两 杆 直径 约 为 16 mm, 各 长 1.5 m, 与 轴 АВС 连接 在 水 平 直径 
的 两 侧 。 如 图 5-22(8) 所 示 。 车 所 有 各 杆 的 E = 200 GPa, С = 80 GPa。 试 求 轴 
АВС 中 的 峰值 甬 应 力 和 杆 MN 中 的 拉 应 力 。 


Ж t 暂时 将 MN 和 РОН SE ABC 的 约束 除去 。 那 么 由 题 5.3 可 知 . B 端 相对 于 A НМ 
转角 为 


й- ТІ. - (6000М > m)(0.75m) 
GJ G(x/32)(0.08m) 


H T 6 B Hi C 2 RSK DEHER, СІНЕ а 也 等 于 g。 
由 图 5-22(b), 可知 轴 АВС 的 水 平 直 径 NQ 也 应 旋转 同样 的 角度 ЕЕ u R hH IR SE ET. 
МЕЕН РАЧЕН д 造成 的 , 拉 伸 形变 4 应 与 各 杆 的 内 力 P 相合 。 对 于 小 


su я а * 83 - 


Н 0, A = (0.040 mid, Н РЕВЕ АВС Н, НТЛ P Ek -- 4 Р(0.08 т) 
= 工作 用 在 轴 ABC 的 CC WQ. УЕ 了 .的 转向 和 载荷 6000 Nem Р ТАЈ ІЗ, ШІ 5-22(а); 
ERAH EMR R C 端的 转角 。 


图 5-22 


由 题 1.1 可 知 , 每 个 铅 宜 梓 的 伸 长 为 
a = ËL _ PFO.5m) _ (Te/0.08m)(1.5m) 


АЕ  (z#/4)X(0.016m)?2E (к/4)(0.016т)2Е 

对 轴 АВС 的 C 端 转角 应 考虑 如 下 两 个 方面 的 影响 , (а) 71855 6000 N. ma 3028389 T, 
共同 作用 的 影响 , (БЖЕНЕО 忆 致 使 两 杆 伸 长 引起 的 转生。 于 是 两 种 因素 对 于 C 3363) H j 
同 ,有 

(6000N - m)(0.7Sm) _ _ Te(l.5m) — (Te/0.08m)(1.5m) : 
G(n/32)(0,08m) 2 GE/32) (0.08m) (z/4)(0.016m32(0.04m) E 

Ж Te =1327N:m, P = Te/0.08=16587 N, ДН ABC 的 变化 如 图 5.23 ГЛ, ЖА 与 B 
之 间 折 有 截面 的 最 外侧 纤维 均 将 会 产生 峰值 扭转 前 应 力 , 由 题 5.2 有 
= ISA673N m) _ 46.5MPa 


m z(0.08m)° 


: 
i 
i 
: 


АНАУ Р 


Р 165873 


= 82.5МРа 


可 = 


А  я(0. 008)? 
#9 5.18 如 图 $.24(a) 所 示 两 端 固定 的 圆 轴 , 受 图 未 力 偶 T, 和 T; 扭转 作用 , 试 求 两 固定 端 
ҚМ ТЕ НЕ, 


24. жож оя # 


Т, 
тн ONONE — — 


ІҢ 5-24 


М сғ BREMER БНО РЯ ЛАТ, R Ta ШІН 5-24 (b) 所 未 。 由 静 力 学 ,有 
T- Ti+ Ti- Ta = 0 а) 
这 只 是 一 个 平衡 方程 , тоат ЛЕ, Кх E -DAR ENA, 必须 用 以 系统 形 
变 为 基础 的 方程 补充 上 述 方程 。 
沿 轴线 扭矩 的 变化 图 可 以 用 图 5-25 来 表示 。 长 认为 工 ;的 堪 轴 段 分 离 体 图 如 图 5-26 (a) BF 
жы ӨНЕ HETE, EREA Lb PERE, ЕТЕНЕ СИН ЕЖЕН 


REA, WET, -T ДВЕ ВР РА mE 5.260057. Ж. КЛЕ La 的 右 灿 段 的 分 离 体 
图 如 图 5-26(с) 7, 


图 5-25 


EAA 0, ЗАТ, 和 Ta 作用 截面 的 转角 ,考虑 长 度 汰 L, 和 L, ЕЗІН, 有 


_ Tili 
0, = GI (2) 
ТЫ. 
8% = “ар (3) 


E 5-26 


此 辅 者 面 母线 的 初始 位 置 如 图 5-25 中 的 实 线 , РИНЕ ШИВ ӨН. WREE 
A L 的 中 间 输 段 ,可 知 它 的 右 端 相对 于 左 端的 扭转 角 是 (89, + 0,), 注意 到 引起 此 形变 的 扭 给 是 


T- Tr, F 2 
Ti- TOL 
6, + 0 = (T-TUL: (4) 
联 立 求解 式 (1) 一 {4), 可 以 得 到 
маң т, = T 21 т, ia 
L 
В 5-27 Tr =- тұраты 


ВРС Нн ТІҢ Е ВЕ Т АЕ 85 B p), 开始 它 在 整个 长 度 上 当然 都 是 直线 ,但 是 在 施加 
Ti 和 个; 之 后 , 它 变 成 图 5-27 所 示 的 折线 。 


- mume e сей. а лади 2 `" Е. 


Е 
И P ES 


ooye ea 


% 5.19 


15.20 


5.11 fn m 


考虑 一 个 组 侣 轴 , 它 是 由 直径 2 in 的 实心 铝 合金 (G6 = 4 x 105 Ibf/in2) ARE A 
2 in 的 钢 {G = 12 x 10° 1 іп) W ЛЕРІ, 钢 避 简 的 外 径 为 2.5 in, 两 种 材料 在 结合 
处 是 完全 结合 在 一 起 的 。 若 此 组 侣 轴承 担 扭转 力 偶 14000 lbf'in 作用 仍 处 于 弹性 阶 
段 。 试 求 钢 简 最 外 层 及 铝 合 金 外 层 的 前 应 力 。 
E «ғ 令 Ti.Tz 分 别 是 铝 侣 金 帮 钢材 所 承担 的 扭矩 ,由 关于 辅 线 的 平衡 方程 式 , 有 
Ti+ Ts = Т = 14000 
其 中 了 是 外 加 的 扭转 力 偶 矩 , K EEN rh i ОЕ h РУЧЕК НГЫ, A 
而 本 结构 是 超 静 定 的 , РЕ ВААР. 
对 此 很 容易 发 现 :由 于 两 种 材料 是 完全 连接 在 一 起 的 ,因此 它们 应 有 相同 的 扭转 角 。 利 用 公 
A 8= TL/GJ。 在 轴 的 全 长 范围 内 ,有 
TIL T,L 
4х 10%(5/32)(2)4 7 12 x 105(z/32 [(2.5)4 — (2941 
将 此 方程 与 静 力学 平衡 方程 联 立 求解 , 可 解 出 
Tı = 2600 1ЬҒ. in СЕН Ж), Ta = 11400 lbf . in (ЕЖЕН) 
在 铝 合 金 及 钢材 的 外 侧 纤维 , МЫЛ ШЕ 


11400K1.25) 272 
r> = (a/32)|(2.52— OY] 一 8300 ІЫ; іп“, 


_ 129000, = 1650Ibf/in2 


阶梯 圆 籼 如 图 5-28 所 示 。AB SH ELE Al2014 - T6 合金 , С = 28 GPa, 此 轴 段 为 实心 
RAH, 直径 为 45 mm; Sl E: BC 是 钢 , G = 84 GPa。, 此 轴 段 是 空心 轿 轴 , 外 径 60 
mm, 内 径 30 mm. Œ B ДНЕ ЛИВ Е 4000 Nm。 试 求 两 种 材料 中 的 峰值 前 应 
力 及 В КАНЯ (А 、C 端 是 固定 端 }。 


或 TI = 0.2317, 


ті 


图 5-29 


М ғ 系统 的 分 识 体 图 如 图 5-29 所 示 。 施加 的 载荷 4000 Nem АМНИОН 
箭头 矢量 表示 。 惟 一 的 静 力 学 平衡 方程 是 

SIM, = Т, + Tp- 4000N - m = 0 
因为 式 中 T, 和 Ts 均 为 未 知 量 ， 尚 缺 一 个 (基于 形变 的 ) 补 充 方 程 。 如 果 意 识 到 分 别 以 4 ЖЖС 
ЖЕРИ В 藏 面 的 转角 应 是 相等 的 ， 可 以 建立 的 补充 方程 为 


Ti (1.2m) Тр(2.0т) 
(28 х 10°N/m°)J a (84 x 10°N/m2)J,. 0) 


AB 段 的 极 性 矩 为 


' 96 ` 


545.21 


ВС 段 的 被 慑 性 年 为 
Ja = [0.060m)’ - (0.030m)4] = 1.19 x 107574 


TE BEDEO YF 
Т, = Ü. 1877; 


HERRA TREE”, 88 h 
T. = 630N:m, Тр = 3370N m 


AB 贡 段 外 层 纤维 的 前 应 力 为 
Tp _ (630N : m)X0.0225m) _ 
an= y Š одох 10 sm “35MPa 
BC SHE ЕНЕ 
_ Tp _ (3370N : m)X0.030m) _ 
тво = 72 = GAPNI O Om = 85.0MPa 
利用 AB 轴 段 的 数据 ,计算 Н ШЕННЕ Я 
p| = = — —((6308/m)(1.2m) ---- 0,68 х 10rd 或 0.039 


G (28 х 10N/m)(0.40 x 10767) 
考虑 草 受 报 转 的 实心 圆 截面 轴 。 材 料 是 理想 弹 塑 性 的 , 前 应 力 的 应 力 -应 变 曲 线 如 
图 5-30ta) 所 示 。 在 扭矩 作用 下 截面 已 部 分 届 服 , 试 求 弹性 区 半径 和 查 矩 的 关系 , 以 
及 截面 完全 愿 服 时 的 扭矩。 


т 


AI 


/. 


Тар 


t (b) 


图 5-30 


Қ F 由 于 扭矩 作用 , 尽 警 贺 轴 截面 的 外 部 区 域 已 经 发 生 届 服 , ЗЕЙ Shi b RIS I ig 15 


平面 且 重 直 于 轴线 , 并且 形 变 前 的 直径 在 形变 后 仍 保持 直线 , 仍 为 圆规 面 的 直径 。 因 此 纵向 纤维 
Тһе, 仍 与 其 距 轴 线 的 距离 成 正比 。 

BERERE O p 处 开始 届 腿 , 因而 截面 内 窟 方 的 分 布 如 图 5- 30(b) 所 示 , 前 应 力 与 纤维 至 
和 贸 轴 中 心 距离 成 正比 直至 pj Ж, ER o, 以 外 的 环形 区 城 应 力 为 常数 , 日 等 于 届 服 点 应 力 。 

由 图 5-30(b), YA 


о> ру, гет, = ҰШ, ТЕН 


Т = |" раа (D). 


Жер da 用 来 表示 一 个 环形 单元 体 微 面积 , 如 题 5.2 中 的 图 5.8。 利 用 上 述 内 部 弹性 区 和 外 部 逆 
性 区 的 彰 应 力 会 式 ,可 有 


а r r É r 
T -| (e) da + = af’ 2 | 
a | p; нба |; tupda оі Fo da “т, p pda 


* 此 处 原著 有 错 。 一 一 译 者 注 


5.12 4 题 


工 1 ú 2 2х 
= zaf’ р?2лодр + ә), p2xpdp = ty >` 2z) P+ rw 
解 出 
611% 
3 а. 
e = Е - r] (2) 
此 即 пекене рі ЇН 了 的 美 系 。 对 于 完全 屈服 的 情况 , 亦 即 截面 内 所 有 点 处 的 应 力 均 
Ж с=т, Ф оО ВВВ ВИНЕ Т, 
Т, = тв = + Tx, (3) 
EEE 5.2 可 知 ,如 果 只 是 截面 外 缘 的 纤维 屈服 , 其 余 内 部 的 纤维 均 处 于 弹 生 时 , 相应 的 最 大 可 
能 弹性 扭矩 Т, 为 
T, = ar? (4) 
将 (3}) 式 和 (4) 式 比较 , 可 以 得 到 T, = 4T,/3, JF ED E + ЕНЕ ЖС ИН 
33.3%. 


题 5.22 如 图 5-31 所 示 空 心 圆 截面 灿 , 试 求 截面 完全 届 服 时 的 扭矩 。 


N EF 如 图 5-31 R, H R 和 只 .分 别 表示 此 轴 的 内 、 外 
半 色 ,材料 的 届 服 点 应 力 是 rw, 我 们 再 次 使 用 题 5.21 的 (1) 


式 ,并 且 用 届 限 点 应 力 赵 换 积 分 项 ,有 2 
R, R, 2n 
T= |ұлығба - 2% = 3 74 R, - R?) @ 
在 此 要 指出 , 如 果 在 是 5.21 的 (3) 式 中 将 实心 的 了 符 换 为 空心 
ВС ЛӘСЕ J, 可 分 别 相应 于 外 、 内 边界 }, 是 不 能 得 到 正 


а ау, 为 得 到 正确 的 全 屈服 扭矩 公式 必须 使 用 


.31 
基本 公式 , 并 将 之 积分 ,如 同上 面 我 们 所 作 的 那样 。 А 5-3 


5.12 2 题 


题 5.23 如 果 已 知 直径 为 1.25 in 的 实心 图 轴 承受 2500 Ibf'in 扭矩 ,在 长 度 5 АНЫ 3.12° ЖЫ 
的 前 切 模 量 。( 答 案 ;:G = 11.5x1061bfyin2) 

Ш5.4 直径 4 in 的 实心 图 轴 承受 228000 lbi in 的 扭矩 ,材料 的 G = 12 x 106]bfrin2， 试 求 最 大 的 前 应 力 及 单 
位 长 度 的 扭转 角 。( 管 案 ;18100 [bf/in?,0.000755 rad/in) 

Ш5.25 轮船 螺旋 桨 轴 的 直径 是 350 mm, 材料 的 许可 前 应 力 是 
50 MPa, YURE G = 85 GPa, 在 15 FEBRER AH 


416 КМ+ т) 

15.26 仍 如 题 5,25 中 的 贺 轴 ,但 改 为 空心 的 , 内 径 为 175 mm, 
外 色 , 许 可 葛 应 力 与 许可 扭转 角 不 变 。 试 语 能 传递 的 最 
КЖ МНЕ ЕЛ, МЕНМЕН Л, СҰ. 
6%,25%) 

题 5.27 将 直径 4 in, 长 24 in 的 实心 钢 轴 与 直径 4.5 in. 32 in 
的 锅 轴 连接 在 一 起 , 组 成 一 根 长 度 为 56 m 的 组 合 轴 。 
铜 G=6x105Ibf/im? 钢 G=12x1051bf/im?。 9% 120000 
lbf in 的 报 转 力 得 加 在 此 组 人 台 畏 的 两 端 , 试 求 每 种 材料 
中 的 最 大 前 应 力 和 全 轴 的 担 转 角 。( 答 案 ; 钢 中 ;9520 
Ibf/in”, #9 :6700 Ibf/in2; 0 =0.027 rad.) 

85.28 如 图 5-32 所 示 , 铅 直 轴 及 与 之 连接 的 皮带 轮 均 可 乱 略 其 自 身 的 重量 。 该 轴 以 名 角速度 旋转 , 皮带 
的 张 为 如 图 示 。 设 许可 前 应 力 为 50 MPa, 试 来 实心 贺 轴 的 直径 。 【因为 轴承 距 皮带 轮 很 近 , 可 不 考 
虚 轴 的 弯曲 .if 答案 :29 mm) 


ІҢ 5-32 


许可 扭转 角 为 1 , 试 求 此 轴 能 传递 的 最 大 担 笔 。( 答 ， | 


. 87 ， 


xE. 
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ae MEA es -- ss 
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. 88 ， 


图 5-33 


ЖА 5.20 如 图 5-33 所 示 两 端 固 定 的 等 截面 实心 圆 轴 , 承受 三 个 扭转 力 偶 的 作用 , ВЕКОТ E У, 试 求 两 
TEMES ӘЗ ЕЗНЕ., (95; Т, = 3600 lbf*in, Тр = 13600 1Ы-іп) 

题 s.30 S C НИЕ 4 in, 内 种 为 3 in, bei i 
Ны БЖ 22000 lbf/in?, ЖЕН së е H HR 
ЕЕЕ, (%F32:214000 lbf'in) 

题 5.31 如 图 5-34 PCR, АЛЕ # A 
由 ,在 其 中 同 173 КЕРНЕ 为 的 均 
ЖЕ. ЖИН ЕЛЕНЕ, (9 
3.2 L2/(9GJ)) 


题 5.32 和 欲 用 转速 为 3.5 rjs 的 实心 圆 轴 传递 90 kW 的 功率 ,材料 的 许可 前 应 力荐 45 MPa, ЖИЕН 
E. С6Ж:77.4 mm) 

题 5.33 О-Н 44 ЗИ, В. 120 r/min 的 转速 传递 110 hp 的 功率 ,如 此 材料 的 许可 前 应 

力 是 6500 lbf/in, 试 求 此 轴 所 需要 的 外 径 。( 答 案 :3,.58 in) 

Esa 实心 加 轴 的 轴线 与 > 轴 重 台 , 其 轴 径 可 用 公式 y=0.07e 9“ Ж, НАН z = 0 WE e BJ с =3 m 
处 .材料 的 草 切 模 量 是 83 GPa。 如 果 在 其 两 端 承受 力 倍 矩 42100 N-m 的 扭转 , 试用 是 5.14 中 的 
FORTRAN 程序 计算 此 轴 的 扭转 角 。( 答 案 :2.518”) 

题 $.35 uD KI Riki eu E x ЕА, Кано 

у = ве 9-01= 
描述 。 该 轴 由 上 = 0 处 延至 z= 180 in 处 ,材料 的 前 切 模 基 为 12 x 105 ]bf/in?。 该 轴承 受 的 扭矩 为 
65000 1Ы- іт, ЗАЯ 5.14 中 的 FORTRAN 程序 计算 此 轴 两 端的 相对 相 转 角 。( 答 案 :1.861) 

题 5.36 如 图 $5-35 所 示 , 实心 圆 截面 轴 两 端 固定 , 并 承受 集 
Ел: 的 均 布 握 转 力 偶 作 用 。 试 求 此 轴 两 固定 端 
处 的 约 东 反 力 偶 。( 答 案 ;, Ma = 2iL /9, Mr = 4:L / 
9) 

题 5.37 ЖЕТЕН, 长 度 为 300 mm, hH Ag 50 
mm, 大 端 直径 100 mm, 如 图 5- 36 所 示 。 此 轴 两 端 
承受 1000 Nem 的 扭转 力 侦 作用 ,材料 的 前 切 模 量 
С-80 GPa。 试 求 两 端面 的 相对 扫 转 角 及 峰值 前 
BJ, СЕЖ.0.487,40.7 MPa) 


50 mm 


mm 一 -一 | 


图 5-36 
题 5,33 如 图 5-37 所 示 辆 截面 阶梯 轴 , 左 半 发 (长 150 mm} 的 轴 径 为 50 mm, 右 半 段 (长 150 mmy 的 轴 径 100 
пип, ВУЛЕ Е G = 80 GPa。 试 求 两 端面 的 相对 扭转 和 角 及 峰值 葛 应 力 。 { 管 案 :1.09", 40.7 


54205 题 480. 


МРа) 


--1504 mm | 159 mm | 


图 5-37 
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6.1 HEX 


一 个 杆 件 承受 位 于 包含 其 轴线 的 纵向 平面 内 的 力 和 力 偶 的 作用 , 该 杆 被 称 为 梁 , 承 受 的 作 
用 力 应 垂直 于 杆 伯 纵向 轴线 。 


6.2 KB PË 


如 果 梁 只 在 一 端 支承 , 并 且 由 于 此 种 支承 而 使 梁 的 轴线 不 能 在 支承 点 处 转动 ,这 种 梁 称 为 
ЖНЖ, ШІН 6-1 所 示 。 梁 的 左 端 可 以 自由 挠 曲 , 右 端 是 完全 固定 的 。 右 端 通 常 可 称 为 加 定 
端 。 右 端 处 支承 壁 对 梁 的 约束 反 力 包括 铅 直 力 和 作用 在 加 载 平面 内 的 力 偶 。 


P 


6.3 简 支 梁 


在 其 两 端 自由 支承 的 梁 , 称 为 简 支 梁 , 此 处 所谓 的 "自由 支承 ", 系 指 端 部 对 梁 的 支承 只 担 
供 约束 反 力 而 不 能 提供 任何 约束 反 力 偶 。 因 面 当 梁 在 载荷 作用 下 发 生 找 曲 时 ,支撑 处 不 会 限 
制 端 部 的 转动 。 两 个 简 支 梁 的 简 图 如 图 6-2 所 示 。 


P w 
(a) tb) 


Е 6-2 


可 以 发 现 , 简 支 梁 至 少 有 一 个 支承 是 能 够 发 生 水 平 位 移 的 ， 因此 在 沫 内 不 会 产生 轴 向 力 。 
如 果 没 有 任何 一 端 对 于 水 平 位 移 是 自由 的 ， 那么 在 梁 受 载荷 作用 而 形变 时 , 就 会 产生 某 些 轴 向 
2, 本 书 不 涉及 这 些 问 题 。 


图 6-2(a) 所 示 的 沈 称 为 承受 一 个 集中 力 的 简 支 梁 ， 6-2(b) 中 的 粱 承受 均 布 载荷 和 力 
в. 


i 
қамыға 


6.7 载荷 的 类 型 A- 


6.4 外 伸 梁 


一 个 梁 自 由 支承 在 两 点 处 , 并 且 有 一 端 或 两 端 延 伸 到 这 些 支 承 之 外 , 这样 的 梁 称 为 外 伸 
梁 。 图 6-3 给 出 外 伸 梁 的 两 个 例子 。 


| 
1 | | “ 
В 6-3 


6.5 静 定 梁 


以 上 被 考虑 的 所 有 的 深 , 如 芸 臂 粱 、 简 支 梁 和 外 介 梁 等 , 其 约 昌 反 力 都 可 以 利用 静 力 学 平 
衡 方程 计算 得 到 ,这 些 约 东 反 力 的 数值 和 梁 的 形变 无 关 , 这 样 的 梁 称 为 静 定 梁 。 


6.6 HEPER 


如 果 作 用 在 梁 上 的 约束 反 力 的 数目 超过 静 力 平衡 方程 的 数目 , 那么 必须 用 基于 梁 形 变 的 
方程 去 补充 静 力 平衡 方程 。 在 这 种 情况 下 , КУЈЕ EN. E 6-4 是 超 静 定 梁 的 凡 个 例 
子 。 


(а) 


6.7 载荷 的 类 型 


通常 施加 在 梁 上 的 载荷 包括 :集中 力 (施加 在 一 个 点 上 ) ; 均 布 载荷 , 其 数值 沿 梁 的 长 度 用 
若干 "lbf/ft" 或 若干 *Nym" 来 表示 ;或 均匀 变化 载荷 , 这 最 后 -- 种 载荷 如 图 6-5 所 示 。 
梁 也 可 能 承受 力 侦 的 作用 , 力 偶 的 数值 通常 用 "lbf,ft" 或 N: m 表示 。 


| 


492. 


еж бл 


6.8 梁 的 内 力 和 内 力矩 


当 梁 受到 载荷 ,如 力 和 力 侦 作 用 时 , 内 部 要 产生 应 力 , 通常 茹 有 法 庶 力 也 有 前 应 力 。 为 了 
求 得 梁 的 任意 截面 上 这 些 应 力 的 数值 , 必须 知道 作用 在 该 截面 内 的 合力 和 合力 矩 。 这 些 合力 
和 侣 力 抵 可 用 穆 力 学 平 衔 方程 得 到 。 

实例 i 假设 有 若干 个 集中 力作 用 在 一 个 简 支 粱 上, 如 图 6-6(a) 所 示 。 


ІН 6-6 
WERI RERAN z Ар 截面 上 的 应 力 , 为 此 将 梁 在 D 处 切 开 , 并 将 切面 右 侧 部 
分 除去 。 此 时 应 将 除去 部 分 的 影响 施加 在 被 保留 的 p 截面 的 左 侧 部 分 上 ,这 个 影响 包括 铅 直 
ЛЛК, 可 分 别 用 矢量 V 和 AM 表示 。 此 梁 的 左 侧 部 分 的 分 离 体 图 如 图 6-6(b) 所 示 。 
力 VW 和 力 偶 MM НЕН ЛИН ОНЫ К.Р 和 P, 共同 作用 下 保持 平衡 , ШЕЛ V 
AARM 具有 图 上 所 指示 的 指向 ,它们 将 取 作 正 值 。 


6.9 jt. J E 


图 6-6(b) 中 的 力 偶 M RARE D AMAIE. Tu M 的 数值 可 以 用 静 力 学 方程 求 
得 , 亦 即 , 所 有 的 力 关 于 过 D 点 并 重 直 于 书 纸 平面 的 轴 之 矩 总 和 为 零 , 即 
X Mi = M -Rix = Pi(z — a) + Px(z - b) = 0 


或 ' M = Riz — Pi(z — а) — P,s(z — b) 

сары, ЛЖ M 是 A 点 反 力 及 载荷 Pi HI P, XJ D AZE, ІҢ МОВ ЖОЖ 
在 铅 直 截面 D 上 的 应 力 的 合 为 偶 。 这 些 应 力 的 方向 是 水 平 的 ,在 部 分 区 域内 是 拉 伸 的 ,而 在 
冯 部 分 区 域内 是 压缩 的 。 这 些 应 力 的 特征 将 在 第 В 章 中 详细 讨论 。 


6.10 #8 7° 


图 6-6(b) 中 的 铅 直 力 V У D ЯКУ, ХРО 的 平衡 方程 , 有 
УЕ, = R, - Pi = P; -= V = 0, sÉ V = R, - Р-Р, 
A 了 实际 上 是 分 布 在 铅 直 截面 D 上 的 前 应 力 的 合力 ,这 些 应 力 的 特征 将 在 第 8 章 中 研究 。 


6.11 жб 


RE р 一 侧 的 外 力 关于 通过 D 的 轴 之 矩 的 代数 和 称 为 呈 ЬН ЗЕ, 对 于 以 上 所 考虑 的 


* 日 前 国 办 教材 中 尚 无 抗力 窍 和 抗 瘤 力 的 称 请。 原文 中 为 Tesisting moment .resisting shear, 将 之 译 为 抗力 着 和 抗 前 为， 
WAI q aid, 实际 上 相当 于 导 内 的 奇 矩 和 前 万 一 译 者 注 
** 这 所 的 定义 也 和 国内 不 一 致 ,应 引起 读者 注 邦 。 一 一 译 者 注 


ы 
L] 
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6.16 RARR МНЕ НЫ Ж 


RH, SEHIR- Р(х -а) - Plr- ӘЖЕ. ТЕТЕ 6.1--Ж 6.12 中 研 
Fo BIETA, GEAMIA PB , 教 值 相等 。 通 常 也 将 之 表示 为 M。 在 计算 中 通常 是 
FE HSE, ПІ ЕНІН, 因为 前 者 能 直接 表示 为 外 部 的 载荷 。 


6.12 前 Ж 
截面 DM, 警 如 左 侧 的 全 部 铅 直 力 的 代数 和 称 为 该 截面 处 的 剪 力 。 对 于 以 上 所 考虑 的 


载荷 , 剪 力 可 表示 为 (R- Pi - Pa)。 剪 力 和 抗 剪 力 方向 相 玫 ,数值 相等 ,通常 用 V 表示 。 在 
计算 中 通常 是 使 用 前 力 而 不 是 抗 剪 力 。 这 个 基 将 在 题 6.1 一 题 6.12 中 研究 。 


6.13 符号 规则 


通常 习惯 使 用 的 关于 药力 和 弯 矩 的 符号 规则 如 图 6-7 ток. WREED ih. E e i 
土 的 力 产 生 正 弯 矩 ;使 粱 发生 剪 切 . 并 使 左 段 相对 于 右 段 向 上 的 力 产生 正 前 力 。 


ІҢ ж 
С [—— 
С] | | 
tc) Т 242) (4) айт 
ШЕ 6-7 


确定 任意 截面 内 弯 矩 代数 符号 更 简单 的 方法 是 :向 上 的 外 访 产 生 正 弯 矩 ,向 下 的 外 力 产生 
жеж, 


6.14 ЗЛУЕ 


通常 ,为 方便 计 , 沿 梁 选 取 一 个 坐标 系 ,坐标 的 原点 选 作 梁 的 端点 。 为 了 知道 沿 梁 所 有 截 
面 处 的 剪 力 和 硅 矩 , 需 写 出 两 个 方程 , 其 中 一 个 表明 剪 力 与 始 于 梁 一 端的 x 的 关系 , 称 为 剪 力 
方程 , 另 一 个 表明 弯 矩 和 z 的 关系 , 称 为 弯 矩 方程 。 


6.15 ЛАЖ 


用 前 力 УН М Jr ES) tH BJ EJE ГК 8 IMSEN, TREE ер, ЖҰ. 
ВАЕ ЕЕЕ ТЕГИС, ИАА ТА] ет В АЗ ESA. ЕН, RE АВ ЛТ Р 
线 的 方式 , ІНДЕ KORI ТЕ ARI Еу J Tue E АТ, ЕЕЕ HB А 
确定 剪 力 和 杜 矩 的 最 大 值 。 


6.16 载荷 集 度 、 剪 力 和 弯 矩 之 间 的 关系 


承受 变 集 度 分 布 载荷 wt{z) 作 用 的 简 支 染 如 图 6-8 所 示 。 建 立 一 个 原点 在 左 端 4 处 的 
坐标 系 , 梁 中 的 各 截 而 用 变量 x 表示 。 
对 于 任意 的 r, RE (с) V 之 间 的 关系 是 


"， 难为 的 定义 也 和 国内 不 一 致 , 应 引起 读者 和 注意。 一 - 译 者 注 
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кх) 


edla 


ЛЕН M 之 间 的 关系 是 


这 些 关 系 和 将 在 题 6.1 中 导出 ,它们 的 应 用 可 见 题 6.3 一 题 6.7。 


6.17 奇异 函数 


为 了 便于 椒 理 含 有 集中 力 和 集中 力 偶 的 问题 , 引入 如 下 函数 
fz} = (x - ay" 
对 于 n>0 а, ПЕ z< a, TE Sp rh BJ 8 S IA F S mE х >а, 838 З Р(х – 
a)", Хар ЕКІН Ba 8k. ВУП, SR ЖИН Л ЕЕЕ АЈ, ХА ЕЛУ 
普通 的 图 插 号 。 奇 异 函 数 的 应 用 见 题 6.8 一 题 6.13。 


6.18 计算 机 应 用 


确定 好 受 若干 个 集中 力 .集中 力 偶 和 分 布 载荷 作用 的 梁 内 的 前 轧 和 弯 抢 最 宜 于 使 用 计算 
机 ,在 题 5.13 中 给 出 一 个 适用 于 PC 机 的 简单 程序 ,该 程序 的 应 用 见 题 6.14 一 题 6.15。 


6.19 f 题 


题 6.1 导出 粱 中 任 一 点 处 载 苟 集 度 、 剪 力 和 弯 矩 之 间 的 关系 。 
W ағ 考虑 承受 以 一 般 形式 任意 变化 横向 载荷 的 梁 , ШЕ 6-90). ЖИЕНІН, 
世 下 面 的 讨论 适用 于 各 种 类 型 的 梁 。 由 梁 中 切割 出 长 度 为 dz 的 图 示 单 元 体 , 画 出 它 的 分 高 体 图 。 
ИЛ V 作用 在 单元 体 的 左 侧 截面 上 , 玻 过 上 距离 dz 之 后 , 一 般 剪 力 会 略 有 增加 , Ж Уау, FE 
M 也 作用 在 单元 的 左 侧 截面 上 ,在 其 右 仙 截面 上 硒 拭 变化 为 M + dM。 因 为 dz 足够 小 , 施 如 的 载 
荷 可 取 作 均 布 载荷 作用 在 粱 的 顶部 , 集 度 等 于 ww。 该 单元 体 的 分 次 体 图 如 图 6-9(b) 所 示 。 关 于 O 
点 的 力矩 平衡 方程 ,有 


Ум, =M - (M + dM) + Vdr + з4х(ах/2) = 0 


dM = Vdx + РЕТСІЗ) 


6190408 49: 


НХЕЛ-ЖЛФЕНРТИЕЛІК ЕН, ТЕЛЕ :项 相 比 ,可 将 其 略 去 ,于 是 
dM = Уш, й v = dM 


ах 

JFED ар Р x 的 变化 率 。 

ЖЕАР Ву НТР АЕ РАЮ, X h B EAMA 例如 , 当前 力 在 梁 的 某 个 截 
面 内 大 正 值 时 , 显然 在 该 点 处 弯 抵 图 的 疼 率 也 应 是 止 的 。 此 外 和 还 表明 , 相应 十 集中 力作 用 处 ,前 力 
图 要 发 生 帘 然 的 变化 , 同时 还 伴 有 弯 抢 图 斜率 的 突然 改变 。 

进一步 研究 还 发 现 ,在 那些 前 力 等 于 零 的 点 , БЕНЕН, ЖЫН НЫ 
切线 是 水 平 的 , 弯 矩 可 能 会 有 极 大 值 或 极 小 值 ,这 也 可 以 由 令 函 数 一 - 阶 导数 等 于 零 得 到 函数 极 大 、 
极 小 值 的 通 堂 方法 中 导出 。 在 图 6- 10 中 ,如 果 曲 线 表 示 一 段 弯 矩 图 ,那么 临界 值 就 产生 在 A HHB 
点 。 
3 T W uE Pi Ek aE OR h(S АЯН МӘЛЕ ІНЕН, x с 
求 M 对 z 的 二 阶 导 数 , 亦 即 “м/а, ШЕСИЗЖ — 八 、 
是 正 的 ,那么 查 怎 图 的 占 面 朝 上 , WE 4 点 处 , SEE 
极 小 值 ;如 果 二 阶 导数 是 负 的 ,等 掉 图 的 站 商 朝 下 ,如 在 Sà; 一 一 一 一 一 
B 点 姓 , FERRA. 

然 面 , 我们 要 特别 指出 利用 一 阶 导数 得 到 极 信 的 计 -> 
种 情况 如 C 点 处 所 示 。 如 果 有 这 样 的 点 存在 ,就 必须 
计算 该 点 处 弯 矩 数 值 ,并 和 可 能 是 临界 值 的 其 他 值 进行 比较 。 

最 后 ,对 于 单元 体 的 蜗 直 平衡 方程 ,有 


wde + V- (V+dV)= 0, z w= — 
І — S РЕ HARRE ІНЕН. 


题 6.2 承受 均 布 载荷 wN/m 作用 的 悬臂 梁 , 如 图 6-11(a) PR, WE W У ЕУ Е, 并 


ТЕЗІ h ne А. 


— * w Мт 


o 
— 1 
(а) 


Æ 6-11 


МООИ Г. РИТА r 轴 , 坐标 的 原点 选 在 梁 的 


н, 为 了 确定 与 自由 端 相 距 ЕЕЕ ИЕЛЕ, 将 此 截面 左 侧 的 分 布 坊 荷 用 它 的 合 
力 代替 ,如 图 6- 11(b) 中 的 虚线 矢量 所 示 , 此 合力 的 数值 等 于 wr, EEE DH = 截面 的 中 点 处 。 


要 注意 ,截面 右 侧 的 载荷 不 包含 在 台 力 之 内 ,这 个 合力 使 左 俩 粱 伏 要 对 于 右 便当 段 前 切 向 Te 根据 
符号 规则 , 这 形成 负 剪 切 。 


о о 
ші; wL? 
药力 Ë жен qj 2 
(а) (b) 


Ё 6-12 


截面 = 处 的 前 力 定义 为 截面 左 侧 力 的 合力 ， 这 种 情况 下 , 这 个 合力 是 wrN, 方 向 向 下 。 于 是 
V=- wrN 


此 方程 说 明 ,在 z=0 处 ,前 力 у= 0: х=1 h. H V= wL, AA V Er 的 一 次 函数 , 前 力图 


a a е = ғаға лға m оа. 


-ġġ 
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题 6.3 


将 是 连接 剪 力 端点 值 的 一 条 直线 , 如 图 6-12(a) 所 示 。 人 和 任意 点 处 倾斜 线 的 维 坐 标 表 示 该 点 处 前 力 的 
数值 。 

同 -截面 > 内 的 弯 证 定义 为 截面 左 侧 的 力 允 过 4 点、 垂直 于 书 纸 平面 的 轴 的 合 妃 纸 。 这 个 合 
力 拓 可 用 合力 , 肥 wrN 关于 过 4 的 同 : 辅 线 之 抵 来 计算 , 即 

M =-—<xor(z/2) N. m 

其 中 的 负 号 是 必须 的 , IE J КН ЕУ E fn SE. Huy t EL, ЖЕ ЕЕ ,ДЕ > 
= L. BJ BDE АН, FERF - a L 272, BERR R E EER, ШІН 6-12tb) 所 示 。 
TOS kb 0 E TRER A s FE b ЖЫН. 

要 指出 的 是 , ТАЕ 8 НЧ ДІН F 635 РЕ [U] I j F 85 86 E 8], HR M XT + 二 阶 导 
数 的 方法 也 能 够 得 到 这 些 。 在 本 题 的 情况 下 , 该 导数 是 - w, НОУ B AENA, 计算 法 则 告诉 
我 们 败 线 的 上 四面 必 然 旺 向 下 的 。 
如 图 6- 13{(a) 所 示 长 度 为 10 ft 的 简 支 梁 ,承受 120 bih 的 铅 直 均 布 载荷 。 试 画 前 力 
жу ЗЕ. 
М ЕР ТЕНЕ ЕВА 12001, ШЕН Ар ВАО Б ЛЕ 600 bf, 30218 Ул: 
相距 为 + 的 截面 ,该 截面 内 的 剪 力 等 于 截面 左 侧 所 有 外 力 的 代数 和 ,这 些 力 包 括 600 Ibf 的 约束 反 
力 芒 了 首长 床上 上 的 分 布 载荷 120 lbfyft。 我 们 将 截面 左 侧 的 分 布 载荷 用 它 的 合力 1207 ЬЕ 代 普 ,该 


合力 方向 是 向 下 的 ,如 图 6-13(b) 中 虚线 矢量 ,截面 x 右 侧 的 忒 荷 没有 包括 在 这 个 合力 之 中 。 处 
9% 


V = 500-120 ПЫ) 
因为 在 染 上 没有 集中 力作 用 , 所 以 上 式 对 染 上 所 有 点 处 都 是 正确 的 。 显 然 ,能 力 将 从 += O 处 的 V 
= 600 ibf 变化 至 z=— 10 AALA У-600-1200- -600 lbf。 前 力 的 变化 规律 可 用 连接 这 两 个 端点 
值 的 直线 来 表示 。 甬 力图 如 图 6- 14{a) 所 示 , 在 粱 的 中 点 处 间 力 等 于 零 。 

х АГЬ ВО МЕЗЕТ боры 的 续 束 反 力 各 120z bi 分 布 载荷 关于 过 4 ,并 垂直 于 书 纸 平面 的 
оК. BEDI EESE, A 
M - 600z - 120<x( z /2)1bí : ft 


олы ы 600 ғ оты 


(а) (b) 


图 6-14 


这 个 方程 对 于 鳌 个 梁 都 是 正确 的 。 要 指出 的 是 , 因为 载荷 是 均 布 的 , 用 虚线 矢量 家 示 的 合力 作用 在 
与 4 EE z/2 处 , RRRA SEN + 截面 左 侧 的 均 布 载荷 的 中 间 位 置 。 由 上 述 方 程 , 显然 可 
知 弯 扼 可 用 沿 梁 长 的 抛物 线 表示 。 因为 该 梁 是 简 支 的 , RIN Sik ӨНЕ ШЫ 些 外, 由 于 载荷 的 
对 称 性 , 在 粱 的 中 点 处 , 即 x = 5 h Eb. SIE Н, Нау а 
М,-5 = 60005) ~ 60(5)2 = 1500 (bf ` R) 
FERKA HAMETE ЕЗГІ НІ 6- 14( 所 所 示 的 弯 矩 图 织 坐 标 表示 。 


6.19 Ё Ең 


Em 6.4 


Ш6.5 


如 图 6-15 RARER AD, ХЖ В.С Е, 在 其 两 端 承受 图 示 力 个 的 作用 。 
ің 5 1802 E E, 


ІН 6-15 


М F 此 两 端 载荷 的 合力 仍 是 -个 力 侦 
Mi — M,/2 = M,/2 
这 个 尹 偶 必须 由 另外 一 个 数值 相等 р В RIZEN, 它 将 由 В.СӘММЕВЖЕЛЕ 
来 提供 。 由 于 平衡 的 要 求 , 反 力 偶 应 等 于 Mi72, 于 是 
RL/2 = M /2, R = ML 
TERHERE, БА A 距离 为 z 的 任意 点 处 前 力 等 于 左 侧 所 有 铅 直 力 的 代数 和 ,于 是 ， 
对 于 此 梁 的 沽 个 区 毁 , 有 


v = 0, 0ст<1,/4 
V = ML, L/4< xr < 3L/4 
v = 0, 3L/4 < r < L 
同 理 ,x 点 处 的 弯 筷 等 于 天 左 侧 全 部 的 力 偶 和 力 之 矩 的 代数 和 ,因而 也 需要 三 个 方程 
M =- Мі, 0 < z< L/4 
M =- Mi + Мух - L/4)/L, L/4 < z < 3⁄4L 


M =-M i+ M/L .L/2=- М2, 3L/4< r< L 
BJ BJ E| Е 6-16(a)fll 6 – 16(b) ж. 


(а) #9778 
r ки 
м, рп 
1 
(b) ti 2 
Ej 6-16 


如 图 6- 17(a) 所 示 的 简 支 梁 , 承 受 均 匀 变 化 的 铝 直 载 背 ， ЖАЛАНЫ ЕН Ж, 右 端 处 
的 载荷 集 度 为 600 1bf/ft, 画 前 力 , 弯 短 图。 
Ñ F 为 了 求解 全 部 分 布 载荷 的 约束 反 力 R, 和 RR 将 载荷 用 其 合 为 代替 ,并 作用 在 三 角形 的 
БАМ МНЕ ЖЕЛІ Ж НЫ 600 Ibit, 作用 在 全 长 12 ft 上 的 平均 湾 度 为 300 Ibf 
并。 因此 合力 是 3600 ibi, 施加 在 距 左 支 庚 8 ft 外。 用 米 计算 支 座 反 力 的 分 离 体 图 如 图 6.17(b) 所 
示 。 应 用 此 梁 的 平衡 方程 , 得 到 R, = 1200 lbf, R, = 2400 bf。 

然而 , 这 合力 不 能 用 来 画 坦 力 和 村 第 图 ， 我 们 必须 用 分 布 载荷 去 计算 与 左 支 座 相 距 + 的 截面 
外 的 前 为 和 杰 窒 ,如 图 6-17{c}。 可 以 由 相似 三 角形 OAB 和 三 角形 OCD 计算 得 到 z 截面 处 载荷 集 
E w, f ., 


. 97. 


ET арыз пане 


mesme агарда nana Саттым асық 


БЕІН Шеш MNAE 


іе 6000. | 之 
ш 600% w = | Æ } вао аы/ю 


因为 左 端的 载荷 集 度 为 等 , 因此 在 长 度 fz EPR HEIE Ж((х/12)600/2 1Ы/Ғ), 作用 在 z 长 
麻 上 的 总 载荷 等 于 平均 载荷 集 度 和 长 麻 * МІ КВ (( ғ/12)600 г/ ЫН ;这 个 力作 用 在 三 角形 
OAB 的 形 心 处 , ME 口 点 2z73 处 。 在 图 6-t7fcy 中 ,此 区 般 分 布 载 荷 的 全 万 用 虚线 矢量 表示 , z 
截面 右 侧 的 分 布 载荷 没 有 包括 在 这 个 合力 之 峙 。 


12а 36001bf 


V = 1200 — 1 2%) х = 1200 – 2522 


М = 12002 — t Z600) 4 |= 1200x - 2.2 
这 些 方程 在 梁 的 人 长 上 都 是 适用 的 。 草 力图 形 是 抛物 线 ,在 z=0 处 六 =1200 Ibf; 在 z=12ft 处 
V =2600 bii 村 第 是 三 次 多 项 式 , ЕЙІН УЖЕ ЛЕУ-КРЕЯНЕ ХІ, 这 是 因为 V = 
dM/dz; 因 此 零 剪 力 点 必然 是 容 第 图 切线 为 水 平 线 的 点 。 令 了 =0 可 解 出 零 剪 力 点 ， 
0 = 1200 — 2522 8 x = 6.94ft 
将 == 6.94 RASET, АЛАН ЖЕЖ 


М,-ө = 1200(6.94)- 206.94)? = 5520(1bf - ft) 
画 出 剪 力 和 弯 拖 图 如 图 6-18。 


1200 “| | 一 22 
р 5520 lbf- f 
аын _ j 2400 ibf сте 
(а) 3 77И (b) yE 


Ё 6-18 


题 6.6 如 图 6-19 АБЕН, 在 BC 段 上 承受 集 度 为 600 N/m 的 均 布 载荷 , 在 自由 端 C 
处 作用 有 4800 Nem ЖОИЕ, АНЫН ЕНІ, 


Ж EF 为 7 防止 产生 第 位 移 ,固定 端 AA 处 的 约束 反 力 应 该 勾 有 铀 直 反 力也 有 反 力 侦 , 为 计算 这 
些 反 力 , 写 出 静 力 平衡 方程。 


Х.Е, = Ra - (600N/m)(2m) = 0 (1) 


Мы дала ы утесе 


i 


a 0С Q а 


6.19 ËJ 题 


题 6.7 


XI Ma = Ma -4800N · m – (1200N)(3m) = 0 (2) 


解 出 


Ra = 1200N, Ma = B400N · т 
НЕТА, 4 点 右 侧 x 处 的 前 力 等 于 z 左 侧 所 有 力 的 代数 和 , 这 需 如 下 两 个 方程 ; 


V = 1200N, 0 < z < 2m (3) 
V = 12003 — 600(х – 2)N, 2< = < dm (4) 

同样 地 ,点 ДАНАТ 左 侧 的 力 和 为 侦 关 于 z SS 64833, R FANE: 
М =-8400N m+ 1200, 0< = <2т (5) 


М = – 8400 N • т + 1200 - (6003 т) 


is-2 En. ml, 2 < z < im (6) 


(3) 一 人 6) 式 的 图 形 分 别 由 图 6-20(a) Ж 6-20(b) т. ӘЖЕ BC БИЛ, ШЕ БЕ РІН 
图 的 二 阶 导数 进行 研究 : 


TEL 一 一 全 


(b) ЗЕН 


图 6-20 


因为 BC RR z 的 二 阶 导 数 是 负 的 ,所 以 BC Et q SE BIO Т АУ, (з) ЩН 
在 AB Е: 的 线性 函数 ,因此 在 AB В. SER R RAER, АЛИН - 8400 Nm, 右 
ҚҰЗ - 6000 N: m. 


如 图 6-21 在 A.C ARRIER, 承受 集 度 为 300 N/m 的 均 布 载荷 及 力 偶 2700 
МЕН ЕН ЕЕН, 
解 F 首先 用 平衡 方程 求 支 座 反 力 

Х.М, = 2700N · m Ес(бш) - (300N/m)(6m)(6m) = 0 (1) 


Ув, = Ra + Re- (300N/m)(6m) = 0 (2) 
解 出 
Ra = 450N, Rg = 1350N 


410%- жен PIATE 


узв Nm 1687.5 Nm 


tb) Ен 


图 6-22 


对 示 图 示 的 坐标 , АЖЕ АЖАЛЫ Р ТЕЗ 


V = 450N, 0 < z < 3m (3) 
V = [450 — 300(x - 3)]N, 3m < x < 6m (4) 
V = [450 — 300(z — 3) + 1350]N, бт < x < Әт (5) 
HE, ЕЕ Б Ерван; 
М = 450x N- т, 0 < z < Эт 
М = [450z - қ. -з) 22м. m За < z < óm N 


_ ау 
М = | 450г - 300. G>, 1350(I -0 |N: m, $m < ж <m (8) 


这 些 方程 的 图 形 如 图 6-22 所 示 。 在 区 间 ВС 和 CD 内 , ЖӘ (ТУН ЕНІН ӘЖ, 
于 在 每 个 区 间 二 阶 导 数 都 是 负 的 ,因此 弯 矩 图 的 上 面 均 为 向 下 的 。 


6.19.1 奇异 函数 : 


如 果 和 载荷 在 梁 上 是 连续 变化 的 ,上 述 问 题 中 所 讨论 的 方法 是 有 效 的 。 但 是 如 果 有 集中 力 
或 集中 力 偶 存在 , 就 必须 对 集中 力 和 集中 力 个 之 间 的 每 个 区 间 写 出 相应 的 前 力 和 梅 矩 方程 , 尽 
管 这 没有 原则 的 困难 , 但 通常 会 很 麻烦 , 旦 不 方便 。 正如 我 们 在 后 面 章节 中 看 到 的 ,这 些 结果 
对 于 研究 梁 的 形变 是 不 方便 使 用 的 。 

АГАТ RR ARREK EARED E, 至 少 可 以 使 表达 方式 紧 次 些 ， 这 种 方法 在 
1919 年 首先 由 到 考 莱 (Macauley) 应 用 于 梁 的 分 析 , 因而 此 种 方法 人 站 又 称 之 为 玛 考 莱 法 , 尽 
管 早 在 19 世纪 A: 科 菜 斯 克 (A，Clebsch) 曾 经 使 用 过 此 类 函数 。 根据 定义 , 我 们 引入 尖 括 号 
‘一 a) 并 且 规 定 ; 当 {x та) <0, АҢ z<a W, (z-a) =0; MR{r-a)>0, ЖИ > >a 时 ， 
《x 一 a) 就 成 为 (x a) EREN, 只 有 当 自 变 量 大 于 零 时 , 半 区 间 函 数 放 被 定义 为 具有 非 零 
ОЕ Е 当 自 变 基 是 应 值 时 , оу М БАЕ БУНА]. ARRA 


6.19 fl 题 101: 


falx) = (z - ay" 
服从 如 下 的 积分 律 


人 ee 人 
对 于 在 题 6.4 和 题 6.7 中 讨论 过 的 载荷 类 型 , 用 奇异 函数 写 出 前 力 和 弯 矩 玫 达 式 是 很 方 
便 的 。 艾 如 对 于 题 6.4 中 的 前 力 , 显然 单个 集中 力 的 影响 不 可 能 凯 现 在 加 力 点 宕 侧 区 间 的 前 
力 方程 中 , 但 是 当 考 虑 加 力 点 右 侧 时 , 该 集中 力 会 突然 出 现在 前 力 方程 中 。 
应 用 奇异 略 数 ,使 有 可 能 在 全 梁 范 急 内 对 前 力 和 弯 短 方程 写 出 一 个 统一 表达 式 , 而 不 管 载 
向 是 如 何 复杂 。 使 用 奇异 函数 最 重要 的 一 点 是 便于 应 用 计算 机 。 
题 5.8 НАЯ, НІҢ 6-23 所 示 简 支 梁 的 前 力 方 程 和 弯 短 方程 。 
Қ F 由 静 力 学 很 容易 解 得 支 座 反 J 
Ri = 3000 bf, R, = 10090 lbf 
对 于 原点 在 O ЧА En, PT i H 


V = 1000 iz)? – 4000¢r - 109 Ы) (1) 
ЕНН SIE ><1 R, ЯА V = 3000 1Ы; Т z>1 ft, WA V = 3000 - 4000 = – 1000 Ы, 
类 似 地 
M = 3000(<z>!' – 4000(= - 1)! (Ы: ft) (2) 
4000 ІҺҒ 


ТОО 
(b) еу 
r> 
3000 lbr-n 
15 H O 
(0} 弯 短 图 
图 6-24 


ERRA: Ш =<1 ft 那么 М = 3000=(]bf- ft) Ж r >11 ft, WA М = 300z -4000 – 1) ЬЕ 
tt) 


ЯЕ а жж. Т 3RS HI EL ОУ ОТТЫ x 都 是 适用 的 , 使 用 这 


4”. Шеш ШЛЕ 


HE A Вара А 6-24 АЗИЛ НІНЕН. 
16.9 如 图 6-25(a) 所 示 , Яр МЕ 20016- ЕЛІНЕН НАЯ ЕНЕ 
(МУЗ ЯН Jr ts: HEESEN, 
ҚМ ЕР 分 离 体 图 如 图 6-25(b} 所 示 , 图 中 У, 和 M, KOR REAREA. H 
力学 可 知 ; V. =0, М, = 200 lbf*fl。 引 入 图 示 和 的 举 标 系 ,在 此 题 的 情况 下 ,到 外 应 有 有 
V=0 (1) 
在 写 出 过 第 表达 式 时 , 从 左 向 右 来 考虑 ,显然 直到 4 АШТА, ЖА 点 处 施加 的 
200 Ibf*fi AAT AB KARES H, а Г ТА, ЕВ ТЕЕ ЗИ А АҢ ТА ПЕ 
пена 


7 


М =- 2004 – 659 (Ы ft) (2) 
(1) 式 和 (2) 式 的 图 形 如 图 6-26 所 示 


图 6-25 N 
т 
ж : | 
20068 : 
(а) 
(b) 药力 图 
— 5 | 
| 
СЕ? а 
ІҢ 6-26 


RR 6.10 AKU SE B ERZE RIEA, ЕРНЕНЕВ ЕЗІНЕ, 如 图 6-27 
(a). ЯН ЯСЫ НЕН АКО ВОНГ Е rz, ЖЕҢІН ЖЗНЕ, 


Р Р 


Қ 
tb) 


图 6-27 


8 F 分 离 体 图 如 图 6-27(b) 所 示 ， 由 静 力学 平衡 方程 可 知 支承 莹 处 的 友 力 是 


wL 2 
vs P+ Му = PL + kŠ 


it F b| РУР Е Ht AADRESSE, 可 以 PERH EERE h. 
相应 于 图 示 原 点 在 O 处 的 坐标 系 , 根 据 葛 力 的 符号 规则 ,给 定 的 集中 力 和 分 布 载 项 都 将 产后 


5.19 H F 105: 


RAA, EEE H 
(1) 


V=- Pir- wir- L/2)! 
Пон ЕРА АЈ Е К, MEARS a h ERT. 


АЖ, Ее ЕНЕ 
М == Рв)! -Eir - L/D? 


(2) 


2 


ЖЕ 69 3: ДЕ Ja SS YE Bi АПВ 6-28 所 示 。 


оқы 


wL? 
PL PL + 8 
2 


(cy ya Bl 


图 6-28 


6.11 如 图 6-29(a), 简 支 粱 承受 1 kNm НЕ. АЙЯНЫҢ М. 
FEAE, ЖЕНІЛ. ЗЕН, 


(b) 前 力图 


IkN-m 
—aÀsnkGzlilhpo 
2 yN-rmt 


(ç) 36 А 


6-29 


解 E 此 梁 只 受到 一 个 力 偶 作用 ,为 使 之 平衡 ,惟一 的 可 能 是 支 座 A 、C KAREN R W k 


AITA, 这 些 友 旋 如 图 6.29(s) 所 未。 平 奖 方程 
УМ, =3R-3=0 
解 出 
R = 1kN 


亦 郧 图 示 的 两 个 约束 反 力 构成 平衡 的 必要 条 件 。 
对 此 问题 的 研究 说 明 ,4 与 也 之 间 的 前 力 是 负 的 ( 按 图 6.7 所 示 的 符号 规则 ), А Зн а 


-104 - 


Жөн PANSE 


负 的 。 现 在 考虑 梁 上 在 B AAWA, 3 kNm éA EE e КІНШІН, ІРІ 6-7 可 知 是 正 
S, S iH VAM RERA 
Y=- (rr kN 

M = (1 + tr -2 kNem 
ЗР РИЯ 6-29(b}(c) 所 示 。 由 这 些 图 形 发现 , M 个 力 偶 作用 在 梁 上 时 , ЗЕ EH B TE 
用 点 处 要 发 生 突变 或 间断 。 
题 6.12 ЎМЕЎ AE 在 AB 和 DE KARZH HREH, 同时 在 中 点 C 处 承担 一 个 力 偶 作 
用 ,如 图 6-30。 试 用 奇异 函数 写 出 梁 的 前 力 . 弯 矩 方程 ,并 作 前 力 gE 


1501bf- t 
300 Ibf/ft 300]bí/ft 


6-30 


И аА РЕА уо 


У Ma = (3001bf/fr) (Cf) (0.580) + 1501bf - ft В,(30) 
- (300100 (LD3. 5ft) = 0 (D) 
>F, = – 30016 + Ra + Rp - 300lbf = 0 (2) 
нін 
Ер = 2500, Rg = 350lbf (3) 


由 图 永 的 坐标 系 及 奇异 函数 的 定义 ,可 写 出 
© 
у-- 300051 + 300 (z ? p! + 350 (22 19 + 250 (rao ~ 300 (z — 4)! (4) 
M =- 300 (2)! ZÈ + 300 (> 20): 20 350 人 


EH p - 
- 180 (z — 2,5)? + 250(z — 4)? - 300 (z ~ a)! (6-40 2 (5) 


OROA PHAR AAO AAFRIKA, АҒЫЛ V 可 解释 各 项 如 下 ， 

І. 作用 在 图 6-30 中 的 AB* 区间 (AB 内 任意 > ЕМЕЛ ШЕКЕ 
数 和 , 亦 即 中 项 300z, 这样 的 力 将 导致 产生 图 6-7(q) 所 示 的 位 移 ,因此 必须 在 300 (2) 2 РД 
号 。 

H. 续 前 , (4) 式 中 的 第 中 项 ,对 于 从 =0 到 z=5 ft 区 间 内 的 所 有 工 都 是 适用 的 , 这 是 因 
为 ,如 果 尖 插 导 心中 的 项 是 负 的 ， 那么 奇异 画 数 定义 为 零 , 但 是 并 没有 限定 第 中 项 中 * 的 上 限 。 
然而 对 于 日 点 右 侧 的 各 点 必须 消去 向 下 的 分 布 载荷 300 lbf/f 的 影响 , 这 可 以 在 也 点 右 删 {x >1 
从) 各 点 添 吉 向 上 ( 正 ) 的 分 布 载 荷 来 实现 ,这 就 是 第 加 项 。 但 是 这 个 向 上 的 分 布 载荷 同样 也 会 消 
除 DE 区 间 的 向 下 分 布 载荷 ,我 们 将 补救 这 个 缺 聊 。 

H. 对 于 B 的 右 侧 , 名 上 的 反 力 Rs 具有 向 上 350 lbf 69037 97У. 因为 它 将 导致 产生 如 
罚 67(e) 的 位 移 , 应 取 正 号 ,因此 在 第 合 项 前 使 用 正 导 。 

N. 施加 在 梁 上 的 150 bei MERA ETER HRE, 因而 它 没有 出 现在 (4) 式 中 。 

V. 对 于 DREN, 向 上 的 反 力 Ro 具有 向 上 250 Ы 的 前 力 宽 恋 效应 ， 因为 它 将 导致 产生 图 
6-7tc) 的 位 移 ,应 取 正 号 ,因此 在 第 鲁 项 前 使 用 正 号 。 

M. ЖЕП), ЖЖ DE ЯН ШЫ T Ai s S ps 3 АЮ АВА ВО 
项 , 补 上 这 一 项 可 以 使 外 载荷 成 为 正确 的 。 

(4) 式 用 奇异 函数 正确 地 给 出 了 汇 内 由 А 9] Е ИЫ, 其 剪 力图 如 图 6-31(a) 所 示 。 


* 此 处 原文 有 错 。 一 一 译 者 注 


6.19 A Е “105: 


НА Е, TASEA A DEKSES, 所 不 同 的 是 必须 考 外 在 С 处 施加 的 150 bf fi 
HAB. Ун (5) ен, Eh A AE ЖИН ЕТЕ 6-31(b) Br 8. 


" 4 250 lbf + P 
ШЕ ы 222222222222227272247722722224 006 T an oo p 
ССКА © 300 1bf 


(а) 35 7) 8 


ІН 6-31 


6.13 ПХЖАПЖВСКВ ЕЖ ЗЖАН, БІНДЕ С 处 承受 集中 力作 用 , 如 图 6-32 所 
示 。 利 用 奇异 画 数 写 出 粱 中 任意 点 的 前 力 . 弯 矩 方程 并 画 前 力 , 弯 系 图 。 


М eF 首先 由 表 力 学 平衡 方程 求 出 A 和 DD 处 的 约束 反 力 


Х.М, = 4.5Rp – (12ЕМ) (3. 5m} - (20KN)(3.5m) = 0 
Rp = 24.89kN 


ХЕ, = Ra + 24.89kN - 12kN -20kN = 0 
Ra = 7.11kN 


(в) 竟 力图 


20.37 kN- m 


(b) 324: 


17.78 kN:m 19.89 KN-m 


图 6-33 


жож млн 


ТАТ 6-30 З RR, ШІРИ 6.12 АТАЕВ Е, рр Ер 


у= 711 - 1042 = 2.51 — 1045 - 3.5) 
— I , . 
M = 7.1142) Dr - 2.51! {а 2.5). = 3260р — 3.551 


нотаны НЕВА ЗІЛІ 6-33 (а) СЬ), 


6.19.2 计算 机 应 用 


题 6.14 考虑 -个 在 任意 两 点 简 支 的 直 梁 ,由 集中 力 , 集中 力 偶 和 如 下 的 分 布 力 组 成 载荷 系 
统 ,分 布 力 在 梁 的 某 个 区 段 上 (a) 或 均 名 分布 (b} 或 线性 增加 (或 威 少 )。 试 用 BASIC 
语言 写 出 计算 梁 中 具有 标志 意义 的 剪 力 和 弯 矩 数值 的 计算 机 程序 。 


ER 
е 4 8 6 748 8 
LA L; П 1 ШИ КИ 


Р, Р; 


Е 6-34 


解 BF 我 们 用 图 6-34 中 的 术语 来 表 庆 载荷 系统 。 首 先 必须 用 静 力 学 方程 求 出 A SA B 点 的 
约束 反 力 , 热 后 引入 数字 1,2.3,… 去 标注 集中 力 ( 会 约束 反 力 )、 集 中 力作 用 点 和 分 布 力 іе 
ЖӨНГЕ, 6-34 中 画 出 的 的 为 这 些 载荷 的 正方 向 。 图 中 的 力 偶 M, ӨРЕН, 这 是 因为 它 的 双 
艇 头 矢 基 (图 中 用 虚线 矢量 袁 示 ) 平 行 于 * 轴 , 并 指向 * 办 的 正 向 。 利用 奇 蜡 函 数 写 出 加 下 的 ВА. 
SIC 计算 程序 , 如 昌 需 要 更 多 的 关于 各 点 之 部 的 前 力 、 杰 算数 值 的 信息 , 可 在 任意 需要 的 位 置 增加 


更 多 的 点 。 


00100 REM 
00110 REM 
00120 DIM 
00130 REM 
00140 REM 
00150 REM 
00160 REM 
00170 REM 
00180 REM 
00190 REM 
00200 REM 
00210 PRINT 
00220 PRINT 
00230 PRINT 
00240 PRINT 
00245 INPUT 
00250 PRINT 
00260 PRINT 
00270 FOR 
00280 INPUT 
00290 NEXT 
00300 PRINT 
00310 PRINT 
00315 INPUT 
00320 PRINT 
00330 FOR 
00340 PRINT 
00345 INPUT 
00350 NEXT 
00360 РБІКТ 
00370 PRINT 


THIS PROGRAM IS DEVELOPED TÓ EVALUATE THE SHEAR FORCES 
AND BENDING MOMENTS. 
S(20), P(21), Е(21), 1420,2), T(21,2), В{21,2) 


5 IS SEGMENT LENGTH 

P IS POINT LOAD 

E IS EXTERNAL MOMENT 
D IS DISTRIBUTED LOAD 
T IS SHEAR FORCE 

В 15 BENDING MOMENT 


" PROGRAM FOR SHEAR FORCES AND BENDING MOMENTS " 
" PLEASE ENTER THE NUMBER OP SEGMENTS: “ 
N 


Ы agi ENTER THE LENGTH OF EACH SEGMENT FROM LEFT TO RIGHT, 
Ізі TO Ñ 

8(1) 

1 


" PLEASE ENTER THE NUMBER OF POINT LOADS: " 
N1 


I=] TO МІ 
" LOCATIONS AND LOADS: * 
1), P{11} 


" ENTER THE NUMBER OF EXTERNAL MOMENTS; ~ 


a 


i 


РЯ 


ЕЗ 


6.19 例 ы еш” 
00375 INPUT N2 
00380 PRINT 
00390 FOR Ісі ТО N2 
00400 PRINT " ENTER THE LOCATIONS AND MOMENTS: " 
00405 INPUT L, EIL) 
00410 NEXT I 


00420 PRINT 
00430 PRINT " ENTER THE МО. ОР DISTRIBUTED LOADED SEGMENTS: " 


00435 INPUT Nš 

00440 PRINT 

00450 FOR I=1 TO N3 

00460 PRINT " ENTER THE SEGMENT NO., LOADLEPT, LOADRIGHT " 
00465 INPUT ма, D(N4,1), D(N4,2) 

00470 NEXT I 

00480 PRINT 

00490 LET т(1,2)-Р11) 

00500 LET B(1,2)=-E(1) 

00510 FOR Ізі TO N 

00520 LET T(I+1,1)=T(I,2)+(D(I,1)+D(I,2))%*S(I)/2 
00530 LET m(1+1,2)=T([1+1,1)+B(I+1) 

00540 LET т2-((2%011,1)%0(1,2))%8(І)72)/6 

00550 LET В{1+1,1)=В(1,2)+7(1,2)*8(1)+Т2 

00560 LET В{1+1,2)=В(1+1,1)-Е{1+1) 

00570 МЕХТ I 


00590 PRINT "LOCATION" ,"SHEARLEFT","SHEARRIGHT" , "MOMENTLEFT" , "MOMENTRIGHT" 


room EEEE TEENER ee PT TEE T Vt 


00600 FOR I=1 TO N+1 

00510 PRINȚ YL,T(I,1),T(I,2) ,B(1,1) ,B(I,2) 
00620 NEXT I 

00630 END 


ЖЕСУНЛ ЕСЕЛЕУ Basie 问题 程序 》， Wiliam Weaver, Je., McGraw-Hill, New York, 1972. 


Em 6.15 如 图 6.35 所 示 的 简 支 梁 。 试用 题 6.14 中 的 BASIC 程序 计算 有 标志 意义 的 前 力 和 
жн, | 


800 гл 10,000 1bf-f: 


ІН 6-35 


М F 首先 需要 计算 支 座 反 力 。 由 殉 力 学 
Х.М, =- (96001bf) (6ft) — 10000lbf > fr + Ratl7ft = 0 
ХЕ, = Ra + Rg — 96006 = 0 


ЙЕН 


EE 


Ra = 5624lbf, Rp = 3976lbf 
需要 输入 程序 的 是 : 
区 间 的 数目 :3 
ЖЕКІНЕЙН,12,2,3 
集中 载荷 的 数 自 ( 反 力 },2 
集中 载荷 的 位 置 和 数值 :1,5624 
4,3976 


外 加 力 偶 的 数目 :1 
外 加 力 偶 的 位 置 和 数值 :3, — 1000 

有 分 布 载荷 前 区 间 数 息 ,1 

区 间 序 号 , 左 端 载荷 , 右 端 载荷 ( 集 度 ):1, — 800, — B00 
计算 机 输出 如 下 ， 


"108: 


PLEASE ENTER THE NUMBER OF SEGMENTS: 
? 3 


PLEASE ENTER THE LENGTH OF EACH SEGMENT FROM LEFT TO RIGHT. 
? 12 
? 2 
? 3 


PLEASE ENTER THE NUMBER OF POINT LOADS; 
? 2 


LOCATIQNS AND LOADS: 
? 1,5624 
LOCATIONS AND LOADS: 
? 1,3976 


ENTER THE NUMBER OF EXTERNAL MOMENTS: 
? 1 


ENTER THE LOCATIONS AND MOMENTS: 
? 3,-10000 


ENTER THE NO. OF DISTRIBUTED LOADED SEGMENTS: 
? 1 


ENTER THE SEGMENT NỌ., LOADLEFT, LOADRIGHT 
? 1,-B00,-800 


LOCATION SHEARLEFT SHEARRIGHT МОМЕНТҺЕРТ 
1 0 5624 0 

2 -3976 -3976 9888 

3 -3976 -3976 1936 

4 -3976 0 8 


MOMENTRIGHT 
0 
9888 
11936 
8 


RH 6.16 如 图 6-36 АУ ИЕР XK BR АЖА 2 kN/m。 试 利用 题 6.14 中 的 BA- 


2KN ym Ж S 首先 利用 平衡 方程 计算 端 部 约束 反 力 , BRAW 


的 反 力 均 为 2 kN。 


чан | m —= 


==- ] m— 


SIC 程序 计算 有 标志 意义 各 点 ( 含 梁 的 中 点 ) 处 的 剪 力 和 弯 矩 。 
点 ,如 图 6-36 所 示 。 


„і. 
E 6-36 ЕЛА Ш BD Ni E, 


PLEASE ENTER THE NUMBER OF SEGMENTS: 
24 


PLEASE ENTER THE LENGTH ОҒ EACH SEGMENT FROM LEFT TO RIGHT. 


PLEASE ENTER THE NUMBER OF POINT LOADS ; 
? 2 


LOCATIONS AND LOADS: 
? 1,2000 
LOCATIONS AND LOADS: 
? 5,2000 


ENTER THE NUMBER OF EXTERNAL MOMENTS: 
?0 


PATER THE NO. OF DISTRIBUTED LOADED SEGMENTS: 


ENTER THE SEGMENT NO., LOADLEFT, LOADRIGHT 


22 为 了 应 用 给 定 的 程序 , 必须 沿 梁 的 长 度 选 若干 具有 标志 
意义 的 点 ,这些 点 通常 可 选 为 载荷 的 加 力 点 。 但 是 本 题 还 要 
ln 有 2kN 。 求 计算 分 布 载荷 中 点 的 剪 力 和 村 上 矩 , Ы Aa — тб 


1 
ee rip 


ENESE vt MAAARI а 


КЕЕН 


6.20 7 题 


+ 109 - 


2 2,-2000,-2000 
ENTER THE SEGMENT NO., LOADLEFT, LOADRIGHT 
> 3,-2000,-2000 


LOCATION SHEARLEFT SHEARRIGHT MOMENTLEFT MOMENTRIGHT 
1 0 2000 0 0 
2 2000 2000 2000 2000 
3 Ó 5 3000 3000 
4 -2000 -2000 2000 2000 
5 -2000 0 0 0 
SRU 0.129 VNTS. 
RUN COMPLETE 
6.20 у Æ 
对 于 图 6-37. 图 6- 38 RIER R, S H SE ES К SE Jy. ЖЕНЕ, 
ТЕМ 2ҰМ 
1m іт 
о — 
1 kN 
2kN 
1 kN.m Fü 
Ё 6-37 
题 6.17 
жж. 
Ж 
Үш-іҚМ, (< x < 1m 
У--3ЗЕМ, 1 < x< 2m 
FE 
M -- ХЕМ + m, 0 < r < 1m 
M =-x-2(r-—1)kN: m, 1< z< 2m 
题 6.18 
жж, 
95 
У = 2,1 КМ, Ü < z < 2m 
V = 2.1 —-2.4 = - 0.3kN, 2 < z < Ут 
V =2.1-2.4+1.5 = 1.2kN, 3< r< dm 
ЖЕ 
M -2.1тЕМ.тп, 0 < z< 2m 
M = 2.1z — 2.4(х - 2)kN т, 2 < xz < 3m 


M = 2.1z — 2.4(z — 2) + 1.5(z — 3)kN - m, 3 < х < т 


ХТА 6.19 6.25 ФИАН, S HI IE АКВ ОНЕГЕ, EB tE 8 + 
ШЕЗДЕЙ 


me er i oe en pi EE rg he A e EER Fu ret EME Ee Her RN 


mr 


ТҮ жоз MHIE 


— 


ЕНІ 
I8kN-m 
5.1 kN-m 
E] 5-38 
Am 6.19 
答案 ， 
32) 
V = 500 - 100=(1Ығ), 0 < r < 4 ít 
V = 100 – 200(z - 4)(bP), 4< y < Rf 
FHE 
М = 500z — 50z2(1bf hO x < 3ft 
М -509у – 400{ x — 2), 
= 10002 — 42 bf - ft), 4 < z < Bft 
三 48 一 十 一 4й 
200 bA 
100 ЊЕ 
x 
+ 
5001br 
Á+. — 
аа 700 Ibf 
w pm 4 
L Nm 
E . 
өз 
图 6-39 
BH 6.20 
Жж. 
前 力 
V = 20kN, 0 < 5 < 0. 5т 


V 20 - 1.5(т- 0.5)kN, 0.5m < + < 2.5m 
V =- ]0kN, 2.5m < r < 4.5m 


ж 


421 


— 


4112. 第 6 章 тона 
M - lk N+: rn; 0 < z < im 
M = 1х - (x= -l)(z -1)/2, lm < > < Zm 
M = lz -2(z - D| 55-1) -4, 2m < = < im 
М = і 0 451054, 3m < х < im 
Ei 6.22 
答案 ， 
前 为 
V = 5620 — 800r {lbf}, Q< z < 12f 
V = — 398D(1bf), 12 < + < 17ft 
TE 
М — 5620x – 400x (lbf + ft), 0 < z < 121 
M = 5620z ~ 9600(z — 6)fibf +h), 128 < z < l4ft 
M = 39802 Ü < x < Зн 
СҮТТІ 10,000 bt. tt 
5620157 
кәні 
тоза [39801 
11.940 тығ-й 
19,700 Ibf ft 
+  ——rp 
ШЕ 
Е 6-42 
Ш 6.23 
жж. 
>» 
V = 6DkN 0 < z < Im 
V = 60- 70 — 20(= -DEN Im < х < Sm 
TOEN 
20 kN/m 
о x 


Eii о ағыла sn" taw --- А 


шт умыта 2 -- 


6.20 可 i “113: 


ЕЗ9 
M = 的 了 TEN， m Ü< z< 1m 


M = 60z – 70(= — 3) – 10(= — 1 2kN т Im < х < 3m 
Eñ 6.24 


ЕЖ. 
kipa 


у= 0 O< x < 28 
V = 187.50 2< х < 161 
V =- 3312.501Ы) 16< x < 188 


4000 bf 3500 bf 


[21 


= =} 18% 2 
L 


нән“ A 
И ЖЕ 


ЕН 6-44 


FE 
М = 40000М. ft) 0 < z <2h 
M = 4000 + 187.5(= – 2)(]bf + ft) 2ft < x < 16ít 


М = 4000 + 187.5(z — 2) – 3500(z — 16)(15f- ft) 16ft< z < 18ft 
题 6.25 


Жж: 
қз 


4114: 


ЯБ BJ M SPE 


FE 


Eñ 6.26 


2 
V = 6000 - 34 1000)(Ibf) D < > < 121 


2 
V = - 6000 + 54 (1000) (Tbf) Ü < z < 121 


22 
M = 6000x - 33 (1000) (bf - f) 0< x < 12ft 


M = 6000: - 2. (1000) (ib - Ë) O< z< 12ft 
ТАЙ 6.26 一 题 6.29, НУН ЕРЕ SKOR Bh 2 ЕО, РЕН БУВР. 


答案 ， 


8л 


FE 


Eñ 6.27 


V(r) = 7 (æ)? 100 — 159 
= Sr = 259 — 15(z - 3)! KN 


lO KN ЗМ І5 КН 


17 kN TEN 
2kN 
і 
т 
13 ЕМ 
ії 
前 力图 
24 kN.m 26 kN-m 
L 
51 
E 6-46 


М(х) = 17(z)! — 1045 - 1)! 
-5іг- 2)1 – 15 (ж – 31 kN. m 


ж. 


2 kN/m 


图 6-47 


Eñ 6.28 


Æ 6.29 


BJ 


Жж. 
7 


FE 


答案 : 
S (b) 


М(х) — Ile- Diz - 1,1620 — 3! +24 — 4)7ЕМ 


Mia) = 25051-1 = 124 16 — 352 205 -41kN ' m 


20) Toif 
t x 


— 


E oed oa оа 


前 力图 


3340 еті ц ; 8347 ЬЯ 
— 1 


жн 


ЕН 6-48 


Via) =-334(259 — 5(zr - 10)2 +2334{z - 20)" (bf) 


М(х) =- 334(2) — 5а - 10) + 2334(z — 20 Uf. ft) 


图 6-49 


“115. 
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= 一 166.74ri2 + 750 (z - 129 
Ж (c) 
M =- 55.64z)3 + 75042 — 1)! 
Eg 6.30 -- 简 支 梁 闲 受 均 布 载荷 及 力 侦 的 作用 , 如 图 6- 50 所 示 。 试 利用 题 6.14 中 的 BASIC 程序 求 梁 中 具 
有 标志 意义 点 处 的 剪 力 和 弯 握 ,并 冰 出 这 些 结果 的 近似 图 形 。 


30 Ње 


400 计 让 放 


E 6-50 
Ст; 
іш 万 前 力 ERD ара жен р 
1 0 -47.5 0 0 : 
2 — 47.5 -47.5 — 950 -550 
3 -47.5 300 - 1800 - 1500 ` 
4 Ü 0 0 0 ; 


930 biri 
1500 bf-ft 


ІН 6-51 


题 6.31 一 简 支 深 承受 均 布 载荷 及 力 侦 的 作用 , 如 图 6-52 所 示 。 试 利用 题 6.14 中 的 BASIC 程序 求 梁 中 具 
有 标志 意义 的 点 处 的 前 力 和 棍 答 。 


2250 N'm 
B kN;m 


图 6-52 
ER, 
位 置 Ж E EFH а 
1 Ü Ü Ü - 2250 
2 - 8000 11125 - 6250 - 6250 
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7.1 ЖУСУ 


单元 体面 积 da ATEA MARE, 定义 为 单元 体 的 面积 乘 以 单元 悼 与 该 轴 垂 直 
距离 的 积 。 例 如 ,在 图 7-1 中 ,单元 体面 积 da 关于 xz 轴 的 一 次 矩 定义 为 
dQ, = yda 
关于 y 97—13 


dQ, = zda 


应 用 见 题 7.2 和 题 7,12。 


72 ЯАВ КЖЕ 


AREHRX T РТА Ру С-В — Kin АТ N Г ру 87 BJ Br ERARI 
ЖО, КНТ, WARREN 0, 表示 , ДІ 


q, = (во. 
EAR MAME 7.1 Ж 7.3 


7.3 平面 的 形 心 


平面 的 形 心 由 下 述 方程 定义 


式 中 A 为 平面 的 面积 。 
шет 


z == (7.1) 


118: 
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y = Ë! (7.2) 


APA 2,90 у, 为 第 i 子平 面 的 面积 及 形 心 坐标 。 

以 于 各 式 的 应 用 见 题 7.2. 题 7.3 0817.12. 

平面 的 形 心 是 这 样 一 个 点 ,假想 地 将 平面 面积 集中 在 此 点 处 , 对 于 任何 轴 的 一 次 抢 都 保持 
不 变 。 例 如 一 块 金属 的 薄 平 板 , 如 果 支 承 在 它 的 形 心 之 下 , 那么 它 将 会 在 水 平平 面 内 保持 平 
衡 。 

有 少数 平面 的 形 心 位 置 是 很 清楚 的 , 在 对 称 图 形 如 图 形 或 矩形 中 , 它 的 形 心 和 图 形 的 几何 
中 心 是 重合 的 。 

ЕНН “的 坐标 表示 形 心 坐 标 , 亦 即 + 表示 形 心 的 x 坐标 。 


7.4 ЖИНА ККИ 


单元 体面 积 da РЭР J — ЖЗНЕ, 定义 为 单元 体 的 面积 乘 以 单元 体 
HAERERAA. ЖИ7-1 中 , 单元 体 关 于 > 轴 的 惯性 逢 为 
dI, = уда 
关于 у НИЯТЕ U 
dI, = z°da 


7.5 ARARE ХЕ 
ЖЕТЕРІ НЫС КЕНЕ ТАНЫ I ра Ра а ИЕ Sia Uk ai 
轴 惯 性 答 之 和 。 这 同样 也 经 常用 积分 来 计算 。 如 果 有 限 面积 关于 zx 轴 的 惯性 矩 记 作 工 , 则 有 
I, = far, = ЕЕ (7.3) 
同 理 
I, = |а, = (22а (7.4) 
对 于 由 NN 个 子平 面 A; 组 成 的 组 全 平面 ,上 两 式 的 积分 可 用 和 式 代 替 , 即 
М М 
І. = ЕВ I, = 2 (1,), 
以 上 各 式 的 应 用 见 题 7.4 Т 7.6 - ES 7,10. 


7.6 单 位 


惯性 矩 的 单位 是 长 度 的 4 次 方 , 即 (in)4 或 m4。 
77 有 限 面积 惯性 矩 的 平行 轴 定 理 


有 限 面 积 的 惯性 矩 乎 行 轴 定 再 叙述 为 ,面积 关于 任 一 轴 的 惯性 矩 等 于 对 过 形 心平 行 轴 的 
ЕЖЕЛ КЕННЕН ЕТ. HFE 7-2,4 то fll y; 过 平面 面积 的 形 心 , 轴 
z 和 轴 y 是 与 形 心 朝 xc ye 相距 y 和 x, РАТ Н, А А 表示 平面 图 形 的 面积 , L NL L 8 
示 关 于 形 心 轴 的 惯性 矩 , 1,、I, 表示 关于 x MM y MAREE, WASE 

L, = Le + АО)? (7.5) 


7.10 ЖЕНЕР 


% 7.2 


I, = Le + А(=1)? (7.6) 
将 在 题 7.s 中 导出 此 关系 式 , 其 应 用 见 愿 7.6. 题 7.8、. 题 7.11 1017.12, 


7.8 回转 半径 
如 果 面 积 A 关于 z 轴 的 惯性 矩 记 作 了 工 ,那么 回转 尘 径 r, 定 闵 为 


с (5 (7.7) 


同 理 , 关于 у 轴 的 回转 半径 x, 定义 为 


„o fi ов 


因为 惯性 矩 了 的 单位 是 长 度 的 四 次 方 ,面积 4 的 单位 是 长 度 的 平方 , 因而 回转 半径 具有 
长 度 的 蔓 网 , 亦 即 “in" 或 "m"。 回 转 半径 经 常 被 用 作 比 较 , 但 它 并 元 确切 的 物理 意义 。 见 题 
7.10 和 题 7.11。 


7.9 单元 体面 积 的 惯性 积 


单元 体面 积 da 关于 平面 内 x、y 轴 的 惯性 积 由 下 式 计算 
41, = худа 


ЖФ г.у 是 图 7-1 中 单元 体面 积 的 坐标 。 


7.10 有 限 面积 的 惯性 积 


有 限 面 积 关于 平面 内 zx 、y 轴 的 惯性 积 等 二 有 限 面积 内 所 包含 的 爹 部 单元 体 关于 该 两 轴 
惯性 积 之 和 , 即 

Ty = [ъа (7.9) 

由 此 , 显然 可 知 惯性 积 可 能 是 正 的 ,也 可 能 是 负 的 , 或 者 是 零 。 对 于 由 N 个 子 面积 A; 组 


成 的 组 合 截面 , 若 各 子 面积 关于 x 、y 轴 的 惯性 积 均 为 已 知 时 ， (7.9) 式 中 的 积分 可 用 求 和 代 
H. 


N 
L, = Ņ (p): (7.10) 
i 
应 用 可 见 题 7.13 447.15, 


"120° 
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7.11 有 限 面积 惯性 积 的 平行 轴 定 理 


有 限 面积 惯性 积 的 平行 轴 定 理 叙 述 为 :面积 关于 x 、y 轴 的 惯性 积 等 于 该 面积 对 平行 的 形 
心 轴 惯 性 积 再 加 上 面积 与 其 形 心 到 zy 办 距离 之 积 。 如 图 7-2 所 示 , re .yc 轴 通 过 面积 的 形 
D, +、y 轴 是 与 形 心 轴 zc\yc 平行 ,相距 y 和 z, 的 轴 。 令 4 表示 图 形 的 面积 , Lesc 是 关于 
形 心 轴 的 惯性 积 , 则 

Ly = Leo + Ахлу (7.11) 
将 在 题 7.14 中 导出 这 个 关系 ,其 应 用 见 题 7.15 和 题 7.16。 


7.12 НЕ 


企 平 面 面 积 的 任意 点 处 , 都 会 存在 一 对 相互 垂直 的 轴 , 平面 面积 关于 此 两 轴 的 惯性 矩 是 过 
该 点 各 轴 惯 性 矩 的 极 大 值 和 极 小 值 。 惯 性 矩 的 极 大 值 和 极 小 值 叫做 主 惯性 入 ,可 由 下 式 计 算 : 


人 (7.12) 


ТЕН 4) Еа T 


这 些 表 达 式 将 在 题 7.17 中 导出 , 其 应 用 见 题 7.18。 


7.13 + AH 


过 所 选择 点 的 一 对 相互 垂直 的 轴线 ,平面 面积 关于 该 两 轴 的 惯性 矩 分 别 为 极 大 和 极 小 值 ， 
称 此 对 轴线 为 主轴 。 其 应 用 见 题 7.16。 

如 果 某 一 对 轴 为 主轴 , 则 关于 该 轴线 的 惯性 积 等 于 零 。 由 惯性 积 定义 的 积分 可 以 看 出 , 如 
果 xz 轴 或 y 轴 中 有 一 个 .或 两 个 均 为 对 称 轴 , 那么 关于 x 、y 轴 的 惯性 积 为 零 。 因 而 可 知 , 对称 
轴 一 定 是 主轴 。 


7.14 静 力 学 资料 


本 章 中 所 需要 的 大 条 数 与 静 力 学 有 关 的 平 载 面 性 质 列表 于 图 7.3 中 。 ЖЕТШЕ 
括 ,(a) 矩 形 , (b) 三 角形 , (с) BDE, (а) BDE, (е)1/4 BÉ, (AK, 


截面 形状 Шон 形 心 位 置 


矩形 1} 
É bh 几何 中 心 


— Y. q. _ _ _ i ы 


7.15 ffl 题 


Күні қ 面 ы J O 1 Pt 
BUZ | 
[ rR? RED? 几何 中 心 
(c) 
G: 
L 
y Z W қ 
F Эя 8-2 D у S 
半圆 形 ` 
(d) 
1 
1⁄4 Ы 
y zR? --%Е 
Т 4 š Зх 
! ke psl 
(e) 
_ _ 2Rsin0 
gR? ї = ia 


图 7-3(5E) 


7.15 Ж 题 


题 7.1 图 7-4 中 的 阴影 截面 的 边界 曲线 方程 为 y = ау = х5, 端点 在 (1.1) 处 。 试 求 其 形 
DHI y 坐标 。 


N EF 选择 如 图 7.4 中 所 示 的 ,由 曲线 yi 和 у, 限定 的 水 平 单元 体 (此 单元 体内 的 各 点 均 具 有 
相同 的 у 坐标 ), 该 单元 体 的 高 度 (宽度 ) 是 dy。 由 形 心 位 置 的 定义 ,有 


ма 


Д 
式 中 


da = (=> 中 х1)у 


ex 
474777769 
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对 本 例 ,应 有 


1 1 
[а -00)06) Јо ay) 
УЕ; = фаг = 18 = 0.229 
Гб» - ті)ду fo ~ у) (ау) 
本 是 中 的 积分 是 很 简单 的 , 对 于 更 复杂 的 -_ 些 问题 ,积分 运算 可 由 计算 机 完成 借助 于 能 顺利 
完成 上 述 积 分 运算 的 专利 程序 , 许多 运算 都 是 有 效 的 。 
题 7.2 如 图 7-5 所 示 , 圆 形 截面 中 圆心 角 为 29 的 扇形 被 控 去 , 试 求 图 中 阴影 截面 形 心 的 y 
坐标 。 
Ң FP 由 本 章 的 表格 提要 (图 7.3), 已 知 圆心 角 为 28 BJ B JÉ ERA 0R2, 35 U 3⁄2 5 
2Rsin8/38{ 参 阅 图 7-6}。 在 该 提要 中 也 讲 淹 圆 截 面 的 形 心 就 是 它 的 几何 中 心 。 
根据 定义 ,图 7-4 中 阴影 面积 形 心 的 y Әйт Қан. 


yda > уда 
А 


y> = 或 


图 了 -5 图 7-6 


此 题 中 的 阴 形 截面 由 三 部 分 组 成 中 下 半 阅 截面 念 上 半圆 埠 面 钨 被 除去 的 南 形 截面 。 因而 各 单独 的 
阴影 截面 可 表示 为 图 7-7。 

根据 这 三 个 部 分 ,利用 公式 (7.1), 可 有 
apP|_ 4 有 | ， 工 ia14R1 ,sf2R 
54 z R? (- Rje 2 R° (8) ә ЕК) 


2 Ring 
nR? — әр? 


3{x— 0) 


EW 7.3 600 mm > 1000 mm 矩形 的 金属 薄片 沿 斜 线 AC 和 PDF HARNES, ШІ 7-8 所 示 。 
在 图 点 线 所 围 的 区 域内 , 金属 片 成 为 双 倍 厚度 。 试 求 折 松 后 金属 薄片 质心 的 了 s 
标 。 
М іғ REE, ытын ы» y ERA 


уда і 
y = г 或 2 
对 于 此 例 ,上 述 表 达 式 中 的 分 子 是 截面 关于 z 轴 的 一 次 矩 。 在 数字 运算 中 ， 注意 到 入 4BC、 
ADEF 被 除去 ,但 又 布置 在 人 ACG 和 A DFH 处 ,使 其 成 为 双 倍 的 厚度 。 因 此 应 有 


7.15 f ЕН 


y = { (600) (1000) (500) = 2| L oso) (250) (1000 = 250/3) | 


+ 2] L (250)(250) (750 + 250/3) |) = (600)(1000) 


1000 mm 


r 


300 mm 300 mm 


E 7-8 


Ю 7.4 试 求 矩形 截面 关于 过 其 形 心 且 平 行 于 底 边 的 水 平 轴 的 惯性 矩 。 


87.5 


8 E 引入 图 7-9 所 示 的 坐标 系 , 过 形 心 . 且 平行 于 底 边 的 水 平 
辅 为 rc, 关于 zc 辅 的 惯性 矩 为 

I - [zas 
为 方便 起 见 , 选择 坐标 y 为 常数 的 单元 体 , 图 中 的 阴影 单元 体 就 具 
有 这 样 的 特点 。 


АЛ 


3 A72 1 
这 个 量具 有 长 度 4 次 方 的 量 网 ,或 是 (in)4. 或 是 mt。 7-9 
БЕЗЕР ЖЕН ЕНЕ, 


М F 考虑 图 7-10 所 示 的 平面 图 形 。 假 设 已 知 其 形 心 G 的 位 置 ， Zes yo 是 过 形 心 的 坐标 轴 ， 
Zy 轴 分 别 与 形 心 轴 ЖозУе 平行 ， HWE 31 和 Жі» 


对 于 面积 为 da 的 单元 体 ,关于 x ШЕННЕН d[, = (y, + 交 )2da。 全 部 面积 上 关于 > 轴 的 
惯性 炬 为 


1, = ju. = fy + y yaa = [а + 25, уа + |(y J?da 
上 式 右 侧 的 第 一 个 积分 项 , 因为 y ЖЖЖ, [Cda = 
Уба = A ;在 第 二 项 中 ,注意 到 y 是 相对 于 形 心 轴 而 言 的 ， 
应 有 
2 yaa = 2500) = 0; 


第 三 项 应 等 于 fc, 即 平面 图 形 关 于 水 平 形 心 轴 的 惯性 符 。 于 
是 


L= 1,6 + Alyy 
7-10 对 另 一 轴 , 采 用 同样 的 方法 ,会 有 
I, = let Alz)” 
ERA 3F ñ ШЕННЕН ТІЗЕ, 要 指出 的 是 :上 述 公式 所 包 售 的 轴 中 , 其 中 有 一 个 必须 是 通 
过 平 画 图 形 形 心 的 。 此 宇 理 可 般 述 为 ,平面 图 形 相 对 于 非 形 心 轴 的 惯性 算 等 于 与 之 平行 的 形 心 轴 
惯性 符 如 上 平面 图 形 的 面积 磁 以 两 轴 距 离 的 平方 。 


4123. 


.124 
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ЖЕШЕЛІНЕ; XTE CHH RERE- ЖОРЫ Sh EE Н ЫН. 
57.6 REKREITA REES AREE, 
y Ñ ЕР 图 7-11 ФИФА E 4E AEH 根据 基于 r 轴 
І, = ЕЗ 


对 于 图 示 的 阴影 单元 体 , 单元 内 各 处 的 y 均 为 常数 ,因此 


a 3715 
L= |у - ЕН! = Тов? 
此 解答 也 可 以 将 平行 轴 定 理应 用 于 题 7.4 的 结果 得 到 。 这 可 
以 投 述 为 ;相对 二 底 边 的 尾 性 矩 等 于 形 心 灿 惯性 矩 加 上 图 形 
面积 与 两 轴 虎 离 平方 的 乘积 。 于 是 


图 ?7.11 


1 
3 


L. = Lo + Alyy = to + | А) = РА? 
Ë8 7.7 RRA 7-12 所 示 三 角形 关于 底 边 轴线 的 惯性 矩 。 
Ж sm 引入 图 示 的 坐标 系 ,关于 水 平 z WIB LEE SE 


为 1 = (Уға. 对 于 图 中 的 阴影 单元 ,单元 内 各 点 


的 ， BRAR, TÆT = [y?sdy ,由 相似 二 多 
Ü 
№, PPH | /b5=(h- yh, TË 


I, -| q íh- yd 
| b 22. Eor 图 ? 12 
题 7.8 WRZ 角形 关于 过 形 心 与 了 底 边 平行 的 轴 的 惯性 年。 
Ң ë> 5, 轴 与 底 边 重合 , У.Е 
] 心 的 输 , 如 图 7- 13 所 示 。 
由 图 7-3(b) 可 知 , re 轴 与 底 边 相 距 关 /3, 根据 价 性 年 平 
ñ THER, 有 
хы 2 
n L, = Le + Alyo 
š x 但 是 ,由 题 7.7 可 知 L.A 和 y(= /3) 都 是 已 知 的 。 + 
7 E, ТАЯТ Loo WATORIA Б Ж 
bh? гез (А 
Р 7.13 12 ` "G 2 3 
ж Lo = Жа 


En 7.9 试 求 圆 形 截面 对 其 直径 的 惯性 矩 ， 
Ш EF 选 图 7.14 所 示 的 阴影 单元 , 计算 工作 用 极 坐 标 进 行 。 加 截面 的 半径 记 作 -。 根 据 定义 


L, = Грозава y = psing\da = рібіо ,因而 
Zr ік 2 
I; = [fe зіп? радар = fa 6ag| + e| = 加 = zz 
部 果 用 户 атианвке, р = 2ғ, І, = кр*/64, 
ЗС АГЕ НЕНИ 12008 5.1). ЗИ АЕ 


хр* _ zD: 
64 128 


- 1, 
L => 


715 B E 125: 


y = 64 — х2/25 
64 mm | 
|на |а во | i 


图 7.14 图 7-15 
7.10 ARE 7-15 所 示 的 平面 图 形 关 于 x н.у ИАН, 以 及 相应 的 回转 半径 。 
Ж EF 选择 如 图 ?-15 所 示 宽 度 为 de, WES ”的 阴影 单元 。 由 题 7.6 可 知 ,这 个 单元 体 关 于 
т 轴 的 惯性 矩 为 


1 
3 


为 了 计算 图 形 内 爹 部 单元 体 的 惯性 年 ,应 对 > 从 - 40 mm B| + 40 mm 积分 , 即 


dI, = ъ= аха» 


f= 机 r=40 
І, = far = + f ydr = 2 | (64 — z2/25)4z = 3.197 х 105 mm" 
х= -40 


同一 个 单元 体 还 可 用 来 计算 整个 图 形 关于 ут, MEX, H al, = 224 即 


ж-й 
*=40 x= 40 
= |а, = | zydz =- 2 | 2068 25)4= 
х= 一 四 == -4ü 


= 1.092 x 106 mmt 
为 了 求解 回转 半径 , КЕНЕН FAm, Вр 


= 由 
А = fraz =2 | (64- z2/25)d4z = 3413 mm? 
х0 


| I, 3.197 x 106 mm’ 
= = = 3D. 
= NA 7 ү 3413 mm 6 mm 
1, 1.092 x 10% mm‘ 
SA ү 343m 7 17.9 mm 


题 7.11 两 个 槽 形 分 支 截面 焊接 在 长 16 in, 0.5 in 的 平板 上 , 如 图 7-16 所 永 。 试 求 上 述 组 
合 截 面 的 形 心 ,并 求 关于 平行 于 z 轴 的 形 心 轴 的 惯性 第 及 回转 半径 。 
解 EF 首先 考虑 图 ?-17 所 东 的 单个 槽 形 截面 。 截 乔 的 面积 是 


А = 2(0.5)(2.60 - 0.25) + 10(0.25) = 4.85(in?) 
由 题 7.4 及 平行 轴 定 理 ,可 以 计算 此 单个 模 形 截面 关于 与 z 平行 的 自身 形 心 轴 ( 图 7-17 21%) 
ЕЕ, 


І = 2 (0.25900 +2| 2 (23% 3 N 2 
a = 古人 0. E (2.35)(0.5)2 + 2.35 (0.5)(5 — 0.25) 


于 是 可 有 


=73.90(int) 
其 中 第 中 项 是 铝 直 矩形 对 , AEREE, BODEKE A SECH z, REE, ОЛ 
是 根据 平行 轴 定 理 , 由 >, 轴 向 х. 轴 的 平移 项 。 
根据 题 7.6 的 铺 果 和 平行 轴 定 理 , 可 以 计算 吾 个 组 合 截 面 关 于 + НЕЕ, 有 
L, = 1 (16)00.5)? + 2[73.90 + 4.85(5.5)2]= 441.8 (іш) 


按 形 心 定义 计算 整个 组 合 截 面 的 形 心 位 置 ， 


126- ЯтЕ ПНА BEEE AHER 


È 
re x. _ 16 (0:5)(0.25) + 2 (4.85)(5.5) _ = зу 


16(0.5) + 2(4.85) 


АттЕФИЯНЫ T 2k 348, PATE G) BD IB 3 S ЕА Е OE 
Р 截面 。 
现在 已 经 求 得 组 合 截面 的 水 平 形 心 轴 ro, 应 用 平行 轴 定 
理 ,由 x с. ИТИНЕ Е 
L, = Lea + A(TY 
! 441.8in4 = Te + (17.70152 (3.13ia2 À 
Le = 268.48in% 


相应 的 同 转 半 径 为 re= | = 2688, вос) 
1 о-он-аза 817.12 平 截面 是 边 长 200 mm 的 等 边 三 角形 , 从 中 


挖 去 另 一 个 等 边 三 角形 , 两 个 等 边 三 角形 保 


87-17 留 下 来 的 截面 宽度 在 垂直 于 边 长 的 方向 为 
30 mm, 如 图 7-18 所 未 。 试 求 保留 (阴影 ) 截 面 的 形 心 , 以 及 关于 与 + 轴 平 行 的 形 心 轴 


的 惯性 矩 。 


Б ЕР 首 先 几 须 求 出 被 控 去 的 内 部 三 角形 的 尺 
才 , 由 图 ?-18 的 几何 关系 可 知 , 因为 BE 和 ВС 
之 间 的 夹 衣 是 30", 所 以 BE = 60 mm。 被 挖 去 三 角 
Ж DEF В А 为 

h = 200 cos30° — 30 — 60 = 83.21 mm 
这 个 三 角形 的 边 长 
DF = 83.21/0.866 = 96.08 (mm) 
由 对 称 性 可 知 , 形 心 必定 在 y 轴 上 。 按 定义 


计算 形 心 位 置 为 
Ж ЕС 27 ydA 
> A À 


其 中 分 子 表 示 面 积 对 М-Ж. HARES 
说 提要 中 所 列 出 的 ,三 角形 的 形 心 位 置 和 面积 , 有 


I -È (200) (200cos30") (200/3cos30") >. 7696.08) (83.21)(30 + 83.21/3) 


- (200) (200cos30") В (96.08) (83.21) 


7.15 Ë 题 


127: 


= 57.72 (пия) 
ЭТИНЕ НЕЕ, 首先 计算 阴影 截面 对 ло 轴 的 惯性 第 ,这 可 以 由 外 部 三 角形 АВС 
关于 zx WARE A 7.7 的 结果 } 减 去 为 部 三 角形 DEF 对 同 “ 轴 的 惯性 第 得 到 。 内 部 三 角形 的 
结果 首先 要 计算 三 角形 DEF 关于 自身 形 心 轴 的 惯性 矩 (利用 题 7.8 的 结果 ), 然后 利用 平行 轴 定 理 ， 
得 到 关于 z 轴 的 结果 。 


1, = 二 (200)(200cos30 一 [去 (96.08)(83.21)? + -- (96.08) (83.21)(30 + 83.21/3)? | 


=71.74 x 105( mmt} 


利用 平行 轴 定 理 , 有 
L, = Lea + A( y )2 


71.74 x 1Ü5mm = Lo + 2.0200) 20030") - L (96.08)(83.21) (57.72) 


解 出 
І; = 27.35 x 10 mm 


Ш7.13 如 图 7-19 所 示 , 试 求 和 矩形 截面 关于 x 、y 轴 的 惯性 积 。 
Ñ ағ 由 惯性 积 的 定义 I. = | ауда , 取 图 示 的 阴影 单元 体 ,计算 上 述 积分 


ГЕТЕ: уа 


275 ы 271А ы 
n- Tren- Пр s- 7 
x=) 


y=Dbxr=0 


Е 7-19 E 7-20 


题 7.14 推导 平面 图 形 惯性 积 的 平行 轴 定理 。 
Ж T 在 图 7-20 中 , 轴 zç 和 yc 通过 平面 图 形 4 的 形 心 ， zy 轴 分 别 与 过 形 心 的 хус SB 
平行 , 且 相 虑 已 知 的 距离 。 
对 于 单元 体 da, 关于 x.y 轴 的 惯性 积 为 
- dI, = (zi + (уз y )dzdy 
ЕСЕШЕ<Ғ:. УЖЕ 


L, -|ш,, - По. + I + y )dzrdy 


= [лага + J жіуіігіу + Пьуаға» + ШЕГЕН 
因为 z| Яу, 均 为 常数 ， 因而 上 式 右 侧 第 一 项 等 于 ха А ЕЕ Қу 都 是 关于 形 心 轴 的 
坐 水 ,因而 第 二 项 和 第 三 项 均 为 零 ; 第 四 项 等 于 Loc, 亦 即 平面 图 形 关于 自身 形 心 轴 的 惯性 积 。 
于 是 ， 
у = zis4À + Lo. (1) 
ЖЕҢГЕНДЕ ТЕН ЕТЕНЕ. КЕНІ, =G M yo 必须 是 通过 平面 图 形 形 心 
的 坐标 轴 , 此 外 只 有 当 两 赛 坐 标 系 有 图 7-20 所 示 的 位 置 关 系 时 , r 和 y, 才 均 是 正 的 ;也 就 是 说 ， 
必须 要 特别 注意 >, 和 yw 应 有 适当 的 代数 运算 符 生 。 
题 7.15 试 求 图 7-21 所 示 的 可 角形 截面 的 惯性 积 [。 


М E 可 将 给 定 的 截面 分 解 为 如 图 的 两 个 矩形 截面 。 对 年 形 截面 中 ,由 题 7.13 的 (1) 式 ,有 


r128 Ӛ?Е PHARE OL ІНЕ ИТЕН 


(L) T 1109125)! = 39 x 10t(mm°) 


对 于 和 矩形 截面 @@, 使 用 题 7.14 PHORA. ЕРЫИШОХСЕН г.у 轴 平 行 的 形 心 轴 
的 惯性 积 等 于 零 ,因为 这 样 的 轴 是 对 称 轴 , 亦 即 对 截面 四 ,有 face =0。 题 7.14 导出 的 平行 轴 定 
и» 
(1,2% = (42.5)(5)(65)(10) = 13.8 x 1046 т?) 
ЖӘКЕ BE SIE БЕУ 
I, = 39 x Ц“ + 13.8 x 10* = 52,8 x (тт) 
题 7.16 试 求 题 7,15 中 的 拐角 形 截面 关于 形 心 轴 ro yo 的 惯性 积 , ze yc 轴 是 和 x 、y 轴 分 
ХИР ТАЗЕ Н, 见 图 7.22。 
Ж ЕР 首先 要 求 出 截面 形 心 的 位 置 , 亦 即 解 出 z. 
了 ,可 有 
z = 12500)(5) + 65(10) (42.5) _ 


125(10) + 65(10) = 17.8 (mm) 
ӯ = 125(10)(62.5) + 65(10)(5) _ 42.8 (mm) 


125(10) + 65(10) 
利用 题 ?.13 导出 的 平行 轴 定 理 , 有 
L, = z434ÀA + Loe 
由 题 7.15 知 I. = 52.8 x 10% mmi, 于 是 
52.8 x 10 = 17.8(42.8)(1900) + Tc 


解 出 


图 7-22 


Las = — 92 x 104 mm! 
7.17 如 图 7-23 所 示 , 平 截面 A 及 其 关于 zx, у БІ, 和 1 都 是 已 知 的 , 试 求 截面 相 
对 于 另 一 对 相互 垂直 轴 zi, yi 的 惯性 条 La ARER [ ，,。 同 时 还 计算 r. 的 
最 大 及 最 小 值 。 


МН EF 截面 关于 +, 轴 的 惯性 下 是 
ГЕ = [aa = (ед - zsin0)2da 
cozgjyzda + sið | ға - 2singeosg| худа 
= со 0 + [51120 ~ 21, віпдсовф 


=| 120), (1 eo28] 


2 - i singe 
或 
I, + Í -! 
ХЫ 2 中 | 2 ИТ (1) 


一 rm- Y" Ó 


але wr aa — J - 2 а-а... 


Мый Puyapa пача 一 
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Жі, ОУКЕН 0 + x/2 E 0, RE a, ШІ 


L +I Il. L) oo. r. 
la = | 2 :| | 3 | cost + i singg (2) 
欲求 与 RAME MERA 8, 须 将 (1) 式 对 8 取 一 阶 导数 ,并 令 其 等 于 学。 注音 到 此 时 r. 
上 和 ,都 是 常数 ,由 (I) 式 可 有 
шы --(1,- І,)ніп28 - 21,0028 = 0 
解 出 
tan20 =- 20 (3) 
2 


图 7-23 


(3) 式 有 一 个 很 方便 的 图 形 解 释 , 如 图 7-24 中 的 情况 (了 ) 和 情况 (用)。 如 果 将 (3) 式 给 出 的 20 
什 代 入 (1) 式 ,可 得 到 


= 2 
ogg = (ЫЫ, Ды + (1 (4) 


E 7-24 


对 图 7-24 中 的 情况 { 工 ), 式 中 取 "+ G НОП), Ru ~ "号 ， 惯性 矩 的 这 些 最 大 和 最 小 值 , 相 
许 于 (3) 式 所 定义 的 坐标 办 。 惯性 系 的 最 大 、 最 小 伟 称 为 主 惯性 算 , 要 应 的 航标 轴 称 为 主轴 。 
现在 计算 Liy 有 


Іні = алаа = ШЕ” + ysin) усавд - rsing}da 
= соге | ayda _ б туда + sinðcosð | ya — sin0cos8 | ж?да 


= lyks 8 — sing) + (T, ~ I, )sin@cas8 


5 ET SR me re Ee emt rT rr 


x= pe 


ro 
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= | L- =] віп20 + I, eos2 9 (5) 
2 
由 (5) 武 可 知 , 当 
tan2 = cm] ді a 
2 
М.О ХЕ (ЗІН ЖЗ, 因为 (3) 式 定义 了 主轴 ,因而 可 知 ,平面 图 形 关于 主轴 的 惯 


性 积 等 于 零 。 
题 7.18 结构 名 625.42 型 材 裁 面 的 名 义 尺 寸 如 图 7-25 所 示 。 试 求 截面 相对 于 过 O 点 的 zx、 


y 轴 的 惯性 害 I. . L. 和 惯性 积 Ly, 以 及 惯性 矩 的 最 大 和 最 小 值 。 


图 7-25 


Ж EF 图 7-25 所 示 的 截面 可 分 解 为 3 ТЕТО. ОО). 87.4 中 的 结果 及 题 7.5 
中 导出 的 平行 轴 定 理 可 用 于 计算 志和 工 。 


+ [3 于 | ЕЗ (21471: 25.27(in’) 
ГРА 


ШЕНІНЕН 

截面 关于 x ,y 轴 的 惯性 积 可 利用 题 7. 14 中 导出 的 惯性 积 平行 轴 定理 来 计算 。 要 指出 的 是 ， 
每 个 矩形 子 截面 关子 平行 +. y ӘН 身 形 心 加 的 惯性 积 等 于 私 ， 原因 是 这 些 轴 都 是 对 称 轴 。 因 
此 ,对 整个 2 有 形 截面 ,由 是 7.14 中 的 (1) 式 有 


Io = 21| z] [2 13) (3+) Ез ]- ll.6(in) 


关于 过 O 点 的 坐标 轴 的 惯性 炬 的 最 大 ,最 小 值 可 由 题 
7.17 的 {4) 式 计算 , 即 


Z z 
вт), (а-ы + (L,Y) 


2 % 


(Lt ) ma -| 


(Т1) = 31.3811 (1) 
| СТ) = 2. 98in* (2) 
图 7-26 这 些 主 惯性 轴 的 方向 可 由 题 7.17 中 的 式 (3) 计 算 , 即 
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7.19 


Ж 7.20 


87.21 


87.22 


Я 7.23 


7.24 


7.25 


Ж 7.26 


I 11.6 
tan28 = 一 та = 
| 本 L) [ 25.27 —9,08 
2 2 
日 = -27"20 ， -11720 (3) 


(1).(2) 式 给 出 的 主 惯性 短 相 应 于 (3) 式 给 出 的 主轴 , 这 些 主轴 在 图 7-26 中 如 虚线 示 。 


7.16 Х 题 


档 形 截面 焊接 在 水平 补 强 板 上 , 截面 如 图 7-27 所 示 , 试 求 此 组 合 截面 形 心 的 ум. (ER: у = 
4.56 in) š 


12 in 


0.5 in 
- 


7-27 图 7-28 


如 图 7-28 ЕЕЕ, Ен АТАК А А, ARRE H E G ИР 2 [ВОВЕ С 


ож. y -Bait 
У 3 (20-5120) 
如 图 7-29 所 示 的 阴影 截面 ,是 由 半径 为 R ВЕНЕ о x За HEERE, 试 求 阴影 截面 


关于 с 轴 和 > MRE, (ER. = zR: ü е, I= ше _ ТА 


B 


图 7-29 图 7.30 


如 图 7-30 所 示 的 阴影 截面 ,是 由 一 个 正方 形 控 去 舅 一 个 正方 形 组 成 的 , 试 求 阴影 截面 关于 > 轴 的 
BEE., СЕЖ.1, =0.0781L2) 

矩形 截面 前 去 一 个 半山 ,再 前 一 个 三 角形 ,如 图 7-31 所 示 。 试 求 此 截面 形 心 的 位 置 , 并 求 截面 关于 
AECK TERRE, OER: у =370.8 mm, 1,2-9937х 10 пт“) 

等 腰 梯 形 截面 如 图 7- 32 所 示 。 试 求 形 心 的 位 置 ,并 求 截面 关于 过 形 心 与 r ЖНЖ. СЕ 
Ў. y = 44.4 mm, lpg = 24.14 х 10 mmt) 

薄 感 截面 的 形状 如 图 7-33 所 示 。 试 求 形 心 的 位 置 ,并 求 截面 关于 过 形 心 与 x TAREE, 
СЖЖ, у-а,12-5.33а7 + овур) 

7-34 所 示 的 阴影 截面 ,是 由 一 个 贺 裁 面 挖 去 三 个 图 乱 形 成 的 。 试 求 形 心 的 位 置 , 并 求 截面 关于 
过 形 心 与 с FIARE. СЕЖ.Уу--В/10,1,2-0.7378%) 


papane 


T 


“132. 


Жтж пияла ИЕНА 


上。 一 | 


图 7-33 E 7-34 


题 7.27 RRE 7-35 RURE 818 X: КЕ НЕЕ, (2738.1; = 85,4 ші) 


2р 4in— ?in 一 
И № ха - 
a | зіп 
Bin г 
图 7-35 E 7.36 


87.28 МЕЖ 7.36 所 示 , 试 求 截面 关于 水 平 形 心 办 的 惯性 矩 , 并 求 对 同一 轴 的 回转 半径 。 ( 管 案 ; 
Lea = 231 in, rg =2.40 in) 

题 7.29 试 求 如 图 7-37 所 示 槽 形 截面 的 形 心 位 置 , 并 求 截面 
关于 水 平 形 心 轴 的 惯性 御 。( 答 案 ; у = 38.33 mm, 
La = 33 X 10Š mm’) 

题 7.30 РЕТРО ИГИТ 7-38 所 示 , у.х 轴 通 过 截面 的 


形 心 。 试 求 I MULO (FR L= E a, Je 


起 站 (82+ с2)) 
7.31 如 图 7-39 所 示 , 试 求 三 角形 截面 关于 ху 轴 的 惯性 积 。( 答 案 :52862724] 
87.32 试 求 图 7- 39 所 示 三 角形 截面 关于 形 心 轴 Tev\ye ARER. (9, -5242/27) 


7.16 J 是 
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у Yg 
h M sz 
| А 
bs 
图 7-38 图 7-29 


题 7.33 对 于 图 7-40 所 示 的 平 截面 , 试 求 关于 形 心 办 xc 和 ye 的 惯性 积 , 同时 求 截面 的 形 心 主 惯性 托 。 
(答案 :Te = 400 x 105 mm’, Io = 147 Х 10° mmt, [ос = — 58 x 105 mmt, (1,1), 805 x 105 mm’, 
(Ta), = 142 x 105 пин?) 


|75 mm 中 一 150mm 一 填 


图 7-40 


жж 梁 中 的 应 力 


8.1 作用 在 梁 上 的 载荷 类 型 


作用 在 深 上 的 载荷 ,或 者 是 力 或 者 是 力 偶 ,这 些 力 各 力 偶 均 应 位 于 含 粱 轴线 的 平面 之 内 。 
如 果 是 力 , 通 常理 解 为 垂直 于 粱 的 纵向 轴线 作用 , 并 且 将 包 合作 用 力 的 平面 假定 为 梁 的 纵向 对 
称 平面 。 


8.2 载荷 的 效应 


作用 在 梁 上 的 这 些 力 和 力 偶 的 效应 是 : 

(a) 产生 垂直 于 梁 的 纵向 轴线 的 找 曲 ; 

(b) 在 重 直 于 梁 轴 的 任意 模 截面 内 产生 法 应 力 和 通 应 力 。 梁 的 措 曲 将 在 第 9、i0 和 11 Ë 
中 研究 。 


8.3 弯曲 的 类 型 


如 果 只 有 力 偶 作用 在 粱 的 端 部 , 而 没有 力作 用 在 梁 上 , 此 种 弯曲 称 为 纯 计 晒 。 例 如 在 图 
8-1 中 ,在 两 个 向 下 作用 力 之 间 的 梁 段 ,承受 的 就 是 纯 硒 曲 。 由 不 能 组 成 力 偶 的 力 所 产生 的 麻 
тонауы, жз елек Ел, 在 其 内 部 没有 前 应 力 , MRAR S HR 
内 , 醋 有 法 应 力也 有 剪 应 力 。 


8.4 梁 作 用 的 特点 


为 方便 起 见 , 可 假想 地 认为 梁 是 由 很 多 很 细 的 纵向 杆 或 纤维 组 合 而 成 的 。 每 一 根 纵向 纤 ` 
维 , 都 可 以 认为 是 彼此 独立 作用 的 , 亦 即 在 纤维 间 没 有 侧 向 的 挤 压 和 剪 切 。 例 如 , 图 8-1 所 示 
的 梁 将 发 生 向 下 的 挠 曲 , 梁 的 下 层 纤维 发 生 伸 长 ;与 此 同时 上 层 的 纤维 将 缩短 。 纤 维 在 长 度 上 


的 变化 ， шана 伸 长 将 使 纤维 内 有 沿 梁 轴 方向 作用 的 拉 应 力作 用 在 纤维 内 , 缩 
短 的 那些 纤维 承受 压 应 


85 中 性 层 


在 梁 的 纤维 中 ,总 会 有 一 康 纤 维 不 发 生 任何 的 伸 长 或 缩短 ， 从 而 也 不 承受 任何 的 拉 伟 或 压 
Ў. 此 层 纤维 称 为 梁 的 中 性 层 。 


8.8 梁 的 弹性 奇 曲 


8.6 中 性 轴 


中 性 层 和 每 直 梁 轴 线 的 横 截 面相 交 的 交 线 称 为 水 平 中 性 轴 {N.，A. )。 中 性 轴 一 侧 的 纤维 
处 于 拉 伸 状态 , 另 一 仙 处 于 压缩 状态 。 


8.7 Ж ЯН 


FERTA MAER ЕНІН ЛЕ КЕН PKS ИЕ АЕ. T y HR 838 
念 已 在 第 6 章 中 讨论 过 。 


8.8 梁 的 弹性 弯曲 
如 下 的 要 点 仅 适 用 于 梁 中 所 有 的 纤维 处 于 材料 的 弹性 范围 ， 


8.8.1 梁 中 的 法 应 力 


对 于 具有 纵向 对 称 面 ,并 在 某 个 截面 处 承受 弯 矩 M 的 任意 梁 , 作用 在 距 中 性 轴 y 处 纵向 
纤维 内 ( 见 疼 8-2) 的 法 应 力 为 ， 


2 Мз (8.1) 


式 中 工 表示 横 截 面 关 于 中 性 轴 的 惯性 矩 ,已 在 第 了 章 中 讨论 过 。 将 在 题 8.1 中 详细 讨论 这 个 
会 式 的 导出 过 程 ,公式 (8.1) 的 应 用 见 题 8.2 一 题 8.18。{(8.1) 式 中 的 应 力 由 中 性 轴 处 的 零 变 
化 至 外 层 纤 维 处 的 最 大 , 如 图 示 。 这 些 应 力也 称 为 弯曲 应 力 、 挠 曲 应 力 或 纤维 应 力 。 


8.8.22 中 性 轴 的 位 置 


在 梁 完 全 处 于 弹性 范围 时 , 中 性 轴 通 过 横 截面 的 形 心 。 因 此 (8.1) 式 中 的 惯性 所 是 梁 的 横 
截面 关于 截面 形 心 轴 的 惯性 矩 。 


8.8.3 KAHR” 
在 梁 的 最 外 层 纤维 处 , 坐标 y 的 数值 经 常用 字母 。 来 表示 , 此 时 最 大 法 应 力 为 


M 
12? < Ie (8.2) 
比值 г/с 称 为 截面 模 量 , 通常 用 字母 Z 来 表示 , Z 的 单位 是 "im" 或 “m3"。 最 大 的 弯曲 应 


* 目前 国内 称 之 为 抗 容 截 曾 系 数 。 一 一 译 者 注 


4136. 


зей ЖӘИЕ 


HENA 


ts |= 


(8.3) 
在 手册 中 刊 有 关上 标准 结构 型 钢 截 面 模 量 Z 欧 资 料 可 殿 直接 使 用 ,因而 (8.3) 式 是 很 方 

(EH. WEN 8.5. 题 8.9 和 题 8.12。 

8.8.4 1519 


在 导出 上 述 法 应 力 公式 过 程 中 , 加 载 之 前 垂直 十 粱 轴线 的 平 堆 面 在 施加 力 和 载荷 之 后 , 仍 
НЕГЕ, ЯН, 还 限定 梁 初 始 时 是 等 截面 真 梁 , 并 强调 梁 中 所 有 纤维 的 应 力 不 超 过 比例 极 
R, 


8.8.5 857 


PATERE- ТЕПЕ ЛК ӨШ Е 9727, УН 1456 
意 中 讨 沦 过 。 
8.8.6 梁 中 的 前 应 力 

对 十 在 某 个 截面 处 承受 剪 力 W( 用 lbf ЛӘМ ЕНЕ, 梁 内 会 有 铅 直 和 水 平方 向 的 前 应 
Ла. 任意 横 截 面 内 的 铅 直 前 应 力 的 合力 等 于 前 力 Y。 在 图 8-3 的 横 截 面 中 ,对称 铅 直 平面 


中 包含 铅 直 力 并 且 中 性 轴 通 过 截面 的 形 心 , 坐 祭 y 是 自 中 性 轴 处 计量 的 , 整个 横 堆 而 关于 中 
-ч ИЕН 工 来 表示 , SPREE y, 处 所 有 纤维 内 的 
4 с 

Yo 


前 应 力 由 以 下 公式 给 出 ， 
т = AN yda (8.4) 
Ya 


其 中 6 为 计算 前 应 力 处 梁 的 宽度 。(8.4) 式 将 在 题 8.19 中 导 
出 ,其 应 用 见 题 8.20 一 题 8.24。 此 式 中 的 积分 表示 图 8-3 中 


L. s —. 截面 的 阴影 面积 关于 中 性 轴 的 一 次 矩 。 截 面 的 一 次 矩 在 第 7 
8-3 章 中 详细 讨论 过 。 更 一 般 地 讲 , 上 述 积 分 表示 产生 应 力 r 的 


水 平面 和 最 外 层 纤维 之 间 的 那 部 分 截面 , 亦 即 yo 和 с 之 间 的 截面 关于 中 性 轴 的 一 次 矩 。 
由 (8.4) 式 显然 可 知 ,最 大 的 前 应 力 永 远 发 生 在 梁 的 中 性 轴 处 , 最 外 层 纤维 处 的 前 应 力 永 
远 是 零 。 与 此 相反 ,法 应 力 由 中 性 轴 处 的 索 变 化 至 外 层 纤 维 处 最 大 。 
在 矩形 截面 的 梁 中 ,上 述 关于 部 应 力 的 公式 变 为 
т = x| 4 - y$] (8.5) 
AR z 圳 示 与 中 性 加 相距 yo 处 的 前 应 力 ;h 表示 粱 截面 的 高 度 。 在 矩形 横 截 面 上 前 应 力 
的 分 布 是 抛物 线 的 , 由 外 层 的 零 变化 至 中 性 层 处 最 大 。(8.5) 式 的 应 用 抑 题 8.20 一 题 8.23, 


上 述 关于 前 应 力 的 两 个 公式 , 既 能 给 出 一 点 处 铅 直方 向 的 剪 应 力 , 也 能 给 出 该 点 处 的 水 平 
方向 剪 应 力 ,正如 将 在 题 8.19 中 讨论 的 ,因为 在 这 两 个 方向 上 前 应 力 的 数值 永远 是 相等 的 。 


8.9 梁 的 塑性 弯曲 


如 下 的 可 点 适用 于 梁 的 茶 些 或 全 部 纤维 的 应 力 超过 材料 的 届 服 点 应 力 的 情况 。 

我 们 考虑 如 图 8-4 所 示 的 简化 应 力 - 应 变 曲线 ,同时 假设 比例 极限 和 屈服 点 是 重 台 的 , l 
服 区 域 , 亦 即 曲线 的 水 平平 台 是 可 以 无 限 延 伸 的 。 韧性 材料 行为 的 这 一 方便 的 表示 方法 称 为 
ЖЭО НТУ. Бен, ЖИЫН НЫ, sm 表示 与 wp 对 应 的 应 变 。 我 们 
还 假设 ,材料 的 拉 伸 和 压缩 时 的 性 质 是 相同 的 。 


8,1804) 题 
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8.9.1 弹 塑 性 作用 

对 于 足够 大 的 弯 矩 , 梁 中 内 部 区 域 纤维 的 应 力 处 于 с, 
弹性 范围 , 外 层 的 庶 力 将 会 达到 材料 的 屈服 点 。 此 时 的 | 
应 力 分 布 如 图 8-5 所 示 。 | 


8.9.2 ”完全 塑性 作用 £ 
ЖЕН АРН, 可 能 会 达到 一 个 极限 情况 , 亦 


即 全 部 纤维 的 应 旋 均 达到 材料 的 届 服 点 。 此 时 的 应 力 盆 
布 如 图 8.6 所 示 。 


| 9р I 
一 不 N.A. 
pe e 
图 8.5 


8.9.3 中 性 轴 的 位 置 


当 梁 完全 是 弹性 时 , 中 性 轴 通 过 横 截面 的 形 心 。 然 而 当 塑 性 区 域 由 外 部 纤维 向 内 部 传播 
时 ,中 性 轴 要 从 这 个 位 置 移 向 另外 的 位 置 , 中 性 轴 的 新 位 置 将 由 横 截 面 上 的 法 向 合力 等 于 季 的 
条 件 去 确定 。 对 于 截面 完全 塑性 的 极限 情况 , 中 性 轴 的 新 位 置 将 把 截面 划分 为 面积 相等 的 两 
个 部 分 。 这 将 在 题 8.29 中 讨论 。 
8.9.4 完全 塑性 弯 矩 

相应 于 截面 全 部 塑性 的 弯 矩 称 为 完全 塑性 读 矩 ,并 表示 为 M,。 对 于 此 处 所 假定 的 应 力 - 
应 变 曲线 ( 即 图 8- 4 一 一 译 者 注 ), 不 会 有 大 于 M, HSE, 

对 于 定形 截面 的 梁 , 在 题 8.25 Чан ет ЕЕЕ M, = 矶 2 /4, RH b 是 梁 的 截 
面 宽度 , 是 截面 高 度 。 


8.10 Ж 题 
8.10.1 梁 的 弹性 窗 曲 


Нв. 试 导 出 任意 截面 内 的 弯 和 矩 与 该 截面 任 一 点 处 的 弯曲 应 力 之 间 的 关系 式 ,假设 衣 克 证 
律 是 适用 的 。 
Ң EF 如 图 8-7(a) 所 示 的 梁 , 承 受 两 个 力 伪 M 的 共同 作用 ,因而 是 平生 的 。 因 为 裙 梁 长 所 有 的 
МАЗ ЖЕНЕ, 因而 梁 是 受 纯 弯曲 的 。 为 了 确定 粱 中 弯曲 应 力 的 分 布 .我 们 用 一 个 垂直 于 梁 
轴 的 平面 去 切割 该 梁 。 用 这 种 方法 , 将 待 研究 的 力 变 成 新 形成 物体 的 外 力 , 尽管 对 于 原始 未 切割 的 
物体 它们 是 内 力 。 | 
Ж 8-7 Ел ИІН Е Е ЕА, 显然 , ЖМ 必然 作用 在 切割 面 上 , 以 使 左 柚 梁 段 
АТЖ, УЖ M TER ТЗТ т E EL I EMERE, ННВ ОЕ Z. y 


4138. Шан ЖШ 


ЯЕ ШЕ Н В па, 1 ВЕП p j E M 表示 。 KANE M 是 垂直 于 切割 面 的 力 的 
全 力矩 ,位 于 书页 的 平面 之 内 。 为 了 确定 分 布 在 切割 面 上 的 力 的 变化 特征 有 必要 作 某 些 假设 。 


Ç= C— 


8-7 


[1 
七 一 一 


将 梁祝 作 由 无 数 多 根 纵向 细 长 杆 或 纤维 组 成 ,这 是 很 方便 的 , 首先 很 设 每 根 思 向 纤维 都 是 彼此 
龟 立 作用 的 ,与 其 他 纤维 无 关 , 亦 即 邻近 的 纤维 之 间 没有 侧 向 的 挤 压 或 前 切 , 因而 每 根 纤维 只 承受 
轴 向 的 拉 伸 或 压缩 。 继 而 , 还 假设 加 载 之 前 垂直 于 梁 轴 的 平 截面 在 加 载 之 后 仍 保持 平面 ,上 且 仍 竺 直 
于 形变 后 的 染 轴 。 最 后 ,假设 材料 始终 服从 胡 克 定律 , 拉 储 与 压缩 的 弹性 模 量 是 相同 的 ， 


图 8-8 


考虑 图 8-8 中 标注 在 梁 的 侧面 的 两 个 相 邻 模 截 面 ас Mb ТЕЛ BI, 这 些 截 面 彼 此 是 平行 

的 , 施加 力 偶 之 后 , 仍 保持 平面 但 彼此 相对 转动 至 图 示 药 位 置 , 图 中 的 O 点 表示 梁 轴 的 曲率 中 必 ;。 

ИК, Н ЕА РК У, 下 表面 的 纤维 处 于 拉 昼 状态 。cd 处 是 不 发 生 任何 应 变 的 

.一 层 纤 维 的 迹 线 , 称 为 中 性 层 。 中 性 层 和 任意 税 截 面 的 交 线 叫做 中 性 加。 距离 中 性 层 y( 向 下 为 

十 ) 处 的 纵向 纤维 的 伸 长 ,可 用 画 一 条 与 aa 平行 的 线 de 的 方法 得 到 , 如果 用 о 表示 弯曲 中 性 层 的 
曲率 半径 ,由 相似 三 角形 Od Fl ed f, 可 以 得 到 该 层 纤 维 的 应 变 是 


g = — = = = — (1) 


亦 即 纵向 纤维 的 应 变 与 到 中 性 轴 的 距离 成 正比 。 
因为 胡 克 定律 是 适用 的 ,EE = оле, 8 о = 
Ee, 因 面 可 以 知道 ,纵向 纤维 中 的 应 力 亦 与 到 
КЕНЕ ЖЕ ШІРКІН, 
РЕЗЕ: (2) 


fl 
尽管 上 述 推导 对 任意 形状 的 截面 都 是 正确 
H, BERITE ER ER A HA E t Ek E E 
形 截面 , EXPR T, 3k Ы ЗІНЕ J im 
Е 8-2 Br R. 
图 8.9 令 da AREH A S HERE y 的 单元 
面积 ,上 述 的 应 力作 用 在 这 个 单元 面积 da E, 


其 合力 应 等 于 应 力 和 面积 da HR, Вр 
dF = Zaa (3) 
然而 , ЕЛЕН Қалы ТЕН) 此 条 件 可 以 表示 为 力 dF 在 整个 截 


8.10 Я 题 19: 


题 8.2 


面 上 求 和 ,写作 如 让 的 积分 
[Za = 2а 0 (4) 


ERREA [saa = 0。 注意 到 这 个 积分 表示 的 是 整个 截面 对 中 性 轴 ( 因 为 у 是 从 中 性 轴 计 起 的 ) 的 商 


积 一 次 矩 ,根据 第 7 EHAR ЕС = уд. 其 中 yy AREE CEH TIEREN, ІНЕ ІТ уд = 0, 
因为 А50, 那么 y=0。 于 是 可 知 , 在 胡 克 定律 成 立时 , ЕНН ОЛО R E U, 


单元 力 dF З РФА 025 
dM = ydF = >| Zaa] (5) 
截面 内 所 有 这 样 的 单元 力 邱 合成 的 结果 应 等 于 作用 在 截面 内 的 查 矩 ,可 写作 
2 
М = БЕ" (6) 
P 
但 是 了 = | aa， 于 是 应 有 
M = A (7) 
КЕНЕ, КЕНЕНІ ЭЕ ГНО. ERRENA 
ал Еу (8) 
Р) 
由 (7).(8) 两 式 消 去 о 可 以 得 到 
о = М (9) 


ATAARE ГИНЕН, мЕН, 了 是 截面 关于 形 心 轴 的 惯 
TEI, y ЕМ а 作 由 处 的 纤维 与 中 性 办 (也 过 截面 形 心 ) 之 间 的 距离 。 
通常 , 梁 的 最 外 层 纤维 所 在 位 置 的 y 值 用 < 表示 ,在 这 些 纤维 处 膏 曲 应 力 为 最 大 , 可 写作 


o = М (10) 


一 根深 在 其 两 端 各 承受 力 偶 12000 Ibf:in "ЕН, 8-05. ЖЕН, ЖЕН 
面 的 宽度 是 1 in, 高 度 是 2 in。 试 求 梁 中 的 最 大 的 弯曲 应 力 , 并 指出 弯曲 应 力 沿 截面 
高 度 上 的 变化 情况 。 

Қ 7 由 题 8.1 可 知 , 磷 曲 是 甘于 水 平 中 性 轴 ( 记 作 N.A) 发 生 的 ,这 个 轴 通 过 截面 的 形 心 。 用 
第 7 章 中 介绍 的 方法 , 可 知 阴影 矩形 截面 关于 中 性 轴 的 惯性 些 是 


12,000 brin 12,000 tof-ia 
F NA NA 
*in -- - 
i у 
一 人 ii 一 
ІҢ 8-10 图 8-11 


= E? = 十 (1)(2)? = 0.667 (int) 
ЕН 8.1 还 知道 距离 中 性 轴 y 处 的 弯曲 应 力 为 a = My/T, 式 中 的 y 已 表示 在 图 8-11 P. ІҢ 
而 ,与 中 本 轴 相距 > 的 所 有 纤维 都 承受 由 此 公式 给 出 的 相同 应 力 。 
因为 M 和 工 浴 梁 的 长 度 均 为 常数 , 显 的 最 大 的 弯 蝎 旋 力 发 生 在 4 取 最 大 值 的 那些 纤维 处 , 亦 即 
粱 的 上 .下 表面 处 ;根据 图 示 载 荷 的 方向 ， 由 观察 显然 可 知 , Б Es. 下 层 的 纤维 受 拉 伸 。 
对 于 下 屋 纤 维 ,y= 1 in 处 的 最 大 奇 曲 应 力 是 


о = POL? = 18000(tbf/is2) 


对 于 上 表面 的 纤维 ,可 以 认为 > 是 负 的 ,于 是 可 有 
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жен ЖФА 


120000 1) _ оз 
18,000 lbf /in3 Ra а = 0.667 =- E800D0(Ibf/in°) 


因而 , АУЛЕТ АРЕ ВУ 18000 ІМ/лн2 拉 应 
力 和 上 表面 纤维 中 的 18000 1:22 ERN., EZR о = 
My/ 1, 可知 次 曲 应 力 由 中 性 轴 处 的 零 线 性 变化 至 外 屋 妊 


МА, 维 的 最 大 值 , ARIP E 053 4k В ТА 8-12 所 示 。 
88.3 直径 为 7 in JEE ЖЕМІ ЖШ Ж, Ж 


lin 受 两 个 各 距 支 座 为 12 in 的 集中 力 20000 
lbf 作用 。 试 求 梁 中 最 大 的 弯曲 应 力 。 
ed ma E F 此 是 与 题 8,2 不 同 , 沿 梁 长 度 各 处 的 
18,000 Lbf im 
杜 矩 不 是 常数 。 载 荷 以 及 用 第 6 章 介绍 的 方法 
图 8-12 ЗІН ЖЕН ЕДЕН 8-13 中 , 由 图 可 知 在 两 
个 20000 Ibf 向 下 载 检 之 间 的 区 让 是 纯 寄 曲 的 ， 
20,000 Ibf 20,000 lbf 
1245 120 А 
=. 
t 人 
20,000 bf 20,000 ibf 
240,000 Ibt-in 
-二 


Ж 


ЖІ 8-13 


EXTERA PJ FEER 20000012) = 240000 lbf ins 

ЕШ 7.9 可 知 阴影 圆 截面 关于 中 性 辅 (通过 圆心 ) 的 惯性 矩 是 了 = nD*/64 = я(7)/64- 118 
іе, 与 图 示 的 水 平 中 性 轴 相 距 y $b SF o МУ/І, TR, 最 大 的 硒 曲 应 为 发 生 在 铅 垂 直径 的 
Мн, ЕЕЕ AB ААА, ЕЕЕ ИННА AA, 最 大 应 力 都 是 相同 的 。 在 日 点 处 , y = 
3.5 in, 应力 是 


s = 24000(3.5) = 7120 (Ibš/in2) (ht 48) 


在 A 点 处 应 力 仍 是 7120 Ы 8 (НЕ), 

长 度 为 16 ft8 in 的 县 辟 梁 在 自由 端 承受 集中 力 320 ЬЕ, 该 梁 的 截面 为 宽 2 in É 3in 
的 短 形 。 试 求 梁 中 最 大 拉 、 压 应 力 的 数值 与 位 置 。 

W z 由 第 6 章 的 方法 可 以 得 到 此 种 载荷 的 厅 矩 图, 如 图 8- 14{a) 折 示 , ВНЕ, Л 


ХЕ, MASERT 320 lbf 集中 力 对 通过 В 点 .垂直 于 书面 的 轴 之 些 , 即 - 320(200) 
= — 64000 lbf: in, 


SEE SHAH у 处 的 弯曲 应 为 为 = Муг, 其 中 у Ч 8-14(b) 所 示 ,了 表示 横 截 面 关 于 中 性 
轴 之 惯性 矩 , ШІ 


-1 = 1 3 _ . 
I = 129? = із 23) = 4.5іп") 


因而 ， 在 辐 定 端 处 ( 弯 矩 为 最 大 ) 巍 值 的 拉 伸 应 力 发 生 在 梁 的 最 上 层 纤维 内 ， 即 


M — — 
Е ( 520006 1.5) =- 214001bf/in2 


显然 ,此 应 力 是 拉 伸 应 力 , 因为 梁 的 所 有 点 都 是 向 下 挠 曲 的 ЯХЕЛ ЕЕЕ НИЕТ Е 
纤维 内 ,数值 为 21400 lbfrinz， 


8.10 f 题 .141 - 


图 8- 14 


题 8.5 将 题 8.4 中 的 矩形 截面 换 为 规格 为 W6x15 二 的 工 字形 截面 ,关于 此 截面 规格 的 标 


准 表 明 此 截面 是 高 6 in 的 工 字 钢 截面 , 每 四 长 度 的 重量 为 15.5 lbhf。 试 求 坟 大 的 拉 伸 
MERGA. 


解 ” 钱 此 梁 的 截面 是 对 称 的 ,如 图 8-15 所 示 , S I E HXI Pt m” 
形 心 的 中 性 轴 发 生 的 。 所 有 常用 轧 制 铀 截面 的 几何 性 质 制 成 大 上 Ж 


ЕР)! 
量 的 表格 供 设计 者 选用 ,节选 的 表格 如 本 章 末 表 8_1. 表 8.2 所 Z 
ж, Т, X: rh shy ЕЕ 28.1 int. МА. 


f 
与 中 性 轴 相 距 у 处 的 弯曲 应 力 r= yI, 在 外 层 纤维 处 y = 3in Z 
Ен Ж” 1222 


_ Me м 
<“ I ` Hc 
式 中 比值 I/c 叫做 截面 模 量 , 通常 用 字母 Z 来 表示 , 单位 是 
“in3"。 由 节选 表格 中 , 知 Z=9.7 in 因为 我 们 经 常 感 兴 趣 的 是 最 大 应 力 ,因而 也 只 是 关注 外 层 娃 
维 中 发 生 的 应 力 ,此 时 截面 模 量 是 一 个 很 方便 的 物理 量 , 特别 是 对 标准 结构 截面 。 在 紧邻 固定 端的 
截面 外 良 纤 维 应 力 为 


图 8-15 


M M _ 64000 
I/ Z 9.7 


ан ян, ОЛ; КЕНЕН, 应 力 将 是 压缩 应 力 。 
长 度 3 m 的 悬臂 粱 承受 均 句 分布 载荷 30 kN/m, 拉 伸 和 压缩 的 许可 应 力 均 为 150 
MPa, 如 果 截 面 为 高 度 等 于 宽度 2 倍 的 矩形 , 试 求 截面 的 尺寸 。 
第 ЕР 在 题 6.2 中 , 曾 画 出 全 梁 上 有 均 调 载 疹 作用 时 的 柯 害 图 ,该 图 是 驰 物 线 , ЕНЕ 
ЛМЕ ыы ах. ИМЕНЕ 8-16 所 示 , 固 定 端 处 的 最 大 奇 矩 是 

M,-s =- 30(3)(1.5) = – 135 (ЕМ- m) 

此 处 要 指出 的 是 , 本 题 是 梁 的 设计 问题 ,而 在 本 章 的 以 往 题目 中 均 为 已 知 梁 的 尺寸 及 载荷 的 应 
力 分 析 问 题 。 此 题 中 只 有 一 个 模 截 面 ( 亦 即 要 求 设计 的 横 截面 ) 的 这 上 矩 为 最 大 , 此 裁 面 在 固定 端 处 。 
因而 我 们 希望 设计 一 个 第 形 截 面 , 当 该 截面 上 的 奇 抢 为 135 kN-m 时 , 最 大 的 弯曲 应 力 为 150 MPa。 
待 设计 的 矩形 截面 如 图 8.17 所 示 , AREN A, EEY b, H k 25: TE OMRE 


alpa 1 3 2,4 
T = 55% = 128(28) = 3 ° 


在 邻近 固定 端的 截面 内 , 弯曲 应 力 为 z = My/ 1, 最 大 的 拉 健 应 力 发 生 在 最 上 层 的 纤维 内 , 在 该 
处 y=5,o=150 MPa, 那么 
s= Му, 或 “150MPa = 二 135 Iro 5 
= р^ 
3 


а 


6600 С0Ы/ іп?) 


由 此 可 解 出 5=110 mm, h =2b = 220 mma 


Phuska AEE lar eh tp i a et 
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818.7 长 度 为 1.5 m 的 县 辟 梁 在 其 自由 端 处 承受 集中 力 P 的 作用 , 如 图 8-18(a) 所 示 。 此 
粱 的 截面 为 圆 形 ( 半 径 R = 100 mm), 且 控 了 两 个 对 称 的 贺 乱 ,如 图 8-18Cb) 所 示 。 此 
Римма е, 弯曲 许可 应 力 为 600 Moas ЖЕУ P 的 最 大 许可 值 。 


nig - 1 


аза] ME E = R = 100 mm 


(аҙ (b) 


Bl 8-18 


E = ВАДА ED SPAPARIISEIK. Gd 3 7 章 的 题 ?.9 р, 实心 圆 截 面 基于 直径 < 轴 的 惯 
EE zR1/4, 利用 这 个 数值 再 践 去 两 个 圆 孔 关于 司 一 直径 轴 = ЖИЕЕСННЖ7 章 的 平行 轴 定 


理 ), 有 
a lE] iR R] ase 
由 (8.3) 式 , 可知 截面 模 基 为 
2- L - 0.59207 = 0.59285 


ЖЕНЕ КЕЯ АС В-18 НІН А ЯВ), 18 R = 0.1 m, 由 {8,3) 式 ,有 


M Ё 2 P 1.5m 
2» 600 х 10N/n? = Wr 


НІҢ P =237х102М, 8 237 ЕМ. 
8.8 承受 均 布 载荷 的 悬臂 梁 如 图 8- 19(a) 所 示 。 截 面 形 状 如 图 8-19(b) 所 示 材 料 为 6061- 
T6 铝 合金 。 已 知 拉 伸 和 压缩 许可 应 力 均 为 90 MPa, 试 求 均 布 载荷 的 许可 和 集 度 。 
W ғ 首 先 必 须 求 得 截面 形 心 的 位 置 。 由 第 7 ВАГА Е 


— _ (200)(307(15) + 3(1802(10)(90) „2 
Y= (200)(30) + 3(180)(10) — 7 50.5(mm) 


АКЕ НИКЕ, ЧЕН ТИЙБЕ z ШИН, h S 7 章 的 方法 有 
R. = 1-(200)(30)° + ашау | = 60.12 х 10 mmt 
Н 7 ЗР Ту а, 向 形 心 轴 zo h, 可 以 得 到 
L. = 60.12 х 10 5 – (11400mm2(50.5mrm)2 = 31.05 х 106mma 
АБЖЕ tE EF] E S b, нЕ 6,2 нахн А 


9 max 


senn E "43. 


30 mm — 


В 8-19 


将 (8. 划 式 应 用 于 最 低 处 的 纤维 , БІН ЕН ОЕ с 点 ) 最 远 ,有 


[z (3m)2 [0180 - 50.5)mm](1m/1000mm) 
(2)(31.05 x 10°mmt)(1m/1000mm)1 


解 出 w = 4.80 kN/m ， 
题 8.9 ШЫ ӘННЕН Ар 承受 集中 力 80 kN 及 集中 力 偶 30 kN-m 作用 。 试 由 本 
章 末 的 表 8-2 选择 可 用 的 工 字 锦 截面 ,已 知 材料 的 拉 、 压 许可 应 力 为 160 MPa 


90 x 1IDSN/m2 = 


图 8-20 i 


М ЕР 首先 由 静 力学 求解 及 和 CHORN, A 
D Ma =- (80kN)(1m) + R.(2,5m) — 30kN ° m = 0 
R, = 44kN 
SF, = В, +44 - 80 = 0 
Ra = 36kN 
用 第 6 章 的 方法 ,可 画 出 如 图 8-21 FRASER, 
由 (8.3) 式 可 有 z. = M/2, 代 入 有 关 数 据 , 有 


160 x 105N/m? = SEXON : m 
2 


解 出 Z = 225 x 10-6m3， sk 225 x 102 т? 


36 kN-m 


ШЕЕ 


图 8-21 


此 即 为 可 以 使 用 的 又 小 截面 寞 量 。 由 衣 8-2 可 以 看 到 , W203 x 28 RERE Z = 262 x 103 mm, 这 
是 可 以 使 用 的 。 
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E 8.10 
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аяның, S 56 НО ГА ЖИЕ ЕЛІНЕН 7 更 接近 所 需要 最 小 值 225 x 105 mm’ 的 
其 他 截面 。 为 简便 起 见 在 表 8.2 中 只 列 出 部 分 典型 截面 。 
一 根 直 径 0.5 mm 的 钢丝 绕 在 直径 为 400 毫米 的 轮 上 , 试 求 钢丝 中 的 最 大 弯曲 应 力 。 
设 王 =200 GPa。 
М ғ 因为 钢丝 的 曲率 半径 为 常数 200 mm, 由 题 8.1 的 (7) 式 ,显然 可 知名 义 弯 短 为 M = ЕЈ/ 
К, ШЖ, 0 ВУ ЗЕ M 也 为 常数 , 因而 钢丝 相当 于 承受 纯 麻 曲 的 粱 。 钢 丝 的 局 部 放 
大 图 如 图 8-22 所 示 。 对 于 钢丝 内 距 中 性 轴 y 的 纤维 ,由 题 8,1 式 的 (1) 臣 ,可 以 得 到 法 向 应 变 为 
= 
R 


Е = 


AF R 为 梁 的 曲率 半径 。 
最 大 的 法 向 应 变 发 生 在 y 取 最 大 值 处 , 亦 即 距 中 性 轴 1/2(0.5) mm 处 。 曲 率 半径 大 约 为 200 
mm 更 精 切 地 沿 率 半径 应 从 中 性 层 计 起 , 但 实际 上 只 与 200 mm 相差 0.25 mm, 可 将 其 略 去 。 在 
\ 钢丝 最 外 层 纤 维 处 ,最 大 应 变 为 


ую mm e = 2 = 0.00125 


铜 丝 一 侧 的 纵向 纤维 爱 拉 伸 , 另 -- 侧 纤维 受 压缩 , 此 外 没有 其 
他 应 力作 用 。 利 用 胡 克 定律 可 得 应 力 

s = Fe = (200 x 103)(0,00125) = 250 (MPa) 
这 是 钢丝 中 的 最 大 应 力 。 
如 图 8-23(a) 所 示 , 简 支 梁 承受 均匀 变化 的 分 布 载荷 作用 ,在 梁 的 右 端 处 最 大 集 度 为 
w N/m。 如 果 梁 的 截面 为 工 字形 , REME 8-23(a) 所 示 。 材 料 的 拉 促 与 压缩 许可 
应 力 均 为 125 Mpa, 试 求 许可 的 最 大 集 度 ww。{ 赂 去 梁 的 自重 )。 


图 8-22 


+ шең) . 
ж Nim 20 mm dm Im 
дшш, == “| 一 “| 


图 8-23 


Мо T 用 分 布 载荷 的 合力 代替 未 知 的 w 作用 在 粱 上 , 计算 约束 反 力 R 和 R,。 作 用 在 全 梁 6 
站 长 度 的 分 布展 荷 的 平均 集 庆 为 w/2, 其 合力 的 数值 为 6(uwy72) = 3wN, 作用 在 三 角形 分 布 载荷 
图 的 形 心 处 , 亦 即 在 Ri 右 侧 4 m 处 ,如 图 8-23(b) 所 示 。 由 静 力 学 可 有 R = wN, R; =2wN。 

对 于 此 种 分 布 载 琐 的 前 力 和 弯 矩 图 , 曾 在 题 6.5 中 讨论 过 。 引入 原点 在 梁 左 端 处 .是 与 漆 轴 
REAR x 轴 。 用 相似 三 角形 可 得 到 与 左 支 座 相距 г 处 的 分 布 载荷 集 庆 为 (zy76) mwNAm。 位 于 
支 反 力 R 和 截面 z 之 间 的 加 载 粱 段 如 图 8-24(a) 所 示 。 根据 在 题 6.5 中 介绍 的 过 程 ,与 左 支 座 
HE x 处 截面 内 的 前 力 y 

V= w- HE) wr = w- iwr? 
此 式 对 所 有 的 = RAEE A, H u nj E B 0 A B| АЦ Bl 8-24(b) 所 示 。 剪 应 力 为 零 的 点 可 由 下 式 
м. 
® w- uz2/12 = 0, 可 解 出 z = /D = 3.46m, 
Яна інін. 
SERRE + 处 截面 内 的 奇 矩 为 


1 2 
M = wr (Е) = ur Баз 


此 式 对 所 有 的 z 都 是 适用 的 , Bir 38 8 ml 8- 24(c) 所 示 。 在 剪 力 等 于 零 的 =-3 дбн 处 将 


8.10 H Æ -145- 


Ш 8.12 


H 3.13 


之 代入 上 式 , ан 


М.-з.46 = 2.46 — (3.46) = 2.3153. т 


Жаа, 
REHAS HERE y БЕРНУ о = My/T, НИНЕ 了 为 


( y ( >° 
r = 20 250 - ЗЕ 210 ]- 95 х 104 пала)“ 


RRETHE A ЕЛЕНЕ Е KES SE $Ë E N PJ Et k 2k: y = 125 mm НЫН, QX PZ JH 125 
MPa, 由 c = My/I 可 知 


12.31ы)(0.125) _ 
125 x 105 = 42: PETIA 或 w = 41 kN/m 


试 求 短 形 截面 梁 的 截面 模 量 。 
Қ EF 令 关 表示 截面 的 高 度 ,5 表示 宽度 。 假 设 普 曲 是 相对 于 通过 截面 形 心 的 中 性 轴 党 生 的 ， 
美 于 中 性 轴 的 惯性 算 为 了 = p43/12。 


最 外 层 纤 维 与 中 性 轴 的 距 郊 为 h/2, 通常 用 c 表示 。 发 生 在 这 些 纤维 中 的 最 大 应 力 是 
_ Me M 


0 паа I Ife 
比值 Ic 称 为 截面 模 量 , 道 常 记 作 Z, 因 而 a... МА, ЕРЕ ТЦ 
2-4- bh2/12 _ bh? 


с Һ/2 6 
RERE 2 HAME m ski s". 
截面 为 工 形 的 梁 , 在 其 丙 端 各 承受 5 kN.m 的 力 偶 作用 , 如 图 8-25 所 示 。 试 求 梁 中 
最 大 拉 伸 与 压缩 应 力 的 数值 及 其 发 生 的 位 置 。 


Ы ЕР 首先 须 求解 截面 形 心 的 位 置 , 这 是 因为 中 性 轴 通 过 形 心 。 为 此 引入 图 示 的 ху АЖЖ, 
使 用 第 7 章 的 方法 , 形 心 的 y 坐标 为 
[ра 


T A 
其 中 右 端 项 的 分 子 表示 整个 截面 关于 z Ну И, T S RTI BT ILA УЕН 
ЖЮ 0 6, 上 式 成 为 


ӯ = 125(25)(62.5) + 2[50(25)(12.5)] = 40.3 (mm) 


125(25) + 2[25(50)] 
亦 即 形 心 在 zx 轴 上 方 40.3 mm 处 ,通过 此 点 的 水 平 轴 记 作 zo 如 图 示 。 
关于 z 轴 的 惯性 矩 等 于 三 个 矩形 于 截面 关 证 同一 灿 的 惯性 矩 之 和 , 邵 
І, = 1.025) (125)3 + 212-025): ] = 16.8 x 108 mm)’ 
利用 平行 办 定理 可 以 得 到 关于 ze MAMRE, RU 
1, = Lea + A( y )2, 16.8 x 106 = 1,2 + 5625(40.3)2 
解 出 Te = 7.7 x 10° mr 


* БЕНЕН, — RKE 


346: Жей ФЕ 


5kN m 5 К-т 
{ау 
图 8-25 


ХРА Е, zc 轴 下 方 的 纤维 处 于 受 拉 状 态 , 上 方 的 纤维 处 于 受 压 状态 , 念 c, 和 c; З 
最 远 处 纤维 与 zc 轴 的 距离 ,如 图 未 。 显 然 cr = 40.3 mm, cx = 84.7 mm。 最 大 的 拉 应 力 发 生 在 沿 
有 -了 的 纤维 内 ,有 旦 =Acvy 1 其 中 工 为 整个 截面 英 主 过 形 心 的 中 性 辅 的 惯性 第 。 景 大 的 拉 应 力 
Яя 


s = Ме = 5 х10%10)(40.3)/(7.7 x 109) = 26.2 (MPa) 


最 大 的 讨 缩 应 力 发 生 在 沿 A - 和 & 的 纤维 内 , 且 o = Mey/1, 为 了 符合 代数 符号 规则 , 应 该 将 сз 
RARE, RERAN cx 位 于 zç 轴 的 另 一 咎 (相对 于 cj 而 言 ), 于 是 


F aeh See малы ыы ыы a Ua. o t ° 
a рау сес ра me A HA Li ескен 


л 


в = Me = 5 x 10107) - 84.7)/(7.7 x 105) = - 55 (MPa) j | 
Zh RL rh i fh E АЫЛЕН ШӨ. 3 
18.14 如 图 8-26 所 示 , 槽 形 截面 简 支 梁 承 受 力 侦 1000 1bf:in 的 作用 。 试 求 最 天 的 拉 伸 应 


ЛЕ, 


1609 Tbf.ft 
{a} 


Æ 8.26 


解 ”8 对 于 此 是 的 载荷 , 曾 在 题 6.11 тын, 此 时 再 画 出 该 图 , 如 图 8-27 所 示 ， 箱 
用 第 7 了 章 的 方法 ,可 以 求 得 形 心 位 于 z 轴 上 方 1.5in Rh. TRIBE CT ze ЖЕНУ 41.6 int, 

ЗЕН, РИО ЕЕ РАН, 处 理 方法 之 一 
是 考虑 力 偶 作 用 的 B АРСО, RESEAL 69 
中 讲 到 符号 规则 , 该 截面 的 夸 矩 为 - 600 Маза 
负 的 ,在 该 截面 处 粱 的 四 面 是 向 下 的 , 如 才 8.28 所 示 。 因而 
ЕНЕ, КИЕ ЕШ, AEM a- а, 纤维 的 
FAEDAH a= My/ I, Вр 


ІН 8-27 о, = SEDUDO 3.5) - (ыш) 


HFN b- bii, ЖЕН yi Аден y 值 应 换 成 正 的 , PE 


_ {= 600)(12)(1.5) . 
= = 212 3) __ воын) 


其 次 须 研究 B ARAE IN B G У 2, Да 400 іп, 根据 通常 的 符号 规则 该 截 


面 处 梁 的 凹面 是 向 上 的 ,如 图 8-29 所 示 。 因而 上 全 的 纤维 受 压 , 下 侧 的 纤维 受 拉 。 沿 上 侧 e а 
纤维 栖 曲 应 力 是 


, _ 400(12)(— 3.5) . 
Ta = 41.6 = – 404(Ibf/m2) 


ЕТЕНЕ “147 


с) 人 ~ 一 一 


图 8-28 图 8-29 


沿 下 侧 5-5 Я, 可 有 


o, = ФОЧА) 173 (ыла?) 


现 诺 从 上 述 四 个 值 中 移出 最 大 的 拉 伸 应 力 和 最 大 的 压缩 应 力 。 显 然 , 最 大 拉 伸 应 力 是 605 Ibi 
по, REEERE p 截面 左 向 的 最 上 层 纤维 内 ;最 大 的 压 应力 是 403 lofin, REEE R 日 截面 右 侧 的 
最 上 层 纤 维 内 。 
题 8.15 如 图 8-30 所 示 的 双 端 外 伸 梁 承受 三 个 集中 力作 用 , 该 梁 两 文 座 为 简 支 , 截面 为 
形 。 舱 的 材料 为 灰 口 铸铁 , 拉 伸 许可 应 力 为 35 MPa, 压缩 许可 应 力 为 150 МРа, 14 


求 最 大 的 许可 载荷 P. 
50 mm 
P 75 mm { 75 mm 
4 
П 
125 mm 
Е Li n 58.7 mm 
F T 
50 mm 


М ЕЕНХМЕН,ЫНАЕРЕВЕВНИБКИЕНБЯЗЕ-РОЛРЕИЯНЕН-ЕЛШЕН A.B.C.D 
ЖЕ ЖАНЕ EER IQ. BAGEST A 处 的 力 P/4 对 过 в гв, Вр 


ж--( о-- Өне | 
СТРИТ НАР) PANEN 只 = P/2 关于 过 С 点 轴 的 力 短 之 和 , 即 
Me =- (2) 0.5) [Eas = Ем-ш |. 


根据 对 称 性 , 可 知 D ARGESTE ДІН ЖИН, ПЕРІ А Е ДАЕ РЕ, EJE, УР | | 
图 8.31 所 示 。 
利用 题 8.13 中 介绍 的 方法 , 可 以 求 得 形 心 与 丑 缘 的 最 


下 层 纤维 之 间 的 距 亢 为 58.7 mm 整个 截面 关于 过 形 心 中 4 Е 
TERE) Е 25 40 x 105 mma P 
利用 B 处 和 C ӘК Ел ЕРКІН ЖЖ ZË 


压 应 力 , 计算 载荷 P 的 四 个 数 导 ,然后 选择 其 中 最 小 者 , 可 
能 是 最 简单 的 方法 。 首 先 考虑 日 点 ,因为 该 点 处 的 弯 矩 是 Е 8-31 
负 的 , 谅 点 处 世面 向 下 ,如 图 8-32 ж, ЕНІН hh. 
ТОЗ БАЕ, ВЕ, 可 令 最 上 层 纤维 的 应 力 达 到 许可 拉 应 力 35 MPa 计算 P F. FZ S Hh 
应 力 公 式 a= МУ/І 于 这 些 纤维 ,有 
36 х 106 = C PZ4)(0.116) ЯШ P = 48.3 kN 


-y 


[z] 


40 x 10°(10 1 ' 
其 次 , 令 最 下 层 终 维 的 应 力 达 和 到 许可 压 应 力 150 MPa 计算 了 值 。 应 用 措 曲 应 为 公式 ,有 
- 150 x 105 = (С-Р/42(0.0587) 解 出 P = 410 kN 


40 x 1051072)” 
现在 考查 C 点 。 因为 该 处 的 弯 矩 基 下 的 , 梁 的 镜面 是 向 上 的 ,如 图 8.33 所 示 , 因而 此 处 上 层 
纤维 受 压缩 , 下 层 纤维 受 拉 伸 。 首先 , 令 下 层 纤维 的 应 力 达 到 拉 伟 许可 应 力 ,计算 已 值 。 直 挠 曲 
应 力 公式 ,有 


-148- Шаш ATHEN 


. (P /8)(0.0587) _ 
35x10 = 40x іште F P 191 КМ 


Bth i 压缩 
2 压缩 қ Aeth 
图 8-32 图 8-33 


其 次 , 令 上 雇 纤 维 的 应 力 达 到 压缩 许可 应 力 , 应 用 所 曲 应 力 公式 ,有 


(P/8)X- 0.116) - 
— 150 x 10 = 40 x 105010" 225 ， 解 出 已 = 414 kN 


这 四 个 什 中 的 最 小 值 为 P= 48.3 kN, 亦 即 吾 截面 和 王 蕉 面 的 拉 伸 应 力 是 最 大 许可 载荷 的 控制 

БЖ. 
848.16 悬臂 梁 在 其 右 半 段 上 承受 均 布 载荷 作用 , ЖР F Er ELI 6 EE, 如 图 
8-34 所 示 。 如 果 许 可 拉 应 力 及 许可 压 应 力 均 为 140 MPa, 试 求 许可 的 分 布 载荷 集 度 


Woa 


ГГ 


х0 


图 8-24 


Ж ЕР ВАКТИ ОМ, A KER, РАЕН А, Е S F ОСБ 
7#) | 


= = (802 (50)X40) ~ (30)(30)(55) 
3 = ` C (80)G50) GG — 35.65 mm 


此 外 ,用 第 了 音 的 方法 ,可 得 到 截面 关于 z MEREEN 
І, = ЕЗСИСО - ЕСЕЛЕ) + (900) (55) | 
=8193.25 х 103(mm’) 
利用 第 7 章 的 平行 轴 定 理 , 可 导出 关于 与 x 平行 的 形 心 轴 zc AEE% 
Je = 8193.25 x 103 - (3100)(3565)2 = 4253.39 х 10 mm)’ 


此 架 上 表面 的 拉 休 纤维 较 下 家 面 的 压缩 纤维 更 远离 中 性 轴 。 对 这 些 拉 伸 纤 维 , 应 力 为 


- Me 
I 


140 105 2- M(44.35mm)(m/ 1000mm) 
х N/m 4253.39 x 10mm (m/1000mm)’ 


в 


аң 
Мак = 13372N т 


对 于 此 题 的 载荷 条 件 , MA = Ms TE Ma = M mx = (0.8m + 0.4m) ш(0,8п), ІҢ 


_ аш. = 139296N/m, 或 w= 13.93 kN/m 


8.10 f m 


+149 - 


E 5.17 如 图 8-35 所 示 , 悬臂 梁 的 矩形 截面 宽度 为 常数 b. 但 是 高 度 沿 > 轴 是 变化 的 , 并且 


题 8.18 


是 关于 x 轴 对 称 的 ,集中 力作 用 在 自由 端 x = 上,y=0 处 。 为 使 此 梁 的 最 外 俩 (上 、 
下 边缘 ) 的 弯曲 应 力 均 等 于 oo, 试 求 梁 的 轮廓 线 方程 y= А (х). 
E E hR PIEKSEE- PIL-z)s H 
题 8.12 知 ,任意 处 的 截面 模 量 均 为 ph2/6, Hi8. 


ТН ШЕЛЕННЕННМДІЯ 
ІМІ PiL- х) _ 6P(L — z) — H - 
~ Z (2/6) bh? 
因为 规定 上 .下 者 面 到 处 的 应 力 均 应 等 于 so, 有 
6€P(L -zx) _ 
ы2 7% 


(а) 


EARE T iF SS T Pr fi 4 9k SESA BE 52 BJ ЕШ. 
这 个 解 管 忽 路 载 茶 施加 点 (Lo) 奇 异 效 应 对 其 邻 域 应 力 的 影响 。 
圆 截面 的 悬臂 梁 尺 寸 如 图 8-36 所 示 。 试 求 由 于 端 部 A 处 集中 PP Ж МИНЕ 
应 力 。 


图 8-35 


Қ кг 为 了 用 梁 的 几何 形状 表示 任意 点 处 截面 的 惯性 矩 , 必须 确定 外 表面 的 纤维 和 < 轴 汇 交 
FPA, 由 图 8- 36 的 相似 三 角形 , 有 


Ti _ 21 + L 
а 2.54 
解 出 
түс 21 (1) 
БК НЕН > ДУАН 3 
M=- P|: 21] (2) 
ПЕ z 处 的 直径 记 作 了 , ЛАЧ 
ж.ж _ Зла 
5-1, во E O 


TEE- rk, RRES 
_- 0 х Гэх] f Blrd _ 
I= 时 = [a] = (іы 
EDATEA, ЫНЫ 
0 азем 2] 


I [81zd3/(64)(16)L jz! лаз 2 


ж 
BRER, SBS CREN z= 工 + 之 L L 处 * 


为 了 求 得 最 大 应 力 ,计算 = 的 一 阶 导数 4/4, 并 令 其 等 于 零 ,有 


(4) 


{5) 


* 厌 著 中 为 "固定 端 >= L 处 ", 这 是 不 对 的 。 


译 者 注 


- 150 ` 


ЖЕЕ 庚 中 的 应 力 


题 8.19 


de _ (256212 | [=0 - (т 
de \ Фа? 


解 出 x= 工 ,此 处 的 距离 是 从 O 点 计 起 的 。 将 此 值 代入 (5) 式 ,得 到 峰值 栖 曲 应 力 为 
З) [AA]. |а) зав 

需要 指出 的 是 , 在 固定 端 x= (Т2 З) КРОУ B 13 1.96 PL /42 ЕРИНЕ. 

在 垂直 于 梁 轴 的 横向 力作 用 下 的 梁 中 ,不 仅仅 有 平行 于 梁 轴 的 弯曲 应 力 , m HA 
应 力作 用 在 垂直 于 梁 轴 的 横 截 面 内 。 试 用 截面 内 的 前 力 和 截面 的 几何 性 质 表示 前 
应 力 。 

Қ ж 本 题 提出 的 理论 仅 由 和 矩形 截面 导出 ,但 是 这 种 分 析 的 结果 通常 也 会 给 出 具有 对 夭 输 的 
其 他 形状 截面 音 应 力 的 近似 值 。 

АПЕННИН ЖЕЛЕ dr 的 单元 体 ,如 图 8.37 所 示 。 单 元 体 左 侧 截 面 的 森 矩 记 作 М, 
ANAHE M + dM, 这 是 因为 由 一 个 规 面 移动 至 邻近 的 截面 , 半年 通常 会 有 所 变化 。 如 
Жун ФРЕНЕ Е, АЛ а - а ВУ уо = My7T, 其 中 了 为 整个 截面 关于 中 性 
轴 的 惯性 矩 。 应 力 分 布 如 图 8-37 所 示 。 类 羽 地 ., 右 截面 -5 УЛ 
(M + aM)y 


aai], 0 (6) 


к 


g = 


L az | 


(a) 


图 8.37 


现在 考虑 阴影 单元 acdb 的 平衡 , 作用 在 界面 ac 的 面积 da 上 的 力 , STONER SERR 
积 , 即 


Му, 


在 左 表面 a 上 法 向 力 之 和 可 由 下 述 积分 来 计算 ， 


r M. 
k. 


Ya 


gda = 


类 似 地 , 在 右 表面 好 上 的 法 向 力 之 和 为 


| + aD 
T da 


因为 这 两 个 积分 的 结果 是 不 相等 的 , 为 了 维持 阴影 单元 体 的 平衡 ,显然 应 有 某 些 附加 的 水 平 
力作 用 在 该 单 元 体 上 。 注 意 到 顶 面 ao 是 自由 的 ， 没有 任何 外 部 的 载荷 作用 , 那么 惟一 的 可 能 是 在 
下 界面 oz 上 应 有 水 平 前 向 力作 用 ,这 表明 梁 的 下 部 对 阴影 单元 体 的 作用 。 如 图 所 示 兴 此 界面 的 


BS OR v, b 表示 s ЕА СВАО АЕ, РАТНЕ са ЖЕР) Ж rdr, 35 EB OL 
Ж асар 的 平衡 ,有 


r M í (M + dM 
ZF = f Hia -| амо. рі = 0 
% Yo 
解 出 = 1 dM Í 
r= T£ aÜ] |yda 


Ya 
但 是 ,由 题 6.1 有 V=dM/dz, Ф V аа ЕВЗ AOb М) ,将 V 代入 上 式 ， 
有 


题 8.20 


8.10 例 8 “Із! 


= = = yda (1) 
КЕлІН ТТА СЯ 8-37 СУУ ЖИЕ НЕЗ — K #F , НЕ А У — 
部 分 ,它们 于 待 求 前 应 力 处 水 平 线 的 上 方 。 此 部 分 截面 的 一 次 所 有 时 用 Q 表示 , 因此 上 述 公式 变 


为 


r= уа (2) 
积分 [saa 或 Q 的 单位 是 “in?" 或 mi"。 
解 出 的 水 平 前 应 力 = 如 图 8-37 所 示 。 现 在 考虑 靡 度 为 т 
的 薄 单 元 体 mnop 的 平衡 ,该 单元 体 取 自 任意 物体 , ЕНЕ 一 一 一 -一 
体 下 界面 兰 受 前 应 力 ne WMA 8-38 所 示 。 单 元 体 下 界面 上 的 | dy с k 
所 有 的 水 平 力 为 ci:dx 为 维持 单元 体 的 水 平方 向 力 的 平衡 ,在 dx 


单元 体 的 上 界面 应 有 等 值 的 反 向 力作 用 , 亦 即 在 此 界面 上 切 疝 É T, 

JORET n 作用 。 这 两 个 界面 上 的 力 形 成 一 个 数值 为 H 8-38 

ritdzdy HJE, ЕЯ E EBI TE а а Е E 

的 另 一 个 力 偶 。 令 铅 直 界 而 上 的 切 向 力 集 度 为 n 全 界面 上 的 力 为 rutdy。 美 于 单元 中 心 的 力矩 
平衡 方程 是 


Ум, = тіііхау - tfztdzdy - 0) Кт) = т; 

ТЕВЕ АННЫ АУ Е G EAR БАО Wr y J R E 35 
的 。 由 此 可 以 得 出 结论 ;在 梁 中 在 一 点 处 ,不 仅仅 有 水 平方 向 的 前 应 力 , 同时 还 有 数 恺 相等 的 彰 应 
力作 用 在 该 点 外 的 铅 直 界面 上 。 

总 立 , 当 粱 受 横 向 力作 用 时 既 有 水 平 前 应 力也 有 锅 直 前 应 力 , 任意 截面 上 办 直 甬 应 力 的 合力 
等 于 裁 面 上 的 前 力 v。 
矩形 截面 梁 在 其 端 部 是 简 支 的 ,并且 承 受 单一 的 集中 力作 用 ,如 图 8.39(a)。 试 求 染 
НА, 问 时 还 求 距 左 支 座 1 f 处 截面 内 . 距 上 边缘 1 in 处 的 前 应 力 。 


аа 60007 #1 
М л 200015 f 
' ÍL 2 4000 lbf 
200% 4000 bf 71 ziak 
(а) (0) 


Е 8-39 


М ағ 出 平衡 方程 可 以 得 到 支 座 反 力 为 2000 bf 和 4000 bi, 如 图 。 此 种 载 共 的 前 力图 如 图 8- 
39(b) 所 示 。 由 剪 力 图 可 知 ,作用 在 宕 支 庚 右 侧 1 ff 处 的 前 方 为 2000 bf, bE 8.19 及 (8.5) 式 可 
知 在 这 个 截面 内 与 中 性 轴 相 契 yo 处 的 前 应力 为 
= 和 D 
Ж БШ Tin 处 ,注意 到 yo =1 in, h= 4 in, F= bh?/12=2(4}/12=10.67inf, 将 以 上 数据 
RAIA, 6 


2 
ЛЕГІ 
由 (1) 式 清楚 可 知 ,峰值 前 应 力 发 生 在 中 性 轴 ye = 0 处 , 即 

_ 5400 4 
пх 2010.67). 4 
ЖӘНЕДЕ, ХТ ЖИН МНЕ ТЫУ h Bl НІН Bz 50% ,平均 章 诺 力 为 


2222 4000 
 (4)X2) 


_ o| = 750(]bf/in”) 


r 


= 500(Ib£f/in2) 


ro A E yaar A E AAEE tp SE HEEE a E AEREA EEEE FE Ep et Е: 
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题 8,21 


EN 3.212 


ЖЗ f rh ИМЕН ЕНДІК 8-40 ж, 截面 形状 为 了 形 。 试 求 梁 中 的 最 大 剪 应 
为 ,并 求 邻 近 固 定 端 处 截面 内 距 顶 部 25 mm 处 的 前 应 力 。 


Р 208 am 1 


Е 8-40 


E ғ НЕ нын НУ 50 kN, 因 为 比较 简单 , 无 须 再 画 前 力图 。 

在 题 8.15 中 曾 径 解 得 形 心 的 位 置 及 此 截面 对 形 心 轴 的 惯性 矩 , 形 心 在 下 边沿 上 方 58.7 mm 
处 ,截面 关于 水 下 形 心 办 的 民 人 性 算 为 30 x 10 mm’, 

在 题 8.19 中 已 经 得 到 与 中 性 轴 相 距 yo 处 的 前 应 力 , 为 


с 
т x |> 

研究 此 方程 可 以 发 现 , 中 性 轴 处 甬 应 力 为 最 大 ,因为 谈 处 y = 0, 
积分 可 取得 最 大 的 可 能 值 。 但 是 ,因为 此 积分 表示 中 性 轴 和 外 层 纤 维 
之 司 部 分 截面 关于 中 人 性 轴 的 一 次 矩 ,因而 上 述 积分 可 以 不 必 真 正 用 积 
分 运算 。 部 分 裁 夯 的 面积 即 为 图 8-41 中 的 阴影 区 。 当 然 上 述 积 分 也 
可 以 用 中 性 轴 以 下 的 元 阴影 线 区 面积 矩 计算 , 但 这 种 算法 会 困难 -~ 

些 


= s 


Е НЕН REH % 
50(116.3)(58.15) = 3.38 x 10% (mm?) N 


图 8-41 | 
将 之 代入 上 述 一 般 公式 ,可 得 中 性 轴 处 (该 处 5= 50 ша) ЫЛ, | 
__ 30xl0 _ Қ. 
t= 50/40 х 1063-38 x 10%) = 8,45 (MPa) 


AP Б ЖИЕ 和 mm , БАҒЫ 应 等 于 计算 前 应 力 处 梁 
的 宽度 。 因 而 可 知 , 最 大 的 剪 应力 就 是 8.45 MPa, HÈ "р Fm 
发 生 在 梁 全 长 各 处 截 而 的 中 性 轴 处 。 

ЕЙІН КІШ 25 mm 处 的 前 庶 力 仍 可 利用 公 
式 


yi 
т = ШІ [yda 


计算 ,此 时 上 述 积分 表示 图 8- 42 中 的 阴影 面积 关于 中 性 
办 的 一 次 矩 , 仍 可 不 必 真 正 去 积分 ,因为 阴影 面积 的 形 心 图 8-42 

位 置 是 已 知 的 , 它 在 中 性 轴 革 方 103.8 mm 处 。 于 是 此 

阴影 面积 关 手 中 性 畏 的 一 次 矩 为 50(25)(103.8) = 1.3 x 105 mm, 顶部 纤维 25 mm EAF AEE РУ 
2% 


22250 х10: s 
t= 3040 x 853 x 107) = 3.25(МРа) 


式 中 五 仍 取 作 50 mm, МАНТЫ ЫҚЫ ДЕ, 

注意 到 沿 梁 长 各 处 的 剪 力 均 为 50kN， 国 而 各 截面 顶 面 以 下 25 mm 处 的 坦 应 力也 均 为 3.25 
Мрас 
КЕЗЕН ЕЕЕ ЕЕ 8-43 所 示 , 承受 平行 于 。 轴 的 水 平 集中 力 6.5XN, 试 求 
下 固定 端 (zz 平面 内 ) 以 上 3 m 处 截面 翼 缘 上 的 水 平 前 应 力 的 分 布 规 律 。 


810 ÜH ЖШ 
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Es 8.23 


4—0 ме 


ЕЕ 
| | 


图 8-43 Е 8-44 


Қ F 图 8-44 显 示 的 是 “个 平行 于 xs И АКЕЛ ЖЕУ. ER E 
内 与 + НЕЕ x 处 的 前 应 力 沿 x 方向 作用 。xx 平面 以 上 3 m НЭТИ Е, 这 是 因为 三 8.19 
导出 的 前 应 力 方程 械 不 适用 于 铅 直 哟 的 近 顶 部 截面 , 也 不 适用 于 近 底部 截面 。 为 了 应 用 题 8.19 
中 的 (1) 式 去 计算 剪 应力 r, 首先 必须 确定 截面 关于 z WEEE, 由 第 7 章 的 方法 , 有 


І =š (2) (20mm)(200mm)2 + 75 (240mm) (20mm)? 


= 2683 x 10*ат“ (1) 

其 次 ,在 图 8-44 中 引入 一 个 沿 x 轴 方 向 .由 zy 平面 开始 的 > 坐标 。 由 题 8.19, 可 有 У = 6500 

N. RERE p 是 0.02 m。 题 8,19 中 的 积分 表示 由 x 到 愤 缘 边缘 的 面积 的 一 次 矩 , 这 面积 如 图 8- 

44 的 阴影 区 域 所 示 。 我 们 可 以 用 面积 与 该 面积 的 形 心 到 z“ 轴 的 距离 匀 积 去 计算 阴影 面积 关于 zx 
轴 的 一 次 矩 ,而 不 必 和 真正 去 作 积 分 , 亦 即 


[0.1 - 2200.08) Еа), 或 (0.02)[(0.1)2 - «2 


由 题 8.19 的 (2) 式 即 可 导出 竺 求 的 前 应 力 , 即 


_ 6500М 
(26.83 x 10 °m1)(0.02m)(2) 


-121.11(0.1)2- z? JMPa (2) 
在 ==0 的 点 上 处 , 岂 (2) 式 得 到 峰值 前 应 力 是 
та = (121.10Г(0.1)2- 010109) = 1.21 x 10% N/m 或 1.21 MPa 
如 图 8-45 所 示 , 一 工 字 形 截 面 梁 , 截面 内 的 前 力 为 150 КМ. ARREN ENH 65 
最 大 和 最 小 剪 应力。 


Қ se 正如 题 8.19 中 导出 的 机 截面 内 任 一 点 处 的 前 应 力 为 


r 10.02[ (0.132 - =2 ]m? ) 


r = E | уда 


式 中 уо 表示 截面 内 前 应 为 + PADRE, БЕН ФИН, ШЕЛ. БЕТТЕН 
P PERIE, ЕНЕ: Ж 8-45 ТАН. АРЕНА ЕЖ 
нт r, 即 


= 15110) (350) + 2| 去 (200)(25) + 20025)(187.5) | 


= 389 x 10°( mm’) . 
ЖЕНЕ Л 7) В Вр RR, ВЛ ЛЕ ТЕН yo = 0 处 取 极 大 值 ,这 是 因为 此 时 式 


e 


中 的 积分 取得 最 大 什 , 面 且 也 不 必 真 正 去 作 积分 运算 ,原因 在 于 积分 | yda 等 于 yo= 0 ApH 


轴 ) 和 最 外 纤维 之 间 的 部 分 截面 关于 中 性 轴 的 一 次 和 ,这 个 截面 如 图 8.46 所 示 。 它 关于 中 性 办 的 
узву 


1 
A. 
1 

АС 
L. 
1 


Te аы 


Жап жамыл 


хи М 
| yda = 175(10){87.5) + 200(25)(187.5) = 1.1 х 10%?) 


= 


+ "r" x тақыт нт металы 2 r 


i 
а 200 тп) | | 


10 ттан] | 


8-46 ІҢ 8-47 


EI mr - 21-2. 


腹 板 中 的 最 大 草 应 力 发 生 在 中 性 轴 a-a 处 ,将 以 上 截面 一 次 矩 代 入 一 般 公式 ,有 


150 x 10 6 
= . - .4 
Tma = 10(389 x 100) 1-1 Х10) = 42.4(МРа) 


ШАР Ы RE E S ФЕН НЕЕ ЗЕ Bl s А, ТІНЕН EH, 须 计算 | yda 


% 
МР b ШЫ ARE, ЖЕЛЕГІ 8-47 所 示 , 此 积分 表示 该 图 中 阴影 面积 关于 中 
性 轴 的 … 次 矩 , 即 
м 


ЕС = 200(23)(187.5) = 9.375 x 10°( тат?) i 


175 


TRAA PH b 仍 取 作 10 mm, 因为 这 是 欲 计 算 剪 应 力 处 梁 的 宽度 。 将 全 部 数据 代入 -MA 
式 , 有 


_ — 150 x 102 
w 10(289 x 105) 


要 指出 的 是 , 腹 板 内 的 最 大 前 应 力 和 最 小 前 应 力 相 你 并 不 大 。 实 际 上 按 惯 例 通常 是 计算 工 字 撕 
RARS AREE, 因此 ,将 总 前 力 立 除 以 腹 板 的 面积 即 可 , 有 


_ 150x10 _ 
ta = 08010) = 37-5(MPa) 


进一步 分 析 工 字 形 截面 梁 的 剪 应 力 可 以 发 现 , Er CK LPK T ARUN, K'ESUR R < 
报 了 其 中 的 很 小 部 分 。 不 同 的 规范 对 工 宇 形 截 曾 梁 膜 板 的 许可 前 应 力 是 以 相当 低 的 数值 来 规定 的 ， 
如 某 规范 规定 为 70 MPa, 而 另 一 些 规范 是 90 MPa. 


8.10.2 ЖЕНД 


题 8.24 考虑 具有 双 对 称 轴 的 任意 截面 梁 , 如 图 8-48(a) 所 示 , 承受 纯 弯 曲 。 材料 是 理想 弹 逆 
性 的 , 亦 即 应 力 - 应变 图 如 图 8- 48(b) 所 示 , 且 拉 伸 与 压缩 时 的 应 力 -应 变 曲 线 是 相 
网 的 。 试 求 与 中 性 轴 距 离 大 于 y, 的 纤维 全 部 达到 材料 的 届 服 点 之 后 , РІНЕН, 
解 尽管 深 的 计 曲 使 得 外 层 纤维 已 经 届 服 , 仍 可 候 设 ,加 载 前 赤 直 于 归纳 的 平 戴 夯 仍 保持 平 
Bl, 并 垂 育 于 加 载 后 的 染 轴 , 内 此 纵向 纤维 的 法 应 变 仍 与 到 中 性 轴 的 距 高 成 线性 关系 

伴随 所 施加 力 偶 矩 的 增加 , 渠 外 层 纤 维 的 应 力 首先 达到 了 材料 的 屈服 点 ,而 内 层 纤维 的 法 应 
力 仍 与 纤维 到 中 性 轴 的 中 高 成 线性 变化 , 如 图 8-49(a)。 力 偶 矩 的 进一步 增加 , 将 会 使 内 肢 纤维 
国 服 不 断 地 由 外 向 内 扩展 , 如 图 8-49(b)。 极 限 情况 , 当 所 有 的 纤维 (中 性 办 除外 ) 均 达到 屈服 .六 
AEAT в-49(с) BUR, ХГЛ ВНЕ ИО ЕЕЕ, РО 8.48(b) 的 典型 应 力 -应 杰 旧 
线 , ЖЕТЕН КЖ, 

对 于 纯 弯 曲 洪 ,整个 截 耐 上 的 潜 向 力 之 和 应 为 零 。 因 此 , 由 图 8.49(b) 的 特征 可 知 双 对 称 项 
所 的 中 竹筒 必 然 表 过 稚 面 的 形 心 , 亦 即 中 性 轴 以 上 的 面积 等 于 中 性 纳 以 下 的 面积 。 然 而 . 在 是 


т 


(9.375 x 109) = 36.2( MPa) 


8.10 # ЕҢ 155. 


Em s.25 


Eg 8.26 


(а) b) 


(а) RARE, Ж (b) БЕНЕН (О tt fE JH 
余 均 为 弹性 作用 


图 8-49 
8.29 中 会 发 现 ,对 于 更 一 般 的 非 对 称 截面 , 某 些 纤 维 忆 服 之 后 , 中 性 贰 的 位 置 与 完全 弹性 时 不 相 
同 { 完 全 弹性 时 中 性 轴 过 形 心 }。 
由 图 8-49{b) 式 ,对 于 yEy E 
=> 
y yi ж 
和 县 对 于 y> yi, жолыны FEA 


M= fayda = Ë Žayyda + 2 суруда = ej, 24а + E 


对 于 矩形 截面 梁 , 试 求 当 与 中 性 轴 距 离 大 于 yi ОА Н нЕ, 
Қ EF 对 于 图 8-50 л, EE 8 24 的 结果 ,有 


z d 
M = 222 |a] абе = ә) 6520) 
у 3 2 


= [ be? - я) о. 
РАВНЕ, П у = 0, ШІМ 8.24 的 图 8-49(с) АЕН ВУ, ЕЕ ЖЕН ӘНІНЕН 
是 


2 
M, = b sp = AN {1) 


要 指出 的 是 ,对 于 最 大 可 能 弹性 弯 矩 M., 亦 即 最 外 层 纤 
EMR, 其余 纤维 仍 处 于 弹性 范围 时 ,如 图 8-49(a) 所 示 ， 
M, = = (2) 


ЯШ, ЕЖЕН е ЕЕЕ ЖКТ š pk 29 Қ 
50% 


ЖЕР 3888 FE 25 E, RERA 1>2 in, 
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钢 的 加 服 点 为 38000 ТЫ/іп?, 并 将 此 之 矩 与 最 大 可 能 弹性 弯 矩 进行 比较 。 
Ж Ен 由 题 8.25 уб), НН У 

М,- 12), (38000) = 38000(Ibíf + in) 
AEEA A, REKA TRER ENE A 

M, = 1f 38000) = 254000Ы · m) 


显然 , M, 较 M. K 50% , 


RH 8.27 对 于 图 8-51 所 示 的 矩形 截面 梁 , 与 中 性 轴 距 离 大 于 у, 的 纤维 已 全 部 届 服 , 试 求 梁 


的 轴线 曲率 半径 和 之 矩 之 间 的 关系 。 


E ЖР 正如 在 题 8.25 中 假设 的 ,加载 前 的 平 截面 在 加 载 之 


ARRP H, АЕА ТАНА, 因此 , 纵向 纤 纵 维 的 法 应 
变 与 其 到 中 性 轴 的 距离 成 线性 变化 关系 。 如 用 е, SSE hF +k 
轴 у, 处 的 纤维 应 变 , ee 表示 最 外 层 纤 维 的 应 变 , 应 有 


= = > а) 
с зі 
FIRME dx ORR Jr BJ) ЕЕ Bñ Ж, 如 图 8- 52 
(a) 所 示 , 其 加 载 后 的 图 形 如 图 8-52(b) 所 示 


由 该 图 可 有 


£ 
= = (2) 


于 是 


(3) 


Él 8-52 


BCE T КЕНІН y, 的 纤维 仍 服 从 衣 克 定律 wp = Бе, HE 8.25, F 


M = | 和 ezyj - у s (4) 
由 (3) 式 和 (4) 式 ,有 
då M 
dz б Eby lc? 一 ЕНЕР) (5) 
最 后 ,由 (2) 式 和 (5) 式 ,可 以 得 到 
1 _ M 
R ` EI(M/M.) J3- 2MM, (6) 


其 中 M. = га БСП 8.25), ЕЕ ИОН REE R HEEM 之 间 的 关系 。(6) 式 的 图 形 
如 图 8-53 所 示 。 


题 8.28 考虑 一 矩形 截面 梁 , 截面 宽 5 = 25 mm 高 六 = 10 mm。 材 料 为 钢 , ЖУ с, = 


题 8.29 


8.10 Í| 题 


157: 


200 MPa, 杨 氏 模 量 Е = 200 GPa, WRH 
МЕХ ЕТЕНЕ Ж М, 及 100 N: m 弯 
矩 时 的 曲率 半径 。 

М EZ 由 题 8.25 可 知 ,最 大 可 能 弹性 奇 短 为 


í . )( - y: — 
M, = 0 — ін (200 x 106) = 83(N - m) 


Hi 8.27 的 (6) 式 , ИНТЕ ИЕ ИИН 
1 _ 83 -0.2 
К (200x 10)[(0.025)(0.012/12] v3 — 2 Ej 8.53 
亦 即 R=5m 

由 题 8.25 可 知 ,相应 于 100 N: m 2740 у, 值 是 4 mm, 由 题 8,27 的 (6) 式 可 知 ,此 时 相应 的 
曲率 是 


1 83* š 
= = 0.259 
К (200 х 10°) (0.025) (0.01)2/12] /3 — 200783 ? 


ЕН К-3.86т 


考虑 梁 的 更 一 般 傅 况 , 其 截面 只 有 一 个 毁 直 对 称 轴 , 如 图 8- 54(a) 所 示 。 试 对 图 8- 
54(b) 所 示 的 完全 塑性 弯曲 , 求 中 性 灿 的 位 置 。 
I бо i 
— NA - - -— 
| Ор | 
(0) 
ЕЕ 8-54 


М Е 足 管 目前 中 性 轴 的 位 置 尚 属 未 知 , ЕТИ A A: ИННА F 81 КУ 


截面 的 面积 。 正 如 在 图 8- 54{b} 中 所 表示 的 ,位 于 A 范 轩 内 的 全 部 纤维 承受 等 于 材料 届 服 点 的 
ШЫ, ҒА, 范围 内 的 金 部 纤维 系 受 同样 数值 的 压 应 力 。 为 满足 这 些 力 的 水 平方 向 平衡 , 有 
S, api = Ü (1) 
由 此 可 以 得 出 
- Аі = Аз = А/2 (2) 
其 中 4 是 整 截面 的 面积 。 因 面 , 当 完 全 塑性 时 , 中 性 轴 将 把 整个 截面 划分 为 面积 相等 的 两 个 
部 分 ,这 是 与 完全 弹性 情况 有 区 别 的 , 在 题 8.1 中 曾 指出 ,完全 弹性 时 的 中 性 轴 通 过 截面 的 形 心 。 
此 外 , 拉 伸 应 力 和 压缩 应 力 组 成 的 力 价 矩 必 须 等 玫 所 施加 的 完全 塑性 力 偶 矩 М, Ж у, 
和 у ФТИ A 和 A, HECE PERKEN, ЯА у, S 


аА] Yı + s, A; уз = M, (3) 
将 (2) 式 代入 ,上 式 变 成 
oo CT у) = м, (4) 
或 
_ M, 
% (ARF 92) (5) 
此 式 经 常 被 写成 如 下 形式 ; 


原著 此 处 是 100,17R = 0.312, RR = 3.2 m; 铺 果 是 异 误 的 ,一 一 译 者 注 
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сө) 


其 中 Z,=(A/2)( X + yz) 称 为 塑性 截面 模 量 。 
题 8.30 对 于 W8x 40 的 工 字 形 截 面 ,钢材 的 屈服 点 应 力 为 38000 lbf/in”, 试 求 完全 塑性 弯 
矩 。 并 将 计算 铸 果 和 同一 截面 的 最 大 可 能 弹性 弯 和 矩 比 较 。 
W ЕР 由 题 8.29, 林 知 完全 塑性 弯 拭 为 
M, = 4,2, 
其 中 Z, 为 塑性 截面 模 量 。 对 于 一 些 典 型 的 工 字形 截面 , Zp 被 制 成 表格 ,刊登 在 本 章 结尾 处 。 
对 于 给 定 的 截面 ,Z, 为 39.9 m°, 于 是 
M, = 38000(39.9) = 1520000(1bf . in) 
ЕХЕ ЕУ M,= o ,Z, kb Z 是 通常 的 (弹性 的 ) 截 面 模 基 , 即 
M, = 38000(35.5) = 1350000 (bf · in) 
对 于 此 种 截面 , 2 SSES HHN KO ERES IE K 12.6%。 实 际 上 , 对 于 大 多 数 工 字形 
截 而 ,完全 塑性 弯 矩 近似 超过 最 大 可 能 弹性 弯 乞 12% — 15% 。 
题 8.31 考虑 如 图 8-55ta) 所 示 的 工 形 截面 , 铝 直 刚 板 内 与 中 性 轴 距 离 大 于 y 的 所 有 纤维 
均 已 达到 材料 的 届 服 点 ,其 他 纤维 尚 处 于 弹性 阶段 。 试 求 中 性 轴 的 位 置 以 及 此 种 应 
ЗЯ Ж, 


-r =e e w “s x s s m 


= — — — — — — —. өз 


ІҢ 8-55 


E E 研究 如 图 8- 55{b)] 所 示 的 法 向 力 , 即 可 找到 中 性 轴 的 位 置 ,由 几何 关系 有 


— _ _ 9 a _ 5 

5- 一 Yi ' 或 Фр = y бу» 

-49 9 , ӛсе 

4-сі м” 或 ба У бур 
截面 上 法 向 力 的 合力 应 等 于 零 , 即 


D Fw = (aa - yi)(1)ay, + y (1)(a,,/2) 


_ (S26 - аХз-|- (қа - 200), |) - 0 

由 此 可 得 出 2 次 方程， 
cf Оу, + 14)c1 + (592 + 43) = 0 (1) 
对 于 任意 给 定 的 y H, Ri с, АНТЕННУ ВЕ, ЬН Ву В те ЕАН 为 位 
于 分 母 中 ,因而 上 述 公式 不 适用 于 和 守 找 y =0 时 的 中 性 加。 原因 在 于 完全 弹性 时 中 性 轴 通 过 截面 
的 形 心 。 伴 随 塑 性 区 的 增长 ( 亦 即 y, 减少 ), 中 性 轴 要 移 向 由 (1) 式 给 出 的 位 置 。 
相应 于 图 8- S5(b) АМ ДН НУ 
M = foyda = | asyay + босау 


и! 


носа мтч 


= —— — 
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+ г) kw (090506308 


4 сі | 
- | 127 | - laO 
或 
owl yi 2 
М = НЕСЕ + (5- аз 2080) (2) 


题 8.32 对 于 题 8.31 PH T ERK., КТУ ЕНТ РЕШЕ F ВЕЖ ВЕ 
A, ARZ 55 B Kul gë 90 E S B tT? НЕ, 


4in I 
N.À. 
1i 
—— sin— КЕШ; ЖӨН 
(а) (b) 
图 8-56 


Ң üm 在 这 种 情况 下 ,法 向 应 力 如 图 8- 56(b) 所 示 。 考 弄 全 截面 上 法 向 力 的 平衡 ,有 有 
= в (с) +Laj (5 — с1) (3) – ss (4 — с1)(2)1 = 0 
由 此 可 有 c= 3.5 іп, Е 8.29 ЧН, ЕЗ ЕН ЕРІН, НИЯ КЕШ ӘН 
积 相等 的 两 个 部 分 。 
ЕШТЕН A 
“4 (5-3) t-r) 


M, = foyda = fap (Ddy + | Gs, (y)(3)dy 一 | в, (у)0)бу 


ü а 
= op[ect 一 ?cl+21.5] 
对 于 cl=3.5, 可 有 М,ғ9.250,, 
在 题 8.31 的 (1) 式 中 , 令 у = a НПЕВЖІХЯ ЛЕРІ АЕ p E ГЕНІН, ЕНЕ Ж с 3.07 


in( 亦 即 中 性 轴 过 截面 的 形 心 )。 由 题 8.31 中 的 {2) 式 可 以 得 到 最 大 可 能 弹性 弯 短 为 M. = 
5.326, 


x WS м, УМ, 的 74% 。 

题 8.33 ІН8 57 77КЕ ЖИЛЕТИ, Ж? 
EART. W RER M a R 
RAJE ЗІМ EHH EIS, 试 求 最 大 可 
能 弹性 旁 扎 。 此 外 如 果 所 有 的 纤维 都 已 
Ж АЖ ЕЕЕ, 

ЖҚ Е ШЕВ 点 达到 拉 伸 届 服 .D 点 达到 压 
缩 届 服 , 整个 截面 上 的 应 力 分 布 是 ( 见 题 8.1) 


M 
в =? а» 


ЮГЕ, ШЕННЕН ЕРЕЖЕ 图 
ABC 和 ADPC。 对 于 每 一 个 三 角形 , H EN 7.7 可 8-57 


“160: 


жан 梁 中 的 应 力 


Eñ 3.34 


E 8.35 


Eñ s.36 


是 3$.37 


13 
r = Ж (2) 


对 于 整个 截面 , BEEN 


1/4) Га g 
5) 1-8 3) 
由 {1} 式 可 以 得 到 最 远 姓 纤维 内 的 应 方 为 
la 
Ml 
2 一 аз 
ЕЗ 
解 出 
opla? 
м, = Seat 
ЖЭС ЕИ, ЕЛИ КУ НШІ 8-58 所 示 。AC 上 方 的 拉 应 力 合力 是 
1(2а\ ѓа 2 
7 + ЕЕ = 27» 
g 
N > | 
GG) —— 
p 
— 
BJ 8-58 


此 力作 用 在 三 角形 ABC 的 形 心 处 。4C 下 方 的 压 应 为 合 为 为 


T= 318) 051 Fon 
y 
ЖИНЖГЯЖ ADC 的 形 心 处 。 这 些 力 形 成 的 力 偶 矩 为 
3 
m, = (902155) 6 25 
下 述 的 比 信也 是 人 们 很 感 兴趣 的 
M, g (аУз,/2) 2 


М. opfa3vZAT2 


8.11 3 题 


由 轴 服 点 为 12000lbffin? 的 软 合 金 Ti-6AL-4V 制 成 的 梁 , 其 稚 面 为 高 2 in 3 1 in 的 矩形 ,弯曲 的 中 
性 轴 沿 1 六 的 方向 。 现 名 知 最 大 弯曲 座 力 为 9000 !bfrin2?, ЖУ НЕ, 

CEE 6000 1bf-in) 

长 度 为 3 ЖЕЯНЕКЕ НИЖЕ 35 kN KER. МЕНЯ, B ЖАНШУ 不 得 下 
过 125 MPa。 如 果 梁 截面 为 加 形 的 , 试 求 黄 直 径 。( 答案;204 mm) 

ЖЗА 1/2 за В n 的 措 接 板 焊 接 在 两 个 10 in 高 的 权 钢 上 组 成 图 8-50 Ят, REFREN 
EFEN Назер у, 8403 RR РКИ НЕН Эр 78.5 ше, 如 果 
最 天 许可 的 弹性 村 曲 应 力 为 18000 biin, 试 求 所 内 可 能 承受 ЖАН, (EX 123200 biin) 
EBMER J = 61 x 10° mm 高度 为 250 mm 8 АН, PK? m, ARFI py 2) 9 
125 МРа. ЖЕЗНЕ ЕНЕ МЖЗ ӨЛЕН, 试 求 许可 的 载荷 集 度 。 (答案 ;30.5 kN/m) 


8.11 Я Rn 


“161: 


|- 


ANN SSS 


10іп $OkN болм 


ИИ ИЕР ЕЕ 


=p" Е А 1m | 


图 8-59 图 8-60 


号 了 


题 8.38 如 图 8-60 所 示 , 税 支 深重 受 两 个 对 称 布置 的 集中 力 60 kN 作用 , 材料 的 拉 伸 和 压缩 许可 应 力 均 为 
125 MPa。 若 截面 的 高 度 为 250 mm, 试 求 所 需要 的 惯 竹 符 。( 答 案 ;60x 106 гат!) 

题 8.39 考虑 如 图 8- 60 所 示 的 .承受 两 个 集中 力 60 kN ARER, 若 粱 的 截面 如 图 8-61 所 示 的 加 环形, 材 
料 的 拉 伸 和 压缩 许可 应 力 均 为 125 MPa, 试 求 加 截面 的 外 径 。( 答 案 ;,17.4 mm) 

题 8.40 考虑 承受 集中 力 和 分 布 载荷 的 简 支 梁 , 如 图 8-62 所 示 。 若 材料 的 许可 控 应 力 和 许可 压 应 力 均 为 
20000 ы, 试 选 择 适 宜 的 工 字 形 葵 面 。( 管 案 ,W12 x 25) 


20,000 16r 
1000 Ioi 


а 


Ё 8-61 图 8-62 


题 8.41 长 度 为 3 m 的 县 辟 梁 ,承受 均 布 载荷 30 kN/m EA, SRI ЕШ ЕТУ 5% 150 MPa。 试 选择 适 
宜 的 工 字 形 截 面 。( 管 案 ; W305 x 66) 

题 8.42 КЖ З m 的 两 端 简 支架 承受 均 布 裁 荷 10 kN/m 作用 ,此 梁 截 面 为 75 mx 150 mm 的 矩形 。 试 求 
赚 值 寄 曲 应 力 的 数值 和 位 置 ,此 外 还 要 求 洪 中 点 处 的 截面 土 囊 面 以 下 25 mm АЕ, ОЖ 
Ж.40 MPa, -26.8 MPa) 

题 8.43 重新 考虑 题 8.42 中 的 滩 。 如 果 将 梁 的 自重 作为 附加 均 布 载荷 与 原 雹 布 载荷 共同 作用 在 粱 上 , 试 求 
粱 的 最 大 弯曲 应 力 。 梁 的 肯 重 为 77.0 КЕМ/ш?. 《答案 ;43.6 MPa) 


-二 
1200 fn 25 mm 
600 IbëR 1 
100 mm 
. 2 етті 
a ond od ме Len 
图 8-63 Е 8-64 


题 8.44 两 段 均 布 裁 荷 作用 在 一 个 简 支 梁 上 , 如 图 8.63 ҒА, БИШЕ W8 х 28。 试 求 梁 的 最 大 弯曲 应 
力 数 值 与 位 置 。( 答 案 :900 lbf/in?, 距 右 支 座 为 5.5 fO) 

题 8.45 长 度 为 2 m 的 县 辟 梁 ,截面 为 本 形 ,如 图 8.64 所 示 。 承 爱 均 布 载荷 8 kN/m( 合 自重 }。 试 求 最 大 的 
拉 伸 应 力 和 最 大 的 压缩 应 力 。{ 管 案 :38.5 MPa, — 81 MPa) 


pe Em 


站 
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题 8.45 如 图 8-65(а) та АС 承受 集中 为 P 作用 , ЕНЕНШУИЯН T r E TL ELB) EE JE. 如 图 8.65 
[b} 所 示 。 如 果 许 半 应 力 为 120 MPa, 试 求 许可 载荷 P。( 管 案 :1.,80 kN) 


图 8-65 


题 8.47 樟 形 截面 的 简 支 粱 承受 均 布 栽 荷 及 集中 力 偶 的 作用 , 如 图 8-66 所 示 。 试 求 最 大 的 拉 伸 应 力 和 压缩 
қ. 【答案 :31.2 MPa, - 56.8 MPa) 


20 ұна 


40mm 40 mm 
过 r 225 mm 一 | 


А0 mm 200 mm 


і 


| 


题 8.48 几何 形状 如 图 8- 67 所 示 的 圆 截面 粱 承受 作用 在 中 点 处 的 集中 力 P, 试 求 最 大 咨 曲 应力 的 位 置 与 教 


1. <ЖЖ.:-1/4,2,-0.277Р./43) 


题 8.49 梢 形 截面 外 伸 粱 承受 图 8- 68 所 示 载 荷 。 МАН, 掠 伸 许 可 应 力 为 5000 ibfrinz, 压缩 许可 应 
力 为 20000 lbfrin?。 试 求 许可 载荷 P。( 答 案 ,2400 Ы) 


图 8-66 


图 8-67 


šP P 


[| 


图 8-68 


[jlin sinir 


ñin lin 
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8.50 ”如 图 8-69 所 示 , 长 度 为 10 ft ШЕШЕН din x 8in, 承 受 均 布 载荷 200 ЫЕ ТЕН. ЖЕНЕ 
E, 试 求 
{a) 深 中 的 最 大 法 应 力 ; (ЫК У 
OSALEME 2 ft, 并 在 项 表面 以 下 1 in АЙША, 
{答案 {a)705 lbf/in?, (b)47 п, (c)12.31bf/in2) 


800 Ты 


Æ 8-69 


8.51 简 支 梁 如 图 8-70 所 示 , АЖАМЕХЕНЕМЛ ARY H, 
CER, а)22000 Ibf/in2, (b)1660 lbfrin2) 


1000 һең 


G T I 


Æ 8-70 
题 8.52 Ағ-ЗЕОНЕВЕЯ,МЖМӘЯЕЛЕЕВЕН E 6 
ШЕШІНЕ. С6%Ж.69.6%) ——* 
是 8.53 ХЖ-ЗЕСАЛЕШІШЕВ-Т1 Sy di, ТРАЕ Е 
б, ЖИН EMEI NARRET ENEE, (ЖЖ. 


h 

2.48} ` 1! 
题 8.54 如 图 8-72 ARY TERE OR mY A hit rm. (E | z 

FETH 137.5 mm) : 
题 8.55 半径 为 + 的 实心 国 截 面 粱 ,承受 村 曲 。 试 求 最 外 层 纤 维 开始 屈服 时 的 图 8-71 

FEAE HEEF x/2 纤维 全 部 局 服 时 弯 算 的 百分比 。{ 管 案 ， 

49.2% ) 
题 8.56 如 图 8.73 所 示 为 一 个 梁 的 截面 , 5 K GERT 20 KN: m 时 , 试 求 弹性 区 和 塑性 区 分 界线 的 高 度 

у 并 求 梁 轴线 的 曲率 半径 。 设 材料 的 届 服 点 为 200 MPa , E = 200 GPa。 

(答案 ,yy =47.4 mm, R = 52.6 m) 


25 mm 


10 мт 
-L 
50mm 50 mm 
150 mm n| _ [isa 
| Юта 
= 75 mm- T 
25 тт 10 nm 


图 8-72 Æ 8-73 


题 8.57 高 度 为 600 mm H T FE Е], SE MLP EJE Е ER 25 mm 的 盖 极 { 见 图 8- 74》, 整 个 截面 的 
ЖЕУ 1000x 10° mm*。 若 已 知 沿 梁 长 的 菜 处 的 模 向 前 力 为 300 kN, 试 求 每 个 焊 笑 内 单位 长 度 


сы. 


+164 ` 


Фе 梁 中 的 应 力 


上 的 前 力 。( 管 案 ;146N/mm) 


25 пп 


600 mm 


на 


а р 
25 mm 320 mm 


* W 后 面 第 一 个 数字 是 截面 的 名 义 高 度 ( 以 i 为 单位 )， 第 二 个 数字 是 每 萎 的 重量 。 


图 8-74 

Жі ШАТЛЕ 

S t RÉ 面积 17607) 2 
as /UbtIO Am) | вае 8) | — Gn 
Е тии 70.0 20.56 1153,9 128.2 
W 18x 55 55.0 16.19 889.9 98.2 
W 18х72 72.0 21.16 597,4 97.5 
W 18x 58 58.0 17,06 476.1 78.1 
W 18x50 50.0 14.71 394.5 64.7 
W 1R> 45 45.0 13.24 350.8 58,2 
W 18х40 40.0 11.77 310.1 51.9 
W 18х36 36.0 10.59 280.8 45.9 
W 18 x 32 32.0 9.41 246.8 40.7 
W 14х25 25.0 7.39 183.4 30.9 
W 10 х 89 89.0 26.19 542.4 99.7 
W 10x54 54.0 15.88 305.7 50.4 
W 10x49 49.0 14.40 272.9 54.6 
W 10х45 45.0 13.24 248.6 49.1 
W 10x37 37.0 10.88 196.9 39.9 
W 10x29 29.0 8.53 157.3 30.8 
W 10х23 23.0 6.77 120.6 24.1 
W 10х21 21.0 6.19 106.3 21.5 
W 8 x 40 40.0 11.76 146.3 35.5 
WBx35 35.0 10.30 126.5 31.1 
W 8x31 31.0 9.12 109.7 27.4 
W 8х28 28.0 8.23 97.8 24.3 
W 8x 27 27.0 7.93 94.1 23.4 
W Bx 24 24.0 7.06 82.5 20.8 
W 8х19 19.0 5.59 64.7 16.0 
w6x15 + 15.5 4.62 28.1 9.7 


(USCS 系统 ) 

0105) Zp ба?) 
(关于 уу #0) CEL 

78.5 144.7 
42.0 111.5 
195.3 108.1 
107.4 86,5 
56.4 72.6 
50.0 64.9 
44.1 57.6 
23.7 51.4 
20.6 45.0 
14.5 35.0 
180.6 114.4 
103,9 67.0 
93.0 60.3 
53.2 55.0 
42.2 45.0 
15.2 34.7 
11.3 33.7 
9.7 24.1 
49.0 39.9 
42.5 34.7 
37.D 30.4 
21.6 27.1 
20.8 23.9 
18.2 23.1 
7.9 17.7 
9.7 11.3 


| 


аана 


š 

Т 

| 

su 3 B 2165. Š 

| | 

3 8-2 部 分 工 字 钢 截 面 的 性 质 {Sl 系统 ) 

. ажем 面积 1/(105mm) z I/(105mm3) | 2,1032) : 

ж% #(kgl/m) dimm) | (关于 x< Ж) 103) _ {关于 уу 8) (HERRE) і 

W 460x103 102.9 13200 479 2100 32.6 2370 Я 

W 460 81 80.9 10400 369 1610 17.4 1820 | 

: 

W 305 x 106 105.8 13600 248 1590 81.0 1770 1 

W 305 х 85 85.3 11000 198 1280 44.6 1410 I 

W 305 x 74 73.5 9480 164 1060 23.4 1190 А 
W 305 x 66 66.2 853.0 146 952 20.7 1060 

W 305 х 59 58.8 7580 129 849 18.2 942 Н 

W 305 x 53 52.9 6830 117 750 9.83 840 1 

W 305x47 47.0 6060 102 665 8.55 736 

W 305 х 37 36.8 4760 76.1 505 6.02 572 : 

W 254x 131 130.8 16900 225 1630 74.9 1870 | | 

W 254 х 79 79.4 10200 127 988 43.1 1100 ; 

W 254x72 72.0 9280 113 893 38.6 986 I 

W 254x66 66.2 8530 103 803 22.1 899 | 

W 254 54 54,4 7010 81.7 652 17.5 736 I 

W 254 х 43 42.6 5490 65.3 504 6.31 567 ; 

W 254x34 33.8 4360 50.0 304 4.69 551 ! 

W 254x31 30.9 3990 444 352 4.02 394 : 
W 203x 59 58.8 7580 60.7 580 20.3 652 

W 203 х 51 51.4 6630 52.5 508 17.6 567 
W 203 х 46 45.6 5870 45.5 448 15.4 497 
W 203 x 41 41.2 5300 40.6 397 8.96 443 
W 203x 40 39.7 5110 39.0 383 8.63 391 
W 203x 35 35.3 4550 34.2 340 7.55 378 
W 203x28 27.9 3600 26.8 262 3.28 290 
W 152x23 22.8 2980 11.7 159 4.02 185 


* W 后 可 第 一 个 数字 是 截面 的 名 义 高 度 (以 mm 为 单位 ), 第 二 个 数字 是 每 米 的 重量 (以 kgf 为 单位 )。 
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9.1 引 г 
在 第 8 章 中 讲 到 作用 于 粱 上 的 机 向 力 不 仅 在 梁 内 引起 弯曲 应 力 与 前 应 力 , I H tE АЕ 


梁 纵 向 轴线 方向 上 引起 挠 度 。 第 8 章 中 已 讨论 了 应 力 , 本 章 和 第 10 章 将 讨论 找 麻 的 计算 方 
法 。 


9.2 染 挠 度 的 定义 
用 梁 始 于 未 受 力 位置 时 的 找 度 表示 梁 的 变形 是 最 方便 的 。 找 度 的 测量 是 从 梁 开 始 时 的 中 


性 层 到 变形 后 的 中 性 尾 。 变 形 后 中 性 层 措 述 的 构 形 称 为 粱 的 弹性 曲线 。 园 9-1 是 用 初始 未 变 
形状 态 表 示 的 梁 , 图 9-2 是 用 受 力 变形 后 的 构 形 表示 的 梁 。 


P 六 x P 
te аата E < 
. L 
ТҰР; p d y 


БЕ 9-1 ІҢ 9-2 


П у 被 定义 为 梁 的 找 度 , 经常 需要 确定 沿 梁 长 每 个 z 信 对 应 的 挠 度 y。 这 个 关系 可 写 
为 等 式 , 此 等 式 通常 叫做 梁 的 挠 曲线 (或 弹性 曲线 ) 方 程 。 


9.3” 梁 乒 度 的 重要 性 


与 限制 应 力 一 样 , 梁 的 设计 规范 经 常 要 限制 梁 的 变形 。 因 此 ,除了 计算 第 8 章 中 讲述 的 应 
力 外 ,设计 者 还 必须 计算 梁 的 变形 。 例 如 , 在 很 多 建筑 规范 中 , 梁 的 最 大 许可 挠 度 不 能 超过 漆 
长 的 1/300; 设 计 航空 器 的 部 件 时 挠 度 也 不 能 超过 预定 值 , 否则 空气 动力 学 特性 就 可 能 发 生 改 
变 。 因 此 ,一 个 精心 设计 的 染 不 仅 能 承受 可 能 作用 于 它 的 载荷 , 而 且 不 得 产生 不 良 的 过 大 拨 
度 。 此 外 ,求解 超 静 定 梁 约 东 反 力 时 ,将 包括 各 种 变形 关系 的 运用 , 这些 将 在 第 11 章 中 讨论 。 


9.4 计算 梁 拨 度 的 方法 


计算 梁 掩 度 的 方法 很 多 , 最 常用 的 方法 有 如 下 几 种 ， 

1. 双 积 分 法 ， 

2. 奇异 函数 法 ， 

3. 弹性 能 法 。 

本 章 讲述 第 一 种 方法 ,第 10 章 讨论 奇 异 函 数 法 的 应 用 , 弹性 能 法 将 在 第 15 章 讨 论 。 要 特 
别 指出 的 是 ,所 有 这 些 方法 都 仅 适用 于 金 烘 均 工 作 在 弹性 阶段 的 情况 。 


9.5 双 积 分 法 


RESET, 梁 的 找 曲 线 微分 方程 为 


оо 例 B 167: 


2 
Ет 3 = M (9.1) 
ж 


оф т,у 是 图 9 2 中 表示 的 坐标 , 即 y DRAHE. ЕЛЛОНЕНМ91 中 导出 ; 式 中 五 表示 
НАНЫН, 表示 染 截 面 关 于 通过 横 截 面 形 心中 性 轴 的 惯性 抢 , M 表示 上 距离 梁 一 端 为 
ҺА EHE, 它 的 数值 在 第 6 章 中 定义 为 距离 梁 端 为 x 的 截面 的 :- 侧 的 所 有 外 力 对 通过 该 截面 
的 轴 的 力矩 代数 和 。 通 常 , M 是 z 的 函数 , 为 了 得 到 作为 z 函数 的 措 度 y 的 代数 方程 , 需要 将 
OLDER HIK. 

无 论 在 何 种 载荷 作用 下 , 方程 (9.1) 都 是 控制 粱 弹性 挠 度 的 甘 本 微分 方程 。 作 为 应 用 俩 
子 , 见 题 9.2 至 题 9.14 和 题 9.16 至 题 9.22. 


9.6 积分 过 程 


奴 积 分 法 计算 梁 的 挠 度 仅 仅 对 (9.1) 式 积分 ,第 - -次 积分 得 到 梁 上 任 一 点 处 的 斜率 dy/ 
dz 第 二 次 积分 法 得 到 对 任意 z 值 的 挠 度 y。 当 然 ,在 对 方程 积分 前 必须 将 杰 矩 M 表示 为 坐 
标 .> 的 请 数 。 花 这 时 研究 的 例子 ,其 积分 都 是 极其 简单 的 。 

因为 微分 廊 称 (9.1) 是 二 阶 的 ,所 以 它 的 解 一 定 含有 两 个 积分 常数 ,这 两 个 积分 常数 由 关 
于 深 上 其 - -点 的 斜率 和 掩 度 的 已 知人 条件 求 得 , 例如 , 当 为 悬 璧 梁 时 , 积分 常数 由 梁 的 贸 定 端 处 
ЖУУ НА ЕН REME. 

ЯН ЕККЕН ғ, 经 常 需要 两 个 或 更 多 的 方程 , 这 一 点 在 第 6 章 中 强调 
过 。 人 和 此 种 情 包 二 ,每 -区 段 都 必须 写 出 (9.1) 式 并 且 在 每 一 区 段 上 积分 这 些 方程 都 会 产生 两 
个 积分 常数 ,利用 相 邻 区 段 在 连接 点 处 变形 和 斜率 的 连续 条 件 确定 这 些 常数 。 见 题 9.17~- 题 
9.19. 


арлы аттты алта тн repr rp ri 


' nanas nammi Anae rr erge ерге pet 


9.7 符号 规则 


在 第 6 章 中 采用 的 弯 矩 符号 规则 在 这 里 仍 是 适用 的 。 在 (9.1)y 式 中 互 和 了 均 为 正 , 由 此 
ATER, ТЕ —- r 值 处 如 果 M 是 正 的 ,那么 42у/а 也 是 正 的。 对 于 以 上 的 弯 奸 符号 规 | 
则 ,坐标 x Е У СТАР SIE, ЖЕН ЕУІ Ж-Қ 9.1 中 详细 解释 ,遵照 这 样 | 
的 符号 规则 , 积分 (9.1) 式 即 可 得 到 作为 > ВАЗИ ЕЕ v, 此 时 应 认为 向 上 的 找 度 是 正 的 , 向 下 
КОРОК. 


9.8 假设 与 限制 
推导 (9.1) 式 时 , 措 定 出 剪 力 引 起 挠 度 与 由 弯曲 作用 引起 的 挠 度 相 比 可 忽略 不 计 ,同时 假 
定 挠 度 的 数值 与 染 的 截面 尺寸 相 比 很 小 , 且 梁 的 各 部 分 均 在 弹性 范围 内 工作 。 梁 在 加 载 之 前 


是 让 的 。 作 为 示例 ,在 题 9.25 中 将 考虑 梁 在 受 力 之 前 , 与 直线 构件 略 有 偏离 的 情况 ;处 理 此 类 
问题 时 须 对 (9.1) 式 进行 修正 。 


9.9 A H 


Ш91 ЖЕЖЕЛЕЛТЕНИНа АЛЕ 
Ш 57 在 题 8.1 中 也 导出 关系 式 


м = E (1) 


p 
式 中 M 才 未 作用 于 梁 的 一 特定 横 截 面 上 的 弯 矩 , ER- REEPERI REZ, ЕВ 


Жо REHE MHIE 


弹性 模 量 , I ARREMETE ЕЕ НИН, ER RRDA SIR Er 沿 全 梁 均 为 常数 的 那 
些 梁 ,但 是 M 和 和 p 均 为 上 的 函数 。 


方程 (D) атн, 
ім 
г.м (2) 
БСЭ АВ етін Ж, ЯЗ M 
p | 沿 当 长 变化 , 所 以 挑 曲线 的 曲率 也 是 可 以 变化 的 。 
Q 


一 -上 一 一 一 令 图 9-3 PARRER S HERA О РВЕ Е, 


加 载 前 梁 的 中 性 层 与 rahi. АТА Т 
坐标 系 是 最 方便 的 。 向 上 的 措 度 yy 被 认为 是 正 的 ,二 
此 对 于 图 9-3 所 示 的 梁 , 所 有 的 挠 度 均 为 负 的 。 
代表 变形 梁 曲 线 上 任 一 点 的 曲率 表达 式 很 容易 根据 微分 表示 出 来 。 曲 率 的 精确 公式 为 

1 出 dz 

e [l+(dy/dz)2]322 

在 这 个 表达 中 , dyydz 表示 曲线 任 - -点 处 的 斜率 , 对 于 小 挠 度 梁 , 它 的 值 尤其 是 它 的 平方 同 1 

相 比 很 小 , 可 以 略 去 。 根 据 小 挠 度假 设 , 曲率 表示 起 简化 为 


图 9-3 


(3) 


2 
1. dy (4) 
Р ағ 
BE, МЕ ЕНЕҢ F. (2) 式 化 为 d y/dz2= M/EI 或 
2 
EI «ә = M (5) 
яғ“ 


ааа БЕЛСЕН Әр АИИ TE. у T ta 2 BD ВД KEEA Эр 35 29 Bi BU 
欧 拉 - 伯 努 利 方程 。 在 任何 问题 中 ,为 了 或 得 沿 梁 长 措 度 у 和 坐标 z НАҚ, БАЯН 
此 起 积分 ,这 将 在 下 面 的 题 中 实施 ，。 


题 9.2 ARERR RPH P 时 每 一 点 的 指 度 , 如 图 9-4 所 未 。 


图 9-4 


Н s> 引入 图 示 吾 标 条 zy 其 中 > 轴 与 染 未 专 六 时 的 位 加 一 致 ,变形 后 的 梁 用 粗 线 表示 。 首 和 
必须 求 出 辕 定 六 对 加 的 反作用 力 ,根据 静 力 学 很 容易 得 为 局 直 力 P fh ils PL, 如 图 未。 
SEWE + 的 任意 截面 上 的 森 矩 ,可 由 这 两 个 作用 力 
нелжтен, ens MENPA PE (Uy 
EESK Pr, B PL 单独 作用 将 产生 如 图 9.5 ҒАНЫШ 
Н. BRR 6 章 的 符号 规则 ,这 将 构成 负 弯 拭 。 因 此 在 者。 
Жанм 为 
M =- PL + Pr 
Ее 
Е dy =M 
式 中 E ле, 7 RARR PEME. EAR 
2 
Er $2 =- PL + Pr (1) 
ЕТЕНЕ Я, 积分 一 次 得 


9.9 A 题 4189: 


dy _ Pr? 
FI da =-- Pir + 2 


ла P, 这 里 C, 为 积分 常数 。 因 为 梁 在 夯 定 端 刚性 夹克 ,所 以 梁 在 固定 端的 斜率 
dy/dr 为 零 , 即 (dyydzrjz-0=0, 利 用 这 一 条 件 可 求 得 积分 常数 。 方 程 (2) 对 所 有 的 ЖІУЕБЕН, 
代入 .xz=0 得 0=0+0+0 即 C=0 

然后 , 对 (2) 式 积分 得 


+ Ü, . (2) 


2 3 
Ely =- LEa (3) 


式 中 Cs 是 另 一 积分 常数 。 再 利用 支承 端的 条 件 可 以 确定 这 - -常数 ,在 x =0 处 ,因为 粱 刚性 
ORP ВЕ y 为 零 。 将 (y),-o=0 代 入 (3) 式 ,我 们 得 0=0+0+ С, В Су = 0 
于 是 ,在 CI= C= 的 笨 件 下 , 织 ) 式 和 (3) 式 给 出 了 梁 上 任 一 点 了 工 处 的 斜率 dy/dr MHR у, 
ЖМ PENT, ERRA = ЯМАН ХҚ, 由 (3) 式 得 
Fly = 二 好 (4) 
其 中 负 呈 表示 挠 曲线 上 这 一 点 的 位 置 位 于 x РТ RERE x = 工 МНЕ КАЕ ЕАН, 
通常 用 4 表示 ,有 


Аль = SET (5) 


题 9.3 [8 9-4 ИКЕ У 3 m, ЯН da q 20 kN 作用 , 其 模 截 面 为 W203 
x 59 的 型 钢 截 面 , 弹性 模 量 Е =200 GPa。 根 据 第 8 章 的 表 8-2 5151 [= 60.7x 10 ° 
т“, Z =580x 10 sm3。 试 求 梁 的 最 大 迫 度 。 
МО GF 在 集中 力作 用 下 , 梁 的 最 太 挠 度 发 生 在 自由 端 ,由 题 9,2 中 的 (4) 式 得 
PL? 2 (20 000N)(3m)3 
BEI 7 3(200 x IO ?N/m2)(60.7 x 10-64) 
=-—0.0H8vm 或 - 14.8 mm 
HIRRET. CETERE AR, 00 U15034 NBM S E. ЕЕ REALE 
ЕО ЗВЕНА жим, Е НЫН Н HR E, S m H J ЕЖ 
Е ЕІ(Фу/іал)-М REEM, EBI aE XS N. ML, ЕН BIB R, 应 
强调 一 点 , 即 必 须 确 定 梁 的 最 大 弯曲 应 力 小 于 材料 的 比例 禄 限 , 这 运用 题 8.1 导出 的 弯曲 应 力 公 式 
很 容易 做 到 ,根据 公式 


Ymax 一 


Me 
I 


其 中 a 表示 弯曲 应 力 , M ӘНЕ, тА ЕЦЕ Zt db pa ЕШ, I Жл ше 
ЖЕНУ ЗЕ. ТЕ КН НЕ ЕЕЕ, EA M... = (200009) {3m) = 600003 · mo 
将 其 代入 弯曲 应 力 公 式 中 ,得 


本 二 


_ M _ 60,0003. m 
Z 580х 10 Sm’ 
钢 的 比例 极限 约 为 200 MPa, H A БЖ АА ДЕІН 比例 极限 ,所 以 运用 梁 的 措 曲 方程 是 合 
理 的 。 
题 9.4 运用 题 9.3 中 给 出 的 梁 的 参数 , 求 图 9.4 所 示 悬 辟 梁 石 端 的 斜率 。 


Ж EE EE. 中 得 到 的 斜率 方程 为 


= 103 МРа 


T max 


d z 
ЕГУ =- Pla + Р. 
在 自由 端 ,x = 工 , 有 
ЕЦ a) pL? + EL 
因此 该 端的 圭 率 为 
(2| _ = PL: 
dr 2Р1 


运 出 题 9.3 ФЕ ӨШ, 


- 170 ` әк НЕЕ, ТЕ 


， 3 
00-2... а 0000 М (m) оода 或 1.27 
tds р 20200 < 10°N/m*) (60.7 x 10 m`) 


题 9.5 如 图 9.6 所 示 , 一 坷 辟 梁 作用 有 均 布 荷载 w, 求 其 任 一 点 处 的 捞 度 , 


ЖҚ ЕР JAERI ITRE zy, 其 中 > 轴 与 粱 未 弯 时 的 初始 位 置 一 政 , 咨 是 后 的 浴 用 粗 线形 示 。 
关于 过 能 的 方 得 虽然 可 用 类 机 于 题 9.2 的 方法 求 得 ,但 是 这 里 我 们 寻找 -种 较 简 便 的 方法 ， 惟 距 
国定 端 为 r 的 蕉 面 内 的 等 矩 讨 ,考虑 该 截面 右 侧 的 力 而 不 是 左 侧 前 力 。 
ЖИКЕ Еа 作用 在 该 截面 右 侧 的 长 着 (L - x) 上 ,四 此 合力 的 数值 为 由 ( 工 - zlbf, AIE 
用 在 x 右 侧 梁 颖 的 中 点 ,到 > 的 力 辟 为 ( 工 - z), PE, AH x ЬО 3238 35 
M =- (1 - z) 


因为 商 下 的 作用 力 产生 负 于 曲 , 所 以 必须 有 负 号 。 


弯曲 党 的 微分 方程 为 
СЕ ay (1) 
积分 . -次 得 
EI о = > пар + С (2) 


REC 为 积分 常数 。 
利用 梁 左 端的 刚性 固 去 系 件 , 可 以 求 得 (2) 式 中 的 积分 常数 ,在 x = D h, RHE HEA Е ІЗІ 
(dy/dr),- 050, PERA (2), 98] 0 = 42/6 СІҢ C, = - 1/6, 于 是 我 们 得 到 


dy а L? ; 
HH (2) 


再 次 积分 , 得 
3 
Ely =- -K z + C (3) 
AP C, 为 列 - -积分 带 数 
ЕНЕҢ х-0 处 , 梁 的 挽 氏 为 零 。 既 然 (3) 式 对 所 有 的 + у 全 都 适用 .那么 把 下 值 代 入 也 
将 适合 。 代 人 后 得 


一 L. 


` L’ 
24 + с; 即 с; = Ei 


0 = 
ЮНЕ, ЕНЕВО RL 28 E z: 35 

Еу = 01. ж)! ші? + zal Š (3) 
在 梁 的 右 端 (z = 工 ) 处 , 挠 度 为 最 大 ,由 (3 ) 得 

wl wkl’ 127 би 
Вы 6 t 24 = 9 
AP UB АНЫ E 6918 а. 轴 的 下 方 。 БЕНЕХЕЖ 
wht 
таҳ = 8 EI (4) 
题 9.6 -EBREA SERAN, 如 图 9-7 所 示 。 求 找 曲 后 梁 的 方程 和 自由 端的 
HE, 


A 


9.9 f m 


“171 ， 


ҚЫ ЕР 引信 原 点 在 梁 自 由 端的 些 标 系 。 出 抛物 线 的 件 质 知 ,在 自由 端的 右 侧 、 距 离 为 7 的 任意 
анан 5 


Ww = 00| A I (1) 


Р 9.8 


由 静 力 学 知 ,如 图 9-8 所 示 的 抛物 三 角形 的 面积 为 A = ah /3, Wb САТ = 3а/4 А, AMER 
TARE x 左 侧 的 所 有 力矩 和 求 得 zx АУЕ, т 左 侧 的 合力 为 .rww/3, 在 图 9.? ФИЯ 
示 , 它 的 作用 点 在 距 自 由 端 为 3r/4 处 , 即 距 > 点 为 +/4。 这 样 ,利用 (1) 式 可 得 在 x 点 的 弯 矩 为 


1A Í =] 3 0 
- (21, 或 1212 
ЭГ у 
上 4 
EI E = T (2) 
积分 一 次 得 
d 5 
Ен ес, (3) 
E x= L А, Яр dy/dz = 0, 因此 由 (3) 式 得 
Lš 
0 ебі жа с, = 2 
再 积分 ,有 
в 
Elh =- QL S ШС, (4) 
# r= L В, у= 0, МЕЙ (4 
L L 
0 = т а + Cy, жн с; т 2014 
Jr K By S ВНЕ r r 2 3; 
w І? 
Ely =- ры + eo -wl 


和 白 由 端的 乒 度 为 
PS a =s ТҰЛА 


题 9.7 如 图 9-9 Ел, k 33145 8345 ЛЕН, НЕНЕН, 
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МҚ we 引入 图 示 的 坐标 系 zy, 此 处 z 轴 与 梁 未 弯曲 时 的 初始 位 置 一 致 , 变形 后 的 粱 用 粗 线 表 
Ж ЛЕН ТЕ EKARA wi, 根据 对 称 性 ,每 一 端的 约束 肥力 为 аот. 72。 由 于 荷载 对 称 ,很 明显 
НЫНЫҢ r= L /2 也 是 对 称 的 。 


ае 


E 9-9 


УРНИ АТЗ Е IESS R BIG rE EEN 6.3 cititi, 根据 那里 给 出 的 方法 , АЖ 
支 座 到 rc 截面 堪 俩 区 同 为 的 分 布 载荷 可 以 用 其 合力 来 代 赫 ,此 合力 为 wr ibf, ER EE ie > 区 
段 的 中 点 。 合 力 前 方向 基 疝 下 的 , ЖИЕ ан, HREH wL/2 ЕЕЕ, 因此, 对 于 任意 


z 值 ,村 矩 为 
М = Hr wr = 
аа 235 Ed yde) = м, RAS 
р: (1) 
积分 得 


要 指出 的 是 dy/dx 表示 梁 的 斜率 ,由 于 挠 曲线 关于 跨度 中 心 即 z = L 2 对 称 , 亦 即 在 x =/2 
处 ,显然 有 斜率 为 零 。 也 就 是 挠 曲 后 的 粱 在 跨 庆 中 点 的 切线 是 水 平 的 。 利用 这 个 条 件 可 求 出 C1。 
把 该 条 件 代 入 {2}) 式 ， 我 们 有 (dy/dr),- із- 0 


3 
0-552-6%%0, Я с-з 
任意 点 的 斜率 dy/dr 由 下 式 给 出 
4 L wL? 
EI 了 = vu 212 x (27) 


再 积分 得 到 


+ 3 
Fo ET etC (3) 
第 二 个 积分 常数 C, REMO BE ВОВ E y,_,=0 代入 (3) 式 ,得 

=0-0-0+C, 或 C,=0 


ЖЕНА АУ 
L 3 
Ely = > = - да“ _ ші, (3) 
由 于 对 称 忻 , 梁 的 最 大 挠 度 值 发 生 在 中 点 。 把 = L/2 ҚАУ 
ЕГ КЕСТІМ 
Уч 384 
或 者 ,不 考 虞 代数 符号 , 均 布 载荷 作 下 简 支 梁 的 最 大 撞 度 为 
a = — wt 
тах 384 FI 


题 9.8 一 简 支 染 ,长 度 为 10 ЖЕ linx 3in, 受 均 布 荷载 200 lbf/ft 作用 。 梁 材料 为 


ЖА op oau sdai Su ama ға” e - 


оо m= 173: 


19.9 


ае, ME TiSAL-2. 59n, МЕНЕЕ 115000 lbf/int, ЕНЕ E = 16 x 10 Ib£/ 
inz。 求 梁 的 最 大 挠 度 值 。 
Қ ғ 由 题 9.7 知 , 最 大 挠 度 为 


代入 有 闫 数据 
5 (200/12) (120) 
384 (16 x 106)1/12(1)(3)° 


用 第 8 RAT ETARA С ll) J; fg 29 20000 lbf/inz, 远 小 于 材料 的 非 线性 作用 范围 
Bi ЕСЕ АЕ И 

如 图 9- 10 所 示 简 支 梁 , 两 端 受 力 偶 M1 和 M; ЕН, КНАУ, B 5 М, = 0 时 ， 
求 最 大 挠 度 的 位 置 。 


A. = = L.25(in) 


Ñi 
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Ж E 根据 平衡 条 件 可 知 ,作用 力 惕 的 合力 傅 , (М, ~ М), 一 定 与 由 两 端的 竖 直 支 反 力 Rj 
和 Re 形成 的 力 偶 平 衡 ， 


УМ, =- M+ M+ RrL = 0 


AJE 
Re = A Meet) 
У\ к, =- R, + Ra = 0 
可 解 出 Ri = (4) 
因此 梁 的 弯曲 微分 方程 为 
EI ÈY = Mi- Rix а) 
积分 得 
Er = Miz- R. +С (2) 
在 梁 上 没有 任何 关于 斜率 的 条 件 , 因此 这 里 不 能 确定 积分 常数 C 的 值 。 再 积分 -次 有 
Ely = M, Ç Ш.с + C, (3) 


Жапан ЕНЕ МЕН ЖИНА ЕМ БЕН. E x = D 处 ,y=0. 固 (3) 趟 有 
0-0-0-0-С, ВЖЖ Съ = 0 
УК, х= åh, у= 0,803 2 
2 
0 = м. -ser 
得 


ML ML 
о a 
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ААГ БЕСІН ЕУІ 
, : ， Li 
F M, = 0, (DREA 
Ely = Ма: Molz (5) 
种 
dy | Муд? М, 
ЕІ 45 FE ó (6) 
峰值 搁 度 将 发 生 在 {6) 式 幸 率 为 零 的 点 处 ,由 (6) 式 可 以 得 
z = £ (7) 
МОА, ЕЛІНЕН (5) 95 
Mf L) MLil M. L2./3 
Elym = МАЕ) қаға Ға 2 (8) 
考查 (4) 式 , 当 M, = M; = МЕ, (аул ЖЕУ 
Ely = > = _ Мы, 


ERR RMH. RT, 古 9.1 中 的 (2) 式 表明 , 当 沿 梁 长 M = 常数 时 , 向 率 (]/p) 是 常数 ,也 就 
是 梁 被 窜 曲 成 -“ 圆 弧 ,形成 这 个 微小 差别 的 原因 是 ,在 题 5.1 中 的 (5)? 式 中 , 亦 即 


ЖН ГУМА 


ЕЕ 9.1 ТАВИ ВО, З F. 035 88 3 9 > НІНЕ НЕ, Л ЗЕ EJE RS, 
如 图 9.11 所 示 , 一 简 支 梁 受 方 偶 M. 作用 , 梁 长 m, МНЕ Е = 200 GPa. 
于 方形 横 截 面 的 边 长 为 50 mm。 梁 的 最 大 许可 措 度 为 5 mm, шыны Ж 150 
MPa, 求 最 大 许可 载荷 М,, 


У 
A: 
x 于 
х 


图 9-11 


Ñ FEF 很 容易 确定 两 个 M: ВНЕ. ~- 个 利用 挠 度 为 5 mm 的 条 Е МН Ф ЕА В 
HH 150 MPa 的 条 件 , М, 的 真实 解 即 为 这 两 个 值 中 的 较 小 者 
我 们 首先 考虑 梁 的 最 大 拨 度 值 为 5 mm, 根据 题 9.9 中 的 (8) 式 ,有 


M, (2)2./3 — m _ 
27(200 x 109) (1/12) (0.05) (0.05) M: = 2.03 kN ° m 
ЕПА KS JEE АЦЕ ИВА F. ӘНІМ 9,9, 由 于 
M, = 0, BJ fB ру БЕ УН 


0.005 = 


ТІМ 9-12 тт. ЖӘНЕН 9.15 Баж. 


ЖЕМЕХЯЯ Mo GASEI E z = Мет, ТЕТЕ КУШТІН 
上 有 


9.9 # 是 


150 x 10% = губ O ҢІ Ma = 3.125 5-00 
5] (0.05)X0.05)° 


ШКУРА АЗ M, = 2.03 kN:m 


É x É х ВЕ L= V 
L 十 
| = 
R 


Е 9-12 图 9-13 


题 9.11 如 图 9-14 У, 承受 正 弦 载 荷 , 求 该 梁 的 挠 昌 线 及 最 大 抄 度 。 


ола 
4 g qasin F 


Е 9-14 


Қ =F 首先 必须 确定 粱 上 的 总 载荷 , GPE A 端 为 z, 长 度 为 dr 的 明 影 微 元 ， q 表示 单位 长 
度 的 载荷 , 则 作用 于 阴影 微 元 .上 的 载荷 为 gdr, ВТ AD RISE Ч. 


上 


і-і 
24,1. 
载荷 = | gdr = | gpsin EE 29:2 

х0 | 1. т 


由 静 力 学 知 , 每 端的 约 东 反 力 为 该 载荷 的 172, 即 ， 
В, = Rr = get 


r ВЕТА А ИВР УР ВО is ЯП, STRZ , B Z WN E 32 32 0 лән, 必须 引 
入 男 一 个 积分 变量 xu: 相应 的 第 二 个 宽度 为 du НЕНІ, 如 图 9-15 АЕК, in а =0 到 
u = 工 变 化 ,从 而 得 到 z АЕ ИТИ pan 


Ен 


mx 


q = qa sin y q= qo sin Y 


y 


E 9-15 
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M -z - | ЕСКЕ u) 
= °=, -= фо I Tsin аы + qü | usin T du (1) 
在 此 积分 式 中 , # 为 积分 变量 ,x 被 { 斩 时 ) 看 作 常 量 , 最 后 -- 个 积分 式 可 用 分 部 积分 法 计算 , 考 虚 
到 
[9Csing)do = sinf - rosd (2) 


此 处 3= 5840 = T du 
HEIDAR G 一个 积分 变 为 


2 ， . 
- Ер }- LE sog TE (3) 
因 前 由 (1)? 式 , SEA 
== L: 
маа a ооз ple masm] 
L қ 
= Tiny (4) 


El Ja? = 2 sin ү (8) 
积分 一 次 得 
2 
BE), (6) 
由 对 称 性 得 第 个 边界 条 件 ,在 xx = 工 /2 处 ,dy/dr = 0. RAOR, 9 С)-0. HE -次 得 
3 
Еу = ~ Е | Elsa, c, (7) 
ЖҒНЕ, E == D 处 ,y= 0。 代 入 (7) 式 ,有 С,-0, FERHATI 
Lt 
Ely =- 1% sin Hi (8) 
在 <= 工 /2 处 有 最 大 挠 度 , 其 值 为 
Ely tas =- аш. 


89.12 如 图 9-16 所 示 , 受 集中 力 P 作用 的 简 支 梁 , MERKIR, 


图 9-16 


И Е ЛЕКИ ту ERER BE, 由 静 力 学 知 , 支 座 约 束 皮 力 为 R) = Ppp/ 
L, K; = Paf La 
Ж H kS rh А НТН КИ S MEELI ERRATE 


ой m 


6177. 


得 ,一 个 方程 送 用 于 力 PEM S -个 方程 适用 了 力 已 右 侧 。 对 每 个 方程 积分 均 会 产 牛 两 个 积分 
常数 ,这 样 上 共有 四 个 待定 的 积分 常数 。 以 前 届 到 的 所 有 问题 仅 有 商 个 党 元。 
EN P EWEBE, 0<у<аҒ, Ж M= {P65/1)r。 这 样 普 曲 梁 的 微分 方程 成 为 


2 
He РЫ (Wereca) (1) 
dz? L 
积分 “次 ,得 
dy _ Pbr? a 2) 
Er = =7 216) ( 


在 这 个 区 段 内 任意 点 的 斜率 dy/dz 均 属 未 知 ,因为 力 不 作 用 在 梁 的 中 点 没有 理由 认为 在 z 
= 工 /2 ЖЕ, КИШЕР PP 作用 点 处 , 梁 的 斜率 为 


dy 2 Рра? . 
к) а Да ес (3) 
对 (2) 式 鼎 次 积分 ,有 
Ely = P г 3 + Сх + C; (4) 


在 左 支 座 >=0 处 ,?= 代入 (4) 式 即 得 C,= 0, 在 (4) 式 中 不 能 运用 = 工 处 ,y=0, 这 一 条 
件 , 因 为 微分 方程 (1) 式 不 适用 于 4a 三 x 之 1 КЕ, ÆA P ERARE S 


hat 
(Ely) -a = Ptal + Cia (5) 
РЭШ В, 977 РЕ M= (Pb/L)x --P(r-—a) Kh a< r< L, БІН 
Ф Pb 
ЕГ = ра Р(х = a) (a < r< L) (6) 
对 此 式 积分 一 次 得 
dy Рай РБ(х-а) n 
иті - E + С; (7) 
在 这 个 区 段 内 无 已 知 的 斜率 值 , 但 是 在 力 P 作用 点 处 的 斜率 为 
dy _ Pa? 
Е). = Эр + Сз (8) 


在 集中 力 P 作用 点 处 ,由 (3) 式 给 ГІТ SAR ЦН, 因此 这 两 个 等 式 的 右 端 
部 分 必然 相等 , 即 


Be c = Pe іс, MOC 
对 (7) 式 再 次 积分 得 
Ey = ШЕ Васа Ci + G, (9) 
Я РУТЕ A kb B pa W У 
(ЕІ»);-4- Ма за + C, (10) 


在 z=a Ә.Ш (ЕН КЕНИЯ Рн Са h WJ Pe g 因此 这 两 式 的 右 端 必须 相 
等 , 即 
Pha’? 
6L 
国 为 前 面 已 有 C=C, tt C.,=0. 
当 r= 工时 ,y=0, 将 之 代入 (9) 式 ,得 
-人 cr, M c= Pep) 
这 样 四 个 积分 常数 均 被 确定 ， 将 这 坚信 代入 (4) 式 和 (9) 式 中 ,得 


3 
+ C.a = Pha” 


бі. + Cza + С, 


Ely = рагы = (12 — рух] (( <= < а} (47) 


Ely = В Ela - a)? - (12 = a ] (a <x < L) (9) 


НАЕ яй kpi АОВ Е, 每 ТВОЯ НЕА Е, 
MEA P 作用 于 梁 的 中 点 , НИЕТТЕ ЧЕНДЕ x = L/2 处 ,可 由 式 (4 ) 式 得 到 ， 


Te 


Tr 


mn + 


ызын аа EET ALASAN ERREEN. aA AA TERE TET ла та 


arnie anga a 
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Жәй REEERE, ОАА 


Ей 9.13 


Ей 9.14 


E 9.15 


ernea ERDI- (а СЕЕ] в an 


1449.12 ER, 长 14 ft MERHER 4in WEHE, E = 30 x 10° 1bt/ 
ә ЖЕ ЖҮРІП 0.2 in, B a= b =7 ft, 求 力 P 的 最 大 值 。 

8 ЕР 由 题 9.12 ФСТ) АЕК S An = 可.3748ET。 对 于 圆 截面 ( 见 题 7.9), 7 = 
17/64 --я45/64- 12.6 (n?),1 — 14 [t = 1681п, НЕ 


Р(16833 _ 
%20---Ш ， R = 765lbf 
20 — (ыы P P =? 


ЕТЕНЕ, НЕЕ 329 383 Iof, ЖЕКИ ӨЛЕ 383(7) = 2681 lbf* 
n KES EMRASH АЗАН Е ВУ КЕР Е Е, 最 大 杜 曲 应 力 为 = 
Мел, s... = 2681(121(2)/12.6= 5100 (Ibf/in2), JEA DT EFLA ВЕ ВЕ, ЕНЕ gato je 
用 是 合理 的 ， 

ЖЕН 9.12 所 述 攻 的 简 支 梁 。 横 截面 为 50 x 100 mm 的 矩形 , IP SIR E E, E = 
200 СРа, Р = 20 КК, а= 1 т, 5 =0.5 т, ЖЕНЕ ХЕ, 

М ср Нара, ВЛЕ ЕЛЕ PRAWKA, НАН Е, ХН 9.12 
О, AIR XK ЫНЫ 


кі өз - 220322 - (L? - 2)] 
S PERRERA E, PRERA z= (L-83, [E r EEAO, GRRR 
EA 


ELY mar 三 一 РЫЗ 17 т һу? 


ХЕ ЦЕН — 30(100)2/12= 4.167 х 105(mm1). RAA 
n 2010200,5 х J02)[ (1.5 < 10252 - (0.5 х 102) 20/3)(105) 
27(1.5 х 10?)(4.167 х 105)(200 х 109) 

=- 1.46 (mm) 
АРЫ СР z ШК. 

W a = Me/1 ари, Ж P EHT EAR S IB n ДЭ 80 MPa 此 值 小 于 钢材 的 比例 极限 , 故 上 面 
HEUEA ЖИІ. 
WH 9. 17(а) Т, AC EA 端 简 支 , C 端 与 其 辟 梁 CD 8, 两 梁 有 相同 的 弯曲 
刚度 EI, 在 B 点 作用 铅 直 力 8 kN。 求 B 点 的 拨 度 。 


торх 


8 ЕМ 


8 kN 
À с с p 
[ 1] )м 
B D 
4kN 4kN  4kN 41N 
(b) в) 


解 OIF GRE АС ВН CD Ep yki 9 9-17(Һ)419-1Т7( с. ЧР AC, 由 于 对 
你 性 , шад C ARERIA 4 КМ. KARRERA, E CD 的 局 点 处 必定 万 数值 相等 .方向 相 上 太 
的 作用 为 ,如 图 9-17{c) 所 示 . 
由 题 3.2 91, Е CD АЕ C =, RA FERES 

_ РІЗ _ (48№)0. 5ш)? _ 4.5 


ЕТТЕН ЗЕІ ЕІ 
ВЕЕ НЧА AC тз C Т F Bb rtt, 8 At 35 ВЕ T 8 kN 力 引起 的 AC БН ШІ, 
HT AC ЖА 点 作 刚体 旋转 , 所 以 由 忆 ALAC 段 ) 的 位 移 引起 B 点 各 下 的 位 移 数值 为 C 点 处 
CLÉS 1/2, 2.25/Е. БЕН 8 kN 引起 的 号 点 的 挠 度 , 由 题 9.12 可 知 


PL) _ (8kN)(3m) _ 4.5 
ЕР 48ЕІ EI 


TEE SKARES 
245,225 6.751) 


s= Et EL ` Ff 


Е49.16 89-18 Br R, BARRAI w 的 作用 ,同时 在 自由 端 作用 有 集中 力 Р,ЖН 
找 曲 线 方程 。 


Қ СР 粱 变形 后 具有 粗 线 所 描述 的 构 形 , 引入 如 图 的 坐标 系 zy, НЕМЕНІ БЫН 
图 定 端的 反 力 ,然后 写 出 弯曲 梁 的 微分 方程 式 , 对 该 方程 积分 两 次 ,最 后 根据 固 文 端的 斜率 和 挠 度 
KEMERE. 

事实 上 , 在 题 9.2 中 梁 上 仅 有 集中 力作 用 和 题 9.5 中 似 有 均 布 荷载 作用 时 , 这 个 过 程 已 进行 
这。 公有 集中 力作 用 时 , 由 题 9.2 中 的 (3) 式 得 挠 诬 y 为 


、 3 
Ely = PL £= + BE (1) | 
仅 有 均 布 力作 用 时 ,由 题 9.5 中 的 {3 ) 式 得 挠 度 ， 5 S 
3 Б 
Ely + (2) 


ЖД E KP PERR ЕА АН ВО 25 E g Ml, 就 可 以 得 到 它们 共同 作用 的 结果 , 这 叫 作 登 加 法 , 在 
疏解 了 亲爱 组 合 载荷 作出 的 梁 的 找 谍 时 ,这 种 方法 是 非常 有 用 的 , 如 本 题 所 作 的 那样 。 实 质 上 , 它 是 
刊 用 较 简 单 的 梁 搞 度 问题 的 结果 去 组 成 较 复杂 的 问题 的 绪 果 , 它 不 是 确定 梁 找 府 的 独立 方法 。 

根据 这 种 方法 , 受 组 合 载 桨 作用 的 粱 上 , 任意 点 的 找 度 均 可 以 由 每 种 载荷 单独 作用 时 在 该 点 
引起 的 闹 度 之 和 求 得 。 因 而 ,组 合 载荷 引起 的 节约 找 度 方程 可 以 由 三 加 每 种 栽 符 单独 作用 时 的 抄 
度 方程 得 到 ， 


2 3 3 4 
-p 22. Pz mir wl ші. 
Ely РІ. 27% 24 :) 6 + 24 (3) 


把 (3) 式 两 边 对 z ЖОН НЕКЕ dy/dz。 
当 每 一 种 单 独 载 疹 和 由 它 引 起 难 独 立 的 乒 度 之 间 是 线性 关系 时 , 释 加 法 是 可 以 使 用 的 。 
题 9.17 如 图 9-19 所 示 的 镁 支 外 仲 染 , 受 均 布 载荷 w 的 作用 , 求 其 挠 曲线 。 


解 EP 用 作用 在 长 座 工 的 中 点 的 向 布 力 全 及 wl КЕЕ, Ка, Ж 


2 2 
Уу м, - кь - 95 = 0, 即 R = LL 


` 150 ° 


нән МИНЕ НЕ 


对 竖 于 方向 上 的 力求 和 ,得 


2% 
求 得 
wL 
R; = wL 2% 
ЕМЕН НЕЛЕЯМ--ил/2,(0< x< a) ; БІНЕ ЕНЕ АН УА 5 
Фу — Wr 
к |- mr (D< r< a) (1) 
МУК, A 
чу ge (2) 
Fly =- 0 2. са + G (3) 


E 9-19 


在 责 支 座 之 间 的 区 段 内 , 杰 矩 方程 为 M= -wr?/2+ R (z -ah 该 段 杜 曲 梁 的 微分 方程 为 
gr d2 m ші? (г 


427702 t 2 -а) (a < x < 1.) (4) 
4. 
积分 两 次 ,有 
d 2 2 24% 
а= рр + C Б 
2 ЕРЕН 
ES TY асы +C, G 


因为 准 两 个 之 阶 微分 方程， 即 (1) 式 和 (4) 式 ,每 一 个 方程 产生 两 个 积分 常数 ,共有 四 个 待定 党 
Ci CaCa 和 Ci), T TARET h 3: REA 5 ВЕН Ст RER 这 些 已 知 杂 件 如 下 : 
1. 外 伸 区 段 ,z = a 时 , y=0; 
2. НУВ В, ш r= a 时 , y=0; 
3. ЖЕ, >= L В, y =0; 
= a 时 ,由 (2) 式 给 出 的 斜率 与 由 (5) 式 给 出 的 斜率 相等 ;因此 x = a 时 , 这 两 趟 的 右 端 项 


相等 。 
将 条 件 1 代入 (3) 式 ,得 

0 = 一 24. СС, (7) 
将 条 件 2 代入 (6) 式 , 得 

ЕЕ + Cat C, (8) 


将 条 件 340 A06) 9 


= xL Ltb? 
o=- to + CsL + Ca (9) 


最 后 ,将 z=a (QA S883802)80(5)3C0 Ж, EELER, 


тие е-е уда 


9.9 J Е 
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3 _ 3 
E t Ci = 28 1 Су (10) 


要 注意 的 是 , 不 存在 诺 支 座 B 处 (x = a) 斜 率 等 于 零 的 原因 。 
联 立 求解 四 个 方程 (7) (8)、(9)、(10), 可 以 求 出 四 个 林 知 常数 C C Ca Cs WEA 
тө(14-а4) wL’b 


C = Су = 24% 12 (11) 
4 40-4 2 
T Ta аш, аа се) 
А АСУ (вол, ЗНАТЕ ЗЕЕ, КЕНГЕ р 
ЕІ шх + zu (L 3 — at)r _ wl bz + mat ae (L3 = аЗа 
> 4 245 12 24 245 
2 

whaah, (0<r<a) (3) 

xt wLa- а ше — а) = _ wL’ br wa’ 

Ely =- 34 f рь + 246 12 Í 24 

wiL* -aja wL'ab А 

- 24% + 0, (а < > < L) {6} 


Н 9.17 可 知 , RE R 664648 АЛТА РЕТ PE, (E ER Е H ЕШ 
ЖЕКЕН. Е, ОГ И СЕЛ Ps a| ARE RH AUH, 比较 适合 ,第 10 
ЖАНЕР Яо) AEEA TEE RRR AE, ОНИН 6 E FE 
复杂 的 载荷 和 支承 条 件 , 而 是, 奇异 冰 数 法 非常 适宜 使 用 计算 机 , 这 将 在 第 10 章 中 讲解 。 

题 9.18 如 图 9-20 所 示 外 伸 梁 ,在 其 两 端 作 用 有 相等 的 力 P, 求 其 拨 曲 线 方程。 


图 9-20 


М EF 引入 图 示 坐 标 系 xy, z 轴 与 梁 的 初始 位 置 一 致 , 表示 梁 左 端点 与 坐标 曲线 的 偏离 没有 
国难。 由 对 称 性 可 知 ,每 хая АЖЕ Р ЕНА Е. 


左 端 外 伸 部 分 的 弯 矩 为 
M = – Pr (Q < е <a) 
W D SI КА ог РА 
ЕГ 33 ер, (0 <= <a) {1) 
对 该 方程 积分 一 次 ,有 
dy 2 
EI P+ (2) 


在 此 区 段 内 ,没有 关于 斜率 dyydz 的 已 知 条 件 ,要 特别 指出 ,没有 支承 点 z=a 处 斜率 等 于 零 
的 理由 , 可 将 该 处 的 斜率 记 作 


е 9 --Р) |» С, (3) 
再 积分 一 次 ,有 


3 
Eb =- 到 [村 | c+ c, а) 


ЕТЕ АА Ж, НЕ) 应 为 零 , 即 (y),.。=0。 将 二 a в, усо RRA 
【4) 式 ,有 


er 


mm 一 -一 一 Tv eh i 


A wi 
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FoR ЖИН, WHINE 


Ü = із. + Ciu + С; (5) 
ТЕРУ ЗС Е [B] НА ЕБ WEB EB р М = - Ра, RARS lli Sta АРГА) 
ЕУ ор (a < r < (L — a)) (6) 
ат 
积分 上 式 ,得 
ЕІ Ч a- Par+ C, (7) 
dr 
由 载 茶 与 几何 的 对 称 性 可 知 ,在 梁 的 中 点 外 位 举 dy/dr 为 雷 , 即 (dyydry -ra=0, 将 这 些 值 代 入 
(7) 式 ,有 
o=- pe| 才 | + c, BD C, = PL (8) 
ЖШ. ВСЭ НЕ ЖЕЖ >= a 处 梁 的 幸 率 ,将 ra 代入 (7) 臣 得 
Ец | =- pa? + 245 (9) 


жа 


无 论 考 虞 哪个 方程 , ӘҢ ЖЕЛЕ ЖӘНЕН ЗЕ, EEA Eka К Фау dz 与 由 (3) 式 给 出 的 
斜率 应 相等 。 令 1{3) 和 (9) 两 式 的 右 坑 相等 得 


Po? PaL 
- ° + G, == Pa? + 5 (18) 
得 
. _ za? Раі. 
C = + (11) 
将 Ci 值 代入 (5) 式 ,得 
2 Pal Ва PL. 
0-- -++ (12) 
#13 
. _ 2Pa? PaL 
С2= 3 U 
对 (7) 式 再 积分 一 次 得 
2 
Ely =- Pa 55 + ЕЕ + C, (13) 


再 令 左 支 座 x = 。 АҒА М ЕЖ АН ЖАЖА НИТ ЕЕ. EEE, 为 了 求 
得 (13) 式 中 的 常数 С, ЯБ АЕ. A, (у), = 0 代入 (13) 式 ,得 


Ға? Pa L. , Pa? ір 
0-- + y +C, — H с, = 党 -人 (14) 


鹿 确 定 此 染 左 区 段 和 中 则 区 段 的 硒 答 必须 要 有 两 个 方程 , 每 个 方程 均 是 与 弯曲 洪 的 二 阶 微分 方程 
结合 应用 ;这 样 求解 每 一 个 方程 时 均 会 产生 两 个 积分 常数 。 运 用 关于 娠 率 和 挠 度 的 四 个 条 件 就 可 
确定 这 四 个 常数 ,这 些 条 件 如 下 ， 
(a) 梁 的 外 伸 部 分 ,> = au 处 ,y=0; 
(b) 粱 的 中 间 部 分 ,rz = a 处 ,y = 0: 
(с) 梁 的 中 间 部 分 , xc = L/2 处 , dy/dx =0; 
(d) т-а 处 , 支 鹿 两 侧 的 挠 曲线 斜率 dy/dx 相等 。 

最 后 , 咨 曲 洪 的 方程 可 写 为 下 列 形式 ， 

Ely =- pe. _ Ра?х | Palz 2Ра? рай, 


> 2 3 J (O< x <a) (15) 
Par? ра! Pa? Рай, 
Еу =- 2+ 2 + 70 - 06 (а < т< (L -а)) (16) 


НР, АЕ НТН АО УГЕ, 
849.19 19.18 中 的 外 伸 梁 ,每 个 力 P 为 4000 Ы, 距离 a =3 ft, KIE L =16 ft。 梁 为 钢材 
ÉT, E = 30x 10° Ibf/in2, 圆 截面 的 直径 为 4 in, 求 每 个 力作 用 点 处 和 梁 中 央 处 的 撞 
E, 


解 Er 根据 题 7.9 пра, RE J=r(4) 754= 12.6(іп*), 而且 有 a = 3ft = 36in, L = 16 ft = 


9.9 f ЯЙ 


"183 + 


ЕД 9.20 


192. Е ШЕ ЕЕЕ OPY ЕНЕ 9.18 中 的 (11S1 式 给 出 ,在 集中 力 已 作用 处 有 += 0,318 
这 些 数 俏 代入 (15) 式 得 


(30 х 1065(12.6)(y)._ а = 


2(4000)(36)3 4000(36)?(192) 
3 2 


解 得 
(у), -р = 0.96in 
EEEH Ер Е ЕЕ Pa AAR ЕН Т 9.18 С. EEO ге 8 ft= 96 in, 以 
K НЕ Е о = 36 іп, L. = 192 in, Р = 4000 ЛЫ 均 代 入 (16? 式 ,得 
_ 2 
(30 x 105)(12.6)(5), а = A000(36) (96) А (4000) (36) (192)(96) 


4 4000036) 4000(36)7(192) 
2 2 


解 得 
《3) rg = 0.96 in 
由 于 在 支 座 间 区 段 上 上 , АНЕ 400003) = 12000 bf- fr, ARRS AAR ЕЕ W X E ft 
W DE Pt sË SRB) КЫ ТЕКЕ, ВАЛУ НА 
= Me _ (12000) (12) (2) -22800tlbfyin2y 


езі 12.6 
此 值 小 于 材料 的 比例 极限 。 
如 图 9-21fa) 所 示 基 粱 位 干 水 平面 ,其 俯视 图 为 三 角形 , 如 图 9.21(b) 所 示 , f bg E] 
ЗП 9-21(с), АЖА 为 常数 , 比重 为 y( 单 位 体积 内 重量 )。 试 求 自重 作用 下 的 挠 曲线 
及 自由 端的 挠 度 。 


图 9-21 


Ж T GARRE ли, 原点 在 洪 的 尖端 O 点 ,任意 = ЖЕҢНЕН, ШІН 9-21(b) 所 示 ， 
分 别 用 上 和 6 家 示 灌 的 总 长 度 和 基础 (固定 端 ) 的 宽度 。 由 几何 形状 可 知 
“= [£] 
在 侧 三 角形 梁 的 重力 产生 截面 = 处 的 弯 乱 ,此 重力 数值 为 urhy/2, S R SEM EBE RUN 
х 为 /3 处 ,如 图 9-21(c) 所 杀 , 因 此 出 于 z 左 侧 部 分 材料 的 自重 在 x ЕЕЕ 


м = АІ, ж -ЖА,і). Әле 


227377 e lL 61, (1) 


国 此 弯曲 党 的 微分 方程 为 


Фу bhy 
Ер 5 = - жн (2) 


式 中 工 是 x 的 函数 , 模 截 面 + 处 的 区 关于 平行 z АУН xi) 为 
1 

= 159 = Fel Ele 

梁 的 微分 方程 为 


(3) 
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题 9.21 


Ëy 2у 
ms ii 0 
dy 1271 ,. 
dz (а% зе (5) 
те hL 4t, Чуба =0, КАЖ (5), 18 
_ 27 ; 212 
0=- зру Си PMA C= зур 
得 积分 - -次 ,有 
2y Lí 2yLš 


y = z+ (6) 


ЕТТЕГЕМЕТТІЕ 
第 二 个 边界 条 人 忻 浆 x = 了 4k, y=0, 因 此 由 (6) 式 得 


o 2y LÊ оу . 2t 
0 = 5552 4 + Spi Съ 解 得 C, = ТЕ 
ХВЕ, БЕНО 5 
4 2712 қы 
У SERI "3ER 2ER? 
ea ab bJ te У 


1,4 
(у), = Де 


EEJ LARRE ЖӘНЕ, 细 端 直径 为 4, 粗 端 直径 为 24d, 如 图 9-22 所 示 。 梁 
只 受 自 重 作 用 ,比重 为 y。 求 自由 端的 找 度 。 


图 9-22 


解 EF 根据 几何 学 ,延长 欠 面 使 之 相交 于 肛 离 左 闹 为 zo 的 О 点 ,由 相似 三 角形 可 知 
d _ 24 


ла ғазі 


由 此 式 得 出 z =L, E 


因此 


FB O 点 为 x 的 圆 截面 的 惯性 给 为 


实体 区 域 ABCD 的 重力 对 于 = 截面 产生 的 力 失 ,可 由 完整 锥 体 ОВСО 的 重力 关于 > 的 力矩 
Ж ЖӘНЕ ОАО 的 重力 关于 同一 截面 的 力矩 求 得 。 把 这 -力矩 作 为 > ВОН G| EJES 9.1 中 
的 (5) 式 即 可 得 模 曲 梁 的 微分 方程 。 一 个 完整 锥 体 的 体积 为 (底面 积 儿 高度)/3, 锥 体 的 质心 在 底 
面 以 上 174 高 度 处 。 对 于 弯曲 梁 的 方程 , 有 


el 


9.9 Й ca 


将 上 式 化 简 , 有 
Фу  1614утј а 148 3124? 
dz? - Í LT Ет. ) (2) 
积分 Жа 
d Liy а? 1 1 31242 1 
dz 一 siid + 4 -2 4 (- 35) ес (3) 
第 一 个 边界 茶 件 ,* =27 处 ,dyydz =0, 将 之 代入 (3) 式 ,得 
C = 191L3y 
1 ФЕ 
yy) d z? L| 1 Bal 1 1913у 
= aE 22702 (ж. 4 ( 5) вав + C2 (4) 
第 二 个 边界 苯 件 ,在 x 一 2L 处 ,y=0, 由 (4) 式 ,有 
_ _ 29 Ly 
C=- ЗЕ 
AE Ao 3⁄6 In £u r EN 
_ l6L’yÍ а? г.а} ақа 19L37 2914) 
ЗЕ аа 2 | | 8 (2) Б бАЗЕТ ӨРЕ (5) 
在 {5) 式 中 令 z = L, 得 自由 端的 找 度 为 
14 
y ЕС == STE 


9.22 如 图 9-23 所 示 , ЕЛЕНЕ ХР, 两 端 各 作用 等 值 的 妨 偶 PL, 且 对 称 地 作用 横向 
力 1.5P, 梁 厚度 及 为 常数 。 若 欲 使 梁 的 外 层 纤 维 拉 应 力 和 压 应 力 均 为 ao BF, K 
宽 的 变化 规律 , 并 求 梁 中 点 处 的 挠 度 值 。 


B c 
жн менн жак 


15Р 15Р 


ЕН 9-23 


E 由 静 力 学 很 容易 求 得 两 端 约 束 反 力 均 为 1.5P, 如 图 示 。 根 据 第 6 АЕ. p nya m 


力 偶 作 用 时 的 次 年 图 分 别 邵 图 9-24(a) 和 9-24tb) 所 示 , 和 将 这 两 图 松 加 得 合 弯 和 矩 图 如 图 9-24(<) 所 
Жо 


4 

1.5РІ. 

7 7 | E 
а и нин нин Б 


(а) (b) (ç) 


图 9-24 


应 用 题 8.1 和 题 8.12 HAR, TEER, AB SABC 眉 外 层 纤 维 的 弯曲 应 力 为 
， м м м 6м 


ТИТЕ a} 


式 中 , TEER, E 
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2 


图 9-24fe) 连 问 (1) 式 表明 ,在 BC BE E A 35 E ЕЖЕН -- АЖЖ, 该 区 段 内 横 截 
面 水 受 的 最 大 弯 息 值 为 2.5PL ,外 层 纤 维 的 弯曲 应 力 为 


1 = 62.50) 0) 
由 此 可 解 出 BC 段 内 党 的 最 太 宽 度 为 
b 15 PL (а) 


nex = Sah? 
Ж AB 段 ,由 网 9-24(c) ў 0 
M = PL + 1.5PLÍ| = ] (0 < x < L) (5) 


此 处 x AA kami ri ЫНЫ УІ, ҒА SE > = 0, WX b 5539 BE HUB E V) Ж Жеңі 
PL。 这 样 ,在 x= 0 处 , 令 外 层 纤维 的 弯曲 诬 力 为 ww, 即 


„с SM _ 6PL 
i b. h° bra h 2 


可 解 出 


в = SEL 
тай 


H PRIER, ЖЕДІ т 37 处 宽度 也 为 bn。 由 {5} 式 看 出 ,在 A 5 B 2ІН ЯН ЈА А 
到 B 梁 的 宽度 应 线性 增 太 。 央 此 ,外 层 纤 维 奔 曲 应 力 为 常数 的 梁 如 图 9-25 所 示 。 


6 
t. - sb, 
-0 


图 9.25 


由 对 称 性 可 知 , 最 大 挠 诬 值 发 生 在 BC 段 的 中 点 处 , 即 = = 3/2, 汶 了 求 得 此 最 大 挠 度 值 . 写 
出 AB 和 BC 区 县 的 查 曲 微分 方 寿 。 由 于 载荷 和 支承 情况 询 为 对 称 的 , 故 CD E Er АВ KEH 
行为 是 相同 的 , 不 再 考虑 CD 区 段 。 首 先 ， 


在 AR В. 
M = 1.5Pr + БІ, 
并 且 
.下 (PL + 1.5Pz)(h22) 
on = r = + AIT 2 (7) 
可 解 出 


PS5Pr) 


ЕТЕ (8) 


其 中 ,5 АҢНАН x 处 深 的 宽度 ,如 图 9-25 所 示 。 横 截 面 的 避 性 算 为 
1 [set + AB) j, 


12 ooh? (9) 
AB Ez 85 BJ 18 Bi 2208 y EA 
k = {.5Pr + PL (10) 
Bp) 
Фу _ 249 
da?” Ep T соғы. (11) 


积分 得 


оо ñW 六 “187 
ЕЕЕ (12) 
再 积分 一 次 ,得 
у= ШЕ сы жс, (13) 
边界 条 件 为 在 +=0 处 ,y=0; 和 由 {13) 式 得 Cz=0。 此 外 ,在 “= 工 处 ,由 (13) 臣 得 挠 度 值 , 有 
j = ШЫ ысы, ав) 
由 (12) 式 可 知 ,= 工 处 的 斜率 为 
d> 2 E C (15) 


dri,- Еһ 
在 BCR, M =2.5PL, 由 于 BC 段 的 宽度 pw 为 常数 , BC REREH REE A 


1 
үзбей” (16) 
故 BC ВИНО Ву 
bra h? у _ 
Е[ 20 |43 = 2.5PL (іт) 
ЁГ 
d 30PL 
Ta = ТЕНГЕ = tnst. (18) 
积分 一 次 得 
dy _ 20PLz 
dr Eh h: ©? (19) 
作为 边界 条 件 , 由 对 称 性 知 ,r= 31.72 48 dy/dx = 0, ВН (198 8 
c, = PL 
3 Eb nah? 
ВЕ K, 得 
30PL | zê 45PL? 
У = P а (Ванс, (20) 
在 zx= 了 处 , 挠 度 值 由 (14) 式 和 !20) 式 给 出 , 故 得 
2,1. , ЗОРІ? 
Tr Сі. =- Eba aT A (21) 
最 后 , 令 由 (15) 式 和 (19) 式 给 出 的 r= L ЖИН, 
2861 30PL? 45р? 
2Еһ + С = Eb) Ebah? (22) 
联 立 求解 (21) 和 和 (22) 式 ,得 
. _ _ A5PL2 < 
G = Ebh? 和 C.=0 
因此 ,在 BC KE, HONDA 
| _ 33 75PL? 
Утах | r= TT Eb nh? 


41923 FEBRER, 当 它 挠 曲 时 与 一 刚性 圆柱 表 
面 保持 接触 。 该 梁 在 A 点 处 的 切线 是 水 平 
的 ,如 图 9-26 所 示 。 求 在 力 P 作用 下 自由 
ЖЕН. 
М EF 如 果 在 4 点 县 臂 梁 的 曲率 小 于 刚性 圆柱 


EHRE MERRIE A 点 接触 赔 柱 表面 , H 
度 可 由 题 9.2 准确 求 得 。 由 题 9.1 可 知 ,在 4 点 
处 , 梁 的 曲率 为 


1 M РІ 


0 El Е] ІҢ 9-26 


I 
I 
i 
i 
j. 
; 
! 
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此 曲 闪 一 定 小 于 刚性 圆柱 表面 的 曲率 1/R，, 
然而 ,如 果 17R = PL/EI ,那么 梁 就 与 A 点 右 侧 的 圆柱 崇 面 接触 。 我 们 用 P* 表示 由 P* = 


ЕКІН 3 PIR BIS. XL T P> PU, EI 


面 的 曲率 1/R 等 于 庚 的 曲率 , 即 Pr EL=1/R, BERI += Er/ PR , 
TE, Ан B ИЕНІ F #| 8 Ка 


1. АА 点 的 切线 到 C ДІН, НІН 0, 表示 。 可 由 下 列 关 系 式 求 得 


近似 地 ， 


(R +à)2 = R2 + (L — r)° 


(L =} 


б4- 7R 


2. 把 长 度 为 z ИНЕ, Е е2, АЕ 


З. ЕСЕР ВИНЕ, 为 


І, AR E H Ну ЫЖ, 为. 


3, 2 Pe’ (Er: 
22 ЗЕТ 3P2R3 


a| = zk - Er, EI) 


R рк?\ PR 
ҮЗ ЕУ 
ü = 8+ + dy = Д - АНА 


区 眉 AC 3825 kE k RB th. B. C 点 处 刚性 表 


题 9.24 —IRiIn as H|] EE ЧЕ МЖ ЖӘЕ, 并 在 交接 面 粘 结 在 .起 , 通常 这 种 构 
件 采 用 悬臂 漆 的 计算 模型 ,如 图 9-27 所 示 。 若 用 E, 和 F, 表示 两 种 材料 的 杨 氏 模 
E, o, 和 sz 表示 两 种 材料 的 线 脱 胀 系 数 , 每 种 材料 的 厚度 均 为 &。 求 由 于 温度 升 高 


ТЗВ Ж pR P be PE ç 


图 9-27 


图 9-28 


Ң EF 令 6 表示 构件 的 宽度 。 按 照 题 8.1, 假设 变形 前 的 平 截面 变形 后 仍 保持 平面 。 由 于 沿 梁 
长 没有 外 方 作用 , 所 以 作用 在 每 一 条 据 模 截面 上 的 法 向 合力 下 的 数值 必须 相等 。 这 样 ,图 9.28 可 
以 代表 沿 梁 长 任意 横 截 面 分 离 体 的 简 图 。 

上 部 条 块 下 层 纤 维 的 法 向 应 变 可 由 下 列 各 项 之 和 或 得 ;(a) 由 法 向 力 引 起 的 应 变 F/E bh; 
(b} 由 于 弯曲 引起 的 应 变 , 由 题 8.1 知 此 项 应 变 为 МАСА/2)/Е 1: (oh TARAA IEKE, 


其 大 小 如 第 1 章 提 到 的 为 "1T, 这 些 应 变 之 和 一 定 等 于 下 部 条 抉 上 层 纤维 的 应 变 , 所 以 有 
=F _ M (A /2) жет 
2 


EL 


E, bh 
ЕН, 接触 面 的 昌 率 也 一 定 相等 , 故 由 题 9,1, 可 知 两 条 块 曲率 各 为 


因为 R i= R.. f 


由 静 力 学 ,显然 应 有 


由 此 解 得 


(ККА (1), 8 


Ms 


Ma (hi2) $ 


l+ (E,/E;)' 


Er mf kb El 


4 МА 1. М 
КІ ЕШ R, Ei 
E 
Ma = (2) ma 
Ma + Мь = ҒА 
Eh FR 


MA 


= 1 + (Ea/E) 


{1) 


(2) 


{3) 


(4) 


(5) 


Rü 9.25 


оон Е 


+ 189 + 


F (аз а) ThE ЕЕ + E?) (6) 
Е Е? + Е2 + ЦЕ, Е, 
由 (5) 式 得 
m, = (ez 一 ma) Thh EE, (7) 


Е? + E} + 14Е,Е, 
现在 可 以 运用 古 9,23 MASAA IL ВО ЕЕ ВАА СОНИКА 9.1050, ЕГЕУ ІҢ ДІ 
В, S WE t Т), ВЕНА Bh BJ ЕНЕ e 可 表示 为 
L? 
8 = = (8) 


将 (2) 式 代入 得 


然后 由 (7) 式 ,得 
б(а; = а) TE E; L° 


г 


Т АСЕ? + E} + МЕЕ,) 

AWURE ЖЕ, 其 初始 构 形 可 由 关系 式 yo = Ke 描述 , 梁 在 原点 处 刚性 国 
x, 并且 在 末端 受 一 集中 力作 用 , 如 图 9.20 所 示 。 随 着 力 P ИННА, ЖЕНТ 
曲 且 固定 端 附 近 的 部 分 区 段 将 与 刚性 水 平面 接触 。 求 梁 与 水 平面 接触 区 筑 的 长 度 ， 
以 及 水 平面 到 梁 末 端的 垂直 距离 。 


图 9-29 图 9-30 


S ЕР 如 的 初始 曲率 可 由 表达 式 yo = Kz? 确定 , АТСА X Eb b ESEESE 
很 容易 求 得 为 ET(d?yoydr2)=6EIKz, 其 中 x КОРТНЕВ CE c p. ЖӘНШЕЗТЕН 
力 对 于 接触 点 的 力 定 , 即 Pfa - =), б 


GEIKr = Р(а - х), 得 r= Б 

ПНВ E Н, 所 以 在 固定 端 O 和 接触 末端 点 及 之 间 梁 与 刚性 水 平面 间 无 法 
向 力 , 梁 在 O 和 A 之 间 是 平 的 ,因此 指 曲 后 梁 的 分 离 体 简 图 如 图 9.30 所 示 。 静 力学 方程 即 关于 
A 点 的 力矩 平衡 方程 表明 固 支 端 有 一 个 数值 等 于 6EIK 的 向 下 集中 力 。 为 保持 铅 直 向 平衡 , ЕЕ 
ККА 有 集中 反 力 作用 在 雏 上 。 

现在 , 求 A 点 在 侧 部 分 的 挑 曲 线 方 程 。 题 9.1， (SARA, РЕНАН M 与 曲率 Фу/ 
dz? 成 正比 ， 然而 本 题 中 由 于 梁 初 始 时 不 是 直 的 ,所 以 必须 修正 题 9.1(5) 式 为 查 失 M 与 曲率 的 变 
EREE. A 点 右 侧 部 分 梁 的 欧 拉 - 怕 努 利 方 程 为 
| Ëy 

dz? 

式 中 引入 一 个 新 坐标 =, 这 个 坐标 沿 z 轴 方 向 但 原点 在 4 点 。 指 出 如 下 -点 是 很 重要 的 , 随 着 梁 
的 挠 曲 ,曲率 由 原始 值 不 断 减 少 ;因此 等 式 左 端 插 导 内 的 数 信 是正 的 ,因而 右 闪 必须 写作 下 的， 这 
一 点 与 以 前 的 符号 规则 , BD PJ F 08 Ji Pe tE ЗНТУ, 因为 以 前 的 规则 是 适用 于 直 梁 的 。 如 
ЖКА ЕГ ух?) <бЕІКт, WERTH 


Ф 
EI = 6EIK| Б Tart :|- РЬ + Px 


Ф | 
— = Píb- 
| (9- z) 


| 
| 
x 
| 


ee 


маю oroia 


4190. Фо ЖИЕН, АҢНЫҢ 


积分 两 边 并 引入 边界 条 件 :在 *=0 处 ,y=dyrdz=0, 可 得 所 要 求 的 挠 度 为 


EI _ —36(ElKa )° 
Y] u, (P + 6EIK) 


题 9.26 如 图 9.31 所 示 深 АВС. AB 段 的 弯曲 刚度 为 3EI, BC 段 的 弯曲 刚度 为 FI, ЛЕ A 
RT, B 处 为 深 动 支 座 ,自由 端 受 弯 算 Mo 作用 。 求 C 点 的 铅 直 抄 度 。 
MO EF ARRERA zv. 其 中 > 表示 AB 或 BC 段 内 的 横 截 面 。 首 先 必 须 由 静 力 学 确定 约 
ЖЕ 


SIM = - M. + Ral = 0, Ra = MolL(y) 


> TF, =- Ва + Ra = 0, Ra = Мо L(+) 
АВ 段 挠 曲 梁 的 微分 方程 为 


4 
ЗЕТ 2; = Rar (0 < z< L) 
E 


R, Rs 
图 9-31 
积分 一 次 ,得 
3E1 2 =- RA + C, (1) 
再 积分 
3Ely = ÑA са жс, (2) 


第 一 个 边界 条 件 :<=0 处 ,yy=10。 代入 (2) 式 ,有 C=0 
第 二 个 边界 条 件 :z = 上 处 ,y=0。 并 运用 Ra = M,/L 有 


3 
0=- М OLEG 
因此 
с, = мы. 
然后 , 写 出 ВС ВЕНГЕ, 
中 ， 
ЕЈ = =- Rar + Ra(z — L) ((L < z< (L + C)) 
-- Mor Ma 
L + T - Кы. 
-- Ма 
此 结果 也 可 以 通过 BC BERR ЖИЕН AREA, 积分 上 式 ,得 
d 
ЕІ 22 =- Мух + С, (3) 
再 积分 - -次 得 
2 
Ely =- М.5-% Cyr + C, (4) 
第 三 个 边界 条 件 :(4) 式 中 了 = 工 处 ,y=0。 由 (4) 式 ,有 
p Mol? 


2 5 GL +C, (5) 


题 9,27 


题 9.28 


题 9.29 
H 9.30 


9.10 -) 题 


4191: 


第 四 边界 条 件 :z= 工 处 由 (1) 式 和 (3) 式 给 出 的 斜率 dy/dx 必须 相等 ,由 此 得 
і (ғыз ML] 1 
| Зр j: ЕН 

解 (6) 式 ,得 Сз, 解 (5) 式 ,得 Cs, 有 
Сз = 8M.L 9, Ca =- 7M.L2/18 


- Mal- + C3] (6) 


Pd k, 38 fy Ps ОТ ЖЕДІ 


3Ely = ~ 0,2 + Маш, (0 < z < L) (7) 
Ely =- 38,2 + 8 ма - мил (L< X<(L +) (8) 
мх (L+ ce) 时 ,可 由 (8) 式 得 到 待 求 的 С НЕЕ, 
Myf G = су? Morf L 
Бает В а ое таа] (| (9 
9.10 3 题 


一 悬臂 粱 载荷 如 题 9.2 所 示 , 由 铁合金 做 成 , E = 105 GPa 载荷 P 为 20 ЕЧ, KE L=4m PRR 
面 的 惯性 矩 为 104 x 10 mm4。 求 梁 的 最 大 挠 度 值 。( 符 案 ; - 39 mm) 

考虑 载荷 如 题 9.2 所 示 的 简 支 梁 。 梁 长 为 20 it, a = 15 ft, Ri P = 1000 Ibt, 惯 性 柜 了 =150 nt, HÑ 
定 梁 中 点 处 的 措 度 。 取 玉 = 30x 10 [bf/im?。( 答 案 : -0.044 in) 

参考 图 9-32, 试 求 受 图 示 力 惕 Mi 单独 作用 时 县 兽 梁 任意 点 处 的 挠 度 。 (答案 :Ely= - M z2/2), 

59.29 ЕРГЕН ЕНЕ СЕ Er P 5 in 的 圆 形 截 面 ,长 度 为 10 tr; 12 S E Е = 30 x 105 Ibf/in2, 
TE Fi 221838 5000 Ibf- fr. Ж ЕДГ. CER. -0.469 in) 


图 9-32 E] 9-33 


SHA 9-3, ВЕЖЕ ЕО ЛІЕШНЕН. ЖЕНУ. 


CER: Еіу-- or t ша шг 
ЖЕТЕР AMRAN. ІНІН 9.34 Ел. ЖЕН 由 请 的 挠 度 值 。 


(答案 ;Ely | .0 = -0.0738500L4) 


fi ) 
Ë q = qo sin ZE 


ww 


图 9-34 图 9.35 


是 9.33 ERRER 9-35 所 示 抛 物 线 分 布 载荷 作用 ， 试 求 掩 曲线 方程 及 其 自由 端的 找 度 。 


_— _ 16 wo 8 56 
(答案 :ETy = 9451122 t аа -sol ЕЕ 二 


56 
945 


+ 192 + Жән MERE: АЯНЫ 


9.34 В 9-33 Ал, ЕНЕ НО 50 mm Х75 mm 的 矩形 ,长 度 为 1m, 且 为 铝 材 , 已 =65 ОРА, Ж 
最 大 挠 度 不 超过 5 mm, 最 大 应 力 不 超过 50 MPa, 求 最 太 许 可 载荷 集 谨 。( 管 案 : w=14.1 kN/m) 
题 9.35 参考 图 9-36, 漳 支 梁 承受 均匀 变化 的 分 布 载荷 。 试 求 其 找 曲 线 方程 。 


wl z? z? TL2z 
( 管 案 :Ely= O oL 18 dao” 


ES 9.36 ЖЕ 9-37 ЛГЕН Р ЕНЕВИЕНИН ТЕ. (答案 :Ely= -Ela ry Dal, Ва. 


2 к! 
O<r<a), Ely= - PE r+ PR ( < r< L) 


2 


Æ 9-36 图 9-37 


19.37 对 图 9-37 WRABER, 2 P= 5 kN,a =2 m, b = 1 m PRAE E = 200 GPa 梁 截 面 为 边 长 为 
150 mm 的 等 边 三 角形 { 关 于 坚 直 轴 对 称 )}。 求 梁 的 最 大 挠 度 。( 答 案 ; ~ 12.8 mm) 
9.38 БИ 9-38 所 示 , 在 右 半 部 分 BC 区 段 受 均 布 荷载 ww 的 作用 。 求 挠 曲线 方程 。( 答 案 , Еу = 


жі? _ 326 L ?ri 


L 2201-2)“ _ IwL’r O 1SuL' ¿L 
12 16 (0<:< 5), Ely= 24 48 1 384 CETEL), Аа, = 


Al, wlt 
384 Еі )) 


Bi 9-38 


9.39 REIER, 受 均 布 载荷 w 的 作用 ,如 图 9-39 В. нае. {在 支 座 水 平 位 置 处 选取 


坐标 轴 ){ 答 案 : 
_ wrt шіт шігбі, ма wal’ lajf L 2 
Ely =— 13 t 48 md ae e ЕГЕН! (0< zr <a) 
сқ шәлі шї, (z — а}? whix wlrf L jz 
ЕЗИ тас” (%-.| 


wa wal? we | L -中 


24 48 十 4 (a < z < (a + b)) 


9.10 2) ЕЛ 


Шо REIR ЖӘНЗНЖЕЗИЕН ta E] 9-40 所 示 。 求 梁 中 点 相对 EKERN ERNA 
нн, gpg ma (L C 2a) ( 支 座 水 平 线 以 上 )) 


16EI 
题 9.41 XF TE 9.40 Fr y K BU SP RE ARTEK w w 
ы IL Зил“ 
АТНА, (Ежен - ы (BE | 
水 平 线 以 下 ) - 
题 9.42 外 伸 梁 如 图 9-41 所 示 , 受 均 布 荷载 和 集中 力 的 共 问 L j 
ERRELE À НЕЕ. 1 
сөж 20970, Eap ша? уд рар) 图 9-40 


3EI 4ET BEI 
题 9.43 FE 9.42 ТАЕКЕ HKE L Du K TIK AB BS D, WRAAE, EEA y. КА 


线 方程 。 
2 
(答案 ;y= = í (z3+2L2 -312=ғ)) 
i P 
A ; : р \ 
图 9-41 ЕҢ 9-42 


题 9.44 对 于 题 9.17 中 的 外 伸 梁 ,考虑 均 布 载荷 120 lbf/ft, a =3 ft, b = 12 fr, E = 30 x 10° Ibí/in2, ЖЕН 
Зіп х din 的 矩形 。 求 梁 的 最 大 效 诬 值 。( 答 案 : 在 =110.4 记 处 ,为 -0.10 m) 

题 9.45 EER, 俯视 图 [( 见 图 9-43(a) ) 为 三 角形 , 梁 厚 为 常数 ,向 视 如 图 9-43(b)。 求 由 于 项 点 作用 集 
中 力 尸 而 可 起 该 点 处 的 挠 度 ( 怨 略 梁 的 自重 )。( 答 案 :y| -= 一 6PL3AEBR3) 


图 9-43 


题 9.46 — У, 俯视 图 如 图 9-44(a) 所 示 , 厚度 为 常数 А, ME 9- 44(b) 所 示 , 求 梁 在 端点 受 集中 力 P fE 


Z= -1) 


= 


(а) 


(b) 


H 9-44 


.193- 


194- 


BOR BEERE. RAE 


уп LPL!” 
павета Cam pes a), (AR y= |- 16Р 2) р?н +16881) 


| ААШ 


77 
241,3 


жала)! 8) 
Е 9.47 ШЕ 9-45 所 示 , КЕ ЖАНТ Тоо 的 作用 , 梁 的 宽度 5 为 常数 。 梁 截面 高 度 的 
变化 要 使 二 下 表面 的 所 有 外 层 纤维 具有 相同 的 法 向 应 力 соо 求 梁 截面 高 度 关于 > 的 函数 htx) 及 


RARE. (答案 :5 


y 


Fi 2.2 
r) = айна = 二 ,yw -0.0178 


E 9-45 


ЕЛГЕ КЕЛІНІ ян 
数 。 攀 形体 的 中 面 位 于 水 平面 ez 平面 内 。 求 梁 由 
于 自重 引 老 的 尖端 邱 度 。( 比 重 为 y) (答案 y [202 
- yL" Еһ?) 

949 ARTER OEE IA T, 其 几何 轴线 在 水 平面 内 
ЖЕН L, 如 图 9-47 所 示 。 在 圆柱 体 的 顶部 放 兽 一 村 
ШИ E AR, PARAE PIEN., ФӘН 
后 ( 妃 线 ) 与 每 个 贺 柱 体 在 标示 的 A 点 相 切 。 试 求 表 


2 = РІ? _ PLR 
RRE AWAR, (答案 :9= 101 ағ» 


ТИГЕЛІ 


第 10 章 RER. T 


第 9 章 通过 对 二 阶 欧 拉 - 伯 努 利 方程 的 直接 积分 来 求爱 横 癌 力作 用 梁 的 弹性 挠 度 。 正 如 
我 们 所 看 到 的 ,这 种 方法 虽然 直接 ,但 是 即使 对 于 失 对 较 简 单 的 于 泥 , 计算 过 程 也 可 能 会 变 得 
很 见长 。 

基于 第 6 章 介绍 的 奇异 函数 法 的 应 用 , 有 一 种 更 有 效 的 方法 , 这 种 方法 直接 .而且 适用 于 
受 集中 力 、 力 偶 和 分 布 力 等 载荷 任意 组 合 的 梁 。 对 千 该 方法 ,唯一 要 记 住 的 一 点 就 是 第 6 章 所 
给 出 的 奇异 函数 的 定义 : 即 若 zx<e, 则 直人 z -ay 等 于 0; 若 了 >a, 则 (zz ~a) 等 于 (x 一 a)。 

运用 奇异 范 数 法 求 肖 的 后 度 有 几 种 方法 , 可 能 最 简单 的 一 种 就 是 运用 第 6 章 的 方法 ,该 方 
法 把 弯 冠 写成 用 奇异 函数 表示 的 . 沿 梁 全 长 都 适用 的 凌 矩 方程 ,对 该 方程 两 次 积分 得 到 含 两 个 
积分 常数 的 措 曲 线 方程 ,这 两 个 积分 常数 必须 根据 边界 条 件 来 确定 。 按 第 6 НЕЗ EPS 
数 积分 可 直接 计算 ,并 且 与 简单 的 策 函 数 是 一 致 的。 因此 ,这 种 方法 更 为 直接 ,而 月 避免 了 如 
同 第 9 章 中 双 积 分 例题 对 每 段 梁 (载荷 之 间 ) 求 解 两 个 积分 常数 的 问题 。 

更 重要 的 是 , 奇异 函数 法 直接 导出 一 种 求 梁 找 度 的 计算 机 方法 ,如题 10.16 , 题 10.17 和 
BR 10.18, 


10.1 Я 题 


题 10.1 悬臂 粱 承受 如 图 10-1 所 示 的 载荷 作用 ,试用 奇异 函数 法 求 其 挠 曲线 方程 。 


Ж cm 对 此 例 可 不 必 求 解 固定 端 C 处 的 约束 到 力 ,由 第 6 章 的 方法 , 我 们 可 得 全 庚 的 得 矩 方程 


为 
M =- Р(х) - 2P (z - 1,34)! (1) 
此 处 尖 括 号 的 意义 与 第 6 章 Pi20 的 “奇异 函数 "一 节 给 出 的 意义 相同 。 因 此 , 梁 的 挠 曲线 微 
分 方程 为 
ау 
ЕІ 5 -- Piz) -2Ptr - 1/4)! (2) 
积分 一 次 ,得 


d 2 _ 2 
к. pA 2p cD. C 


AP Ci 为 积分 常数 ,再 积分 一 次 得 
А3 
Ely =- Р ш -2P АКИБ, са) + C; 
AF C 为 另 一 -积分 常数 。 这 两 个 常数 由 达 界 条 件 确 定 ， 
(a) 在 z= 工 处 ,dyrdz = 因此 由 (3) 臣 得 


1 (3) 


(4) 


+ 196 + 


Басов ДНА ДЕЛЕ, Ay Fr Pg Sk TE 


EG 10.2 


рі? 21. 2 
o ml +o 
(HE r= 1 й, у= 0, (АУЫН 
PL? PiaL 
0=- Eg - zl 4 | + C L + С; 
联 立 求 解 (5) 和 16} 式 ,得 到 
C, = Шы, Сік 145 p3 


因此 ,所 要 求 的 撞 曲 线 方程 为 


3 
Ely =- Ë ЕЕ Ez- г) + PL) Мрз 


例如 , 由 (8) 式 得 到 В 点 , 即 z= 于 处 的 挠 度 ， 
L: 


P 3 17 ИГА 145 
Ely |, -rm = P/L) -0+ 10Р, 2) - 192E 
即 
94.SPL2 0.492 PL" 
yl, Ln =- 192E] 或 El 


(5) 


42 


(7) 


(8) 


WE 10-2 RRR R, 在 右 半 部 分 受 均 布 载荷 w 作用 , B 点 处 作用 一 集中 力 偶 


wL?/2 。 试 用 奇异 函数 法 求 梁 的 挠 曲线 方程 。 


Ж ағ 首先 ,必须 由 静 力 学 求 梁 A 点 处 的 支 座 约 束 反 力 -前 力 和 力 偶 。 由 静 力 学 知 


Ум, = mM) 


2 
Ma = L 
EF, = Ra- wl = | = 0, R, = L, 


тА RTL SE HIS K PE 


LV 
M= ші. (zy! _ TaLi ayoa ы 0. - 2 - (2 - гу 6-2) 


这 里 ,奇异 函数 的 定义 同 第 6 章 , ИННИ 


L vl 
dy ош 7012 wl? LA" 14 (2-5) 
Е аз 2 0 в (+ (а-?) (=) 2 
积分 一 次 ,有 
L 3 
dy _ wh {z}? 7wL? L? 1,1! (= - 2) 
на, 2 277 8 G) 50.) - 2 1—2. 
ВЕ. = 0 АК, dy/dx =0, 代 入 {3) 式 ,得 C1=0 
再 积分 一 次 ,得 


1,12 Же 
wL (r)? 72 (r)? Lê (z _ 2) (= 7 %) 
人 
第 二 个 边界 条 作为 .z= 0 处 ,y=0, RAR, 19 С,=0 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


ЕЙ 10.3 


пі” Е 4197. 
RH, PT SE KB) МЕН А ТЕЛ 
Biy = Metot a s T) Chí 2). Б 
НЕНЕ НЕЛЕР 
ШЕ e lal А. 
ЕН 


| _ 11351,“ 
2-67 ЗЕ 


FE- ALR, ERREPARA Т, 如 图 10-3 所 示 , 试用 奇异 函数 法 求 梁 的 
挠 曲线 。 
解 кы 由 及 力学 知 约束 反 力 为 


R, = zL- Б?) 


к, = wp 一 TA 一 6?) 
沿 梁 长 任意 点 x ДВОЕ у 


М = Rila) - а а-а (1) 


注意 ,对 于 人 于 == a НИЯ z 值 ,四 有 右 式 最 后 一 
项 去 抵消 由 


ІҢ 10-3 
wg 
ЖСБ 
FRE a J ti up] , 因此 
2 
кі dy = М = Е, (=) ery? 
ағ 2 (2) 
+ 5042 - а)? 
Eik, E 
Er Ең ауз Әң, пус (3) 
了 4т 2 ж 6 6 Ж а 1 
再 积分 一 次 , 得 到 
Ely = 0 (4) 
HARFER, E r= 0ML kh, y=0, X#E СІН C,, B (4): 
、_ mol) wob wb, a 
C= T aL 0-00) 
С; =Ü 
Е: Е 
Ely = Тр (L? br)? Қау ШҚ, ayt 
1 |- woh? wbt ate | ) (5) 
| 24 24L * 12 J] 
10.4 考虑 图 10-4 ЖЕМЕ, НАНЫ ЕН. 
R, a А Р 
— 
R; 


| 


L MANEIRA јат Ly EAE PE T o GA TT 


-19% - 


31038 ЖИЫНЫН ЗАА 


ЯЙ 10.5 


Ң ғ УЯН НБУ Ri- Pb/a, R. PIl+ (6/a)], WA 10-5 所 示 。 沿 梁 全 


长 任意 点 处 > ВЕ 39 


М(х) = - Ritr}! + Raia- а)! 


因此 


2 
sr = M =- Ri (a)? + Role = a) 
a 


由 此 得 


Ely = 一 Bar + Rae - а) + O Ir + G; 
边界 条 件 ;x =O fl z =a 处 ,y= 人 0; 由 这 些 条 件 ,根据 (4) 式 得 CI 和 Cy 


_ Pab 


C, 6 ' 


因此 挑 曲线 方 得 为 . 
ED =- аз» Б 6.) G - 23 + Pebe 


R R 
- SHar + Ж - ay + Ü, 


8% 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 
试用 奇异 函数 法 


如 图 10-6 АНЕ, 承受 三 角形 分 布 载荷 和 力 偶 的 共同 作用 。 
求 该 梁 的 挠 曲线 方程 。 
y 
Æ 10-6 
解 ” 首先 运用 静 力 学 求 A 点 的 约束 芭 力 ,要 使 梁 不 绕 4 点 旋转 , 必须 要 有 坚 向 前 力 Ra 和 
Н Ma。 由 静 力 学 可 知 
Ум, = М, ші: - FL) 
因此 
MA те ТАТЫ 
ХЕ, = Ra- 
At 
y 
Wor 
21. 
š П 
es 


10.1 fl ЕҢ 199. 


ЕЖУ Н А, RIA Ea AEH, ЕЛМЕН E A НА: 
ӨНЕ Мас sen(zr7/ 了 ) ,合力 (图 І0-Ф ЕКЫ 


5 2 
W 


2 T “өзі 
作用 点 在 距 A 为 2r73 hh. ЖЕ, н ЕЛІНЕ ЕШ НЕ 0 
21 ар _ 20027 
ааг) RL 


APIA S 5k IN АЙРА) EATE, 
由 所 有 的 外 力 , 即 МА, Ra 和 三 角形 分 布 载荷 , S RATELE там ЕУ 
М-- ае ұза жоі. шол? r ы wgl? (a с үр 


ж = 


6 2 2, 3 2 4 
内 此 粱 的 挠 曲线 微分 方程 为 
da 
ИТЕ сеге а (= 42) (2) 
积分 -- 次 ,得 
2 woL z? wart wL? кке 
Ее адастық жасата 9 (z а (3) 


第 一 个 边界 条 件 : 在 x 0 处 ,dy/dz = 0, HERAS C =0。 再 积分 一 次 ,得 


第 一 个 边界 条 件 : 在 z=0 处 ,y= 人 0; 代 入 (用 式 ,得 Ca=0, 这 样 , 梁 的 挠 曲线 方程 为 
由 (5) 式 得 和 白 由 端 x = L. 处 的 拨 度 为 
кі», = ~ 0.326w0L4 
ЖІ 10.6 如 图 10-8 所 示 , 双 端 外 伸 梁 , В.С 处 为 简 支 , 且 受 三 角形 分 布 载荷 作用 。 试 用 奇异 
函数 法 求 梁 的 捷 曲 线 方程 。 


图 10-8 


М EF 为 了 确定 点 日 和 处 的 竖 向 约束 反 力 ,把 所 有 分 布 力 用 作用 于 三 角形 重心 的 合力 来 
КИ. АЛХАВ НШ КВН wo/2 SELLER E L, BI 01.72, ЖЕ ЭВ 
А 29 21./3 处 ,如 图 10-8 К Р, Ер атрад 


Хм е3), 


因此 , 可 解 出 
_ БЕЗГІҢ 


Re 12 


SF, = Ra + 2220: _ wal = 0 


- 200 - яша ЖҰМАНЫ. yes EB: 


wal- 


12 
EERS 4 Мә БИМЕН ЛАНЫ ТІНЕН, 3 Eka W A IA АЕ, % 
EKTRE H z НИР САТИ, ХЫ НАЛЫ 10-9 ERRER, Ж 


Rua 一 


г E 


2 7 90177 
F: A G hfl 2.73 ЯБ. ЖЫ, МЕН ЕТЕТІНІ ІН 98 у 


这 : 下 war? 
E 或 


тоор 3 КІЯ 


РА SER Е В o S rh А Er ЫШ, НІ Fi ipe ENSE, 


一 一 


s 4 


410-9 


wa Wo (x/L) 


由 所 有 作用 力 { 包 括 友 力 ) 引 起 的 任意 点 x 处 的 柯 矩 用 奇异 函数 表示 为 


БЕСИК _ LA! Sua зл! i 
M=- er + 12 (a 41575 (z 2) (1) ! 
ІН, 850336 dh АУГА | 
dy ТАҒЫ wah f Li! Swal 3514! 
Еа ртр е4) + 12 (85%) (2) : 
积分 一 边 ,得 | 
dy Wo y wL с 12 Swot 314? ` = 
BI g зА од e 4) t 24 (z +) +C (3) š 
再 积分 .次 ,得 
wo, s wol 1525 МАЗ, . š 
Ely -- пор“ + CEE - 4) + зу (2 _ 5%) + Сіз С; (4) ; 
边界 条 件 ,在 一 1/4 处 ,y=0, 代 入 (4) 式 ,有 А 
І 
o W LS a L , Ч 
0 = Or) +C, + G; (5) ， 
ӘЛЕ r=3L/4 у= D, ФА (4), H И 
шо [3L3) зр? 3L : 
ra (6) : 
联 立 解 (5) 式 和 (6) 式 , 得 
Сі = 0.000466613 i 
С) --іһ1001085ш,,1.5 | 
ВВ ВН АУ 
: wo 5 АТА . Ин 3 Swak? 3L 3 
Ely =- торур) + 22 (= 4) “7% (С +) 
+ 0.0004666 1.22 - 0.00010850,1,* (7) 


ЁЙ 10.7 在 题 10.6 中 ,截面 为 W203 x 40 工 字 钢 .长 度 为 了 -4 m 的 粱 受 二 角形 分 布 栽 荷 作 
用 , 最 大 集 度 za = 80 kN/m, 惯性 矩 [= 39x 10 mm’, 6 D 点 的 挠 度 。 
М u= 运用 题 10.6 中 的 (7) 式 ,有 


ЕСТУІМ wab РЭА 3 бөлі / Aš 
ЕПУ =- 20 + 95 (%9 + 72 (2) 


+ 8.0004666 ж1.4 – 0.0001085ша 1,4 


10.1 #j 题 


“20l 


= – .001031 wal’ 


0.001031 wal 
Yl 7T E! 


_ (0.001031) (80, 000 М/т)(4т)* 
(200 x 10° N/m°) (39 x 1078 m) 


= - 0.0027 т sk -2.7 mm 


题 10.8 图 10.10 所 示 的 外 储 梁 AD, 在 A 和 C MIBE, 从 B S| D 承受 分 布 载荷 作 用 D 
处 受 图 示 的 力 偶 作用 。 试 用 奇异 函数 法 求 梁 的 挠 曲线 方程 


ас 
9 


ІҢ 10-10 


М ғ 假设 A 和 CC 处 的 约束 反 力 为 RRRe 如 图 示 。 由 两 个 静 力 学 平衡 方程 得 


到 


z 
Хм,- во 20) wol 2E)’ + ma = 0 (1) 
DF, = Ra + Re- wf E) 0 (2) 
可 解 出 
L L 
Ra g z ` Re iz = 


由 奇异 函数 法 写 出 如 下 形式 的 挑 曲 梁 全 长 上 的 微分 方程 


Ly? 
Py _ 1 от, 
ШЕГЕСІ 2 +72 (=) 


АТА ЯЕ Н, ТЕ ЕА ЖЕЛ (1) (2) ЁН, 积分 一 次 , 得 


woL (zy! - (3) 


E 2% 
dy ор L . íz} wo 3 1904. 3 
ЕІ 26 2 2 3 + 2 5 + C; (4) 
再 积分 -' 次 ,得 
Lys 209 
wol ¿zy Е ат. T 
Ely = 12 ` = - Б, 4 + a 3 + СІ (zy! + С; (8) 


ЖЕЛЕ z=0 А, у= 0, REAG С. = 0; г= 21/3 Ж. у= 0, (5) 48 
Сі = - 0.011574 12 


故 所 要 求 的 梁 的 挠 曲线 方程 为 
L: 3 
Ely = 0 (6) 


ШІ 10.9 ЖҮЙ 10.8 PH Ж 39 T S SLR Ñ l W203 x 51( 由 第 8 章 的 表 8-2, ЕМЕ 
I=52.5x10° па, KEX 6 m + BD 段 受 集 度 为 22 kN/m МУЕН, RB 
点 的 搁 度 。 


Қ EF 由 挠 曲线 的 一 般 方程 , 即 题 10.8 PEOR, Е x = L/3 处 的 措 度 表达 式 


шаі, L? 2 
ЕУІ аа 0.5 -0+0- 0.0157ш2(1) = - 0.002828 L. 


代入 得 有 关 数 据 


-202 ' жне ЕЛАН, латы 


(22,000 Wm m) І мал _ 0.01157| 22,000 NJ (6 mi| £m) 


| m 


Yle AT (200 x 10° N/m?)(52.5 x 10 ° m£) 
—-7,6&Rx 10 m 或 27.68 mm 
110.10 ЕНЖАР ZIEM W M ,/3 作用 ,如 图 10-11 所 示 , 运 用 奇异 函数 法 求 梁 的 按 
曲线 方程 。 


МІ 10-51 


Ж кв EBR MTRT, A 点 必须 有 -个 约束 力 个 Ma 还 可 能 有 -个 约束 前 力 Ra H Ë 


HYEN 8 
УМА = Ma- M, + М,/3-0, Ë Ma = 2M /3 
У\Е, = RA = 0 
在 任意 z ФЕИ у 
0 n 
oo өз 
二 此 潜 的 挠 曲线 微分 方程 为 
d 2 ，， LY M Зд» 
本 Mr м) - q (r 1) (2) 
和 分 :次 ,得 
d 
ЕІ 52 = 5м.) + M (2 E -e ae (3) 


第 一 个 边界 条 件 : 在 z=0 处 ,dyAdr=f。 A C 0. ЫН -人 次 ,得 
2 42 M, 142 М 31. 
Eb = - $M Ы, (2. 4) - (= - r 
第 二 个 边界 条 件 : 在 r=0 4t, у= 0, ІНЕ C,=0, 
最 后 . 梁 的 措 曲 线 微分 方程 淤 
Міх)? А ДЕ _ Ly? “la Уа)? 


у + C, (4) 


Ely = 3 P 4 6 i (5) 


Ж 10.11 题 10-10 中 的 县 辟 梁 ,由 工 字 型 钢 W254 x 31 制 成 , 长度 为 2 m, EDME 
I=44.1X10 ° mt, # D 点 的 找 度 为 3 mm, АЖЕ Mis 
Ш EF 对 于 = 工 处 的 挠 麻 , 运用 题 10.10 中 的 (5) 式 ,并 化 简 后 , t: 


МІ? 
Ез! , 二 一 T. 


代入 已 知 的 数值 ,得 D ВЕУ 


MG m) = 0.0 
(16)(200 х 10° N/m?) (44.1 х 10 sm) © 0:993 m 


ylas, 
可 解 出 
Mi = 106 KN :mm 
Rü 10.12 如 网 10-12 所 示 外 伸 梁 ,在 B SRE DEN, 同时 在 CD 区 段 承受 线性 变化 的 分 
布 载荷 作用 。 试 用 奇异 函数 法 求 梁 的 挠 曲线 方程 。 


М BF 人 根 设 4 和 (处 的 约束 芭 力 Ra Re 如 图 示 方 向 ,对 于 这 两 个 平行 力 , 写 出 两 个 更 兴 学 


10.1 酌 是 :203- 


ШЕ 10.13 


图 10-12 
方程 , 3 
21. L 2L 2 L 
Ума = wal? во 56) 5002) (2,2. L =0 (0) 
У) в = Ra-Ro- 50. 6 0 (2) 


可 解 出 , R, = 13021.79, Re = 231001. 718, 8 F 35 НУ НЕН, ОЕ ВОЗ АЕН, REAREA 
қы ВЕН ЕЛЕНЕ 


ЕП 9 = 号 woL Gl wol 2 - 3 i2 Sw (= - 2.) 
оса зы e , 
КИЕ Көн 
5 


此 处 利用 题 10.6 中 讨论 三 角形 分 布 荷载 的 方法 和 图 10-9, 可 将 CD E Et = f86 32 Sy Ti Š: E 
啊 写 作 {3)} 式 中 的 最 后 一 质 。 


积分 - -次 ,得 
dy 13 , (92 2 1 23 (x ~ > 
Еа. wol (z - ІЗ ig L — 
214+ 
w (z - 2 
а (4) 


因为 没有 关于 斜率 的 边界 条 件 ,因此 , 这 时 无 法 确定 Ci。 再 积分 次, 得 


13 (z 2 (= 5) 
2 


Ely = 18™oL 3 一 мі 


а-а Q (oy 
- жал 2-Е + C.r + C, (5) 
ПЛЯЖ, Е z=0 处 ,y=0。 由 此 据 (5) 式 得 C=0; 在 z=21/3 处， 3=0, 和 白 此 根据 (5) 式 ,得 
_ 13 803) wal? 5 21. 
o= Ba L|) - w -0- өс 2) 


可 解 出 
Сі = ~ 0.02366:01.3 
КЕ, S 00 18 fi 2 p 2 


_ 13 уз wgl’ 1\2 23 2143 
Ely = 354 Wol (7) 2 (= 7 2) 108% (= 3 ) 
5 
- 02 (= - 2) - 0.02366ж61.2т) 


如 图 10-13(a) 所 示 外 储 梁 ,应 用 奇异 函数 法 求 其 挠 曲线 方程 。 


Ж ЕР 分 离 体 图 如 图 10-13(b) 所 示 ， 由 静 力 学 平衡 方程 很 容易 求 得 约束 皮 力 只 | =225 N. 
R;= 525 N. 


用 奇异 两 数 写 出 与 图 10-13(b)} 对 应 的 栖 矩 方程 后 ， 可 有 


жаттан 


4204. 第 10 章 PHAY.: ТЕ 


} 200 N | 200 N 
| 100М-т m 
қ т а ong 4 
$ 24. Y i 


图 10-13 
2 ба 2 
ЕІ 82 = М =- 22541 + 100¢r – 1)! — Moiz 2 


т 
+ ШО = оду а) 
其 中 有 @ 标 记 的 项 用 以 抵消 > = 4m 处 右 仙 分 布 载荷 100N/im, 的 作用 是 必要 的 。 
积分 (1) 式 ,可 得 
50 


к. 225 2. 100ta с) 50060324 
dz 2 3 


3 -D+ дуз C, (2) 


Ely =- Қау a е 8, 2 Қ, ан 
+ (r+ Сик + O; (3) 
边界 条 件 : 在 z=0 和 z=4m 处 ,y=0。 将 这 些 条 件 代 入 (3) 式 去 确定 C, 和 Ca 得 到 C, = 504， 
C; = 0, 
因而 所 要 求 的 梁 的 抄 曲 线 方 程 为 
Ely =- 46200) + Dt 
+ 3254, - 4)3 + 504z (4) 


80 10.14 如 图 10-14 所 示 的 外 伸 梁 AD 在 B 处 和 处 均 为 简 支 , 4 点 处 作用 一 力 侦 M,, 外 
伸 部 分 CD 作用 有 均 布 载荷 。 求 粱 的 指 曲 线 方程 和 A ARE, 


Ж ғ 由 肚 力 学 平衡 方 程 得 约束 反 力 Rs 和 


| | Re 为 
i = WL , 
Re = BuL(l) Re = Зат) 


48 8 2 8 
(1) 
积分 一 次 得 
ДЕП КЕСТЕДЕ 1y2 91 5111250 54% 
т 2 vL т) 96 чі (2 - г) + g6wL (x - Ей = в) + C, (2) 
再 积分 一 次 ,得 
раа 78. 2143 
Eb = Tw 5 жез (= – +) 
91 3,13 地 5,44 
“ам (2 - 82] а) Ша ады (3) 


10.1 Яя 题 
1. 在 z= 上 /4 处 ,y=0, 代 入 (3) 式 ,有 
o- 20.12 040-0404C (4) 
4 16 1 4 : 
2. Ж т= 51/8 1, у= 0, 1А (3), 9 
wL’ 25.2 73 , 2713 Ба i 
Ü = 4 641 288 l 512 +0 + g Сі + С; (5) 


联 立 求解 {4} 和 和 (5) 式 , 得 
C, = – 0.183lwh?, C, = 0.02015ші,4 


对 于 所 有 z асан 
1 3 91 5 . w _ 5 4 
Ely =- 82 (a)? - gaii (2-4) + вач 1) (2-21) 
- E + 0.03015wL* (6) 


EAH r= 0 hb, A AEREA 
Ely | -0 = 0.030151,“ 
ХЕ 10.15 人 简 支 粱 承受 如 图 10-15(a) 所 示 变 化 的 分 布 载荷 作用 , 用 奇异 函数 法 求 该 梁 的 挠 曲 
线 方 程 .并 求 梁 中 点 处 的 挠 度 。 


(b) 


图 10-15 


和 解 ғЕКРЕЯНАМЖЫЛШІН 10-15(b) 所 示 , 约束 肥力 可 由 苦力 学 平衡 方程 求 得 。 
参考 题 10.6, 可 以 写 出 任意 位 置 z HESR A 


or ro wo аз, 298) Ly 
Mla) =+ 895 (a)! - Қау т (z 3. (1) 


此 处 (1) 式 中 右 端 的 第 二 项 代表 图 10-16 йа sS ОАВ 所 示 的 分 布 载荷, 为 了 去 掉 
三 角形 ABD 所 示 的 那 部 分 载荷 ,加 上 (1}) 式 右 端 的 第 三 项 ,这 样 就 只 剩 下 三 角形 ODB 所 示 的 那 


部 分 真正 的 载荷 了 。 
因此 ， 
2 
a M = 2010. М-ы 2 T(r- ыу (2) 
将 上 式 积分 一 次 ,有 | 
Е 5 = за у р 


(3) 
6L 2 
由 于 对 称 性 , 可 用 边界 条 件 为 ,在 z= 工 /2 处 ,dyrdz 
= 人 由 (3) 式 得 Cl = 5zoL37192。 再 积分 一 次 ,得 到 
所 要 求 的 , 含 积 分 常数 的 挠 曲线 。 


оа + Су 


за EY 图 10-16 
т--Е 


= meL 3 5% 
Ely= 24 (а) “gr ey 30,472! 


Е = + C; (4) 
因为 在 z=0 处 , у= 0, Т С, =0, 由 (4) 式 得 梁 中 点 撞 度 为 


4206: 


Sas ФЕР, АРРА ТЕ 


wal” 


УЗ” үдей 


10.1.1 静 定 染 一 一 计算 机 解法 


题 10.1 至 题 10.15 展示 了 用 奇异 沿 数 法 求 梁 解 找 度 的 有 效 性 ,因为 用 
0 (z <a) 
ak (z —a) (z > a) 
E X BJ Sp PE (г а) у FORTRAN ЕВР НД BE PEB w Ж, PAX 
种 方法 很 适合 使 用 计算 机 ,下 面 在 题 10.16 中 计算 机 化 的 方法 充分 地 利用 了 这 个 特点 。 
10.16 编制 FORTRAN 程序 , 计算 在 任意 是 点 处 简 支 . 受 任 意 集中 力 . 力 侦 和 分 布 力作 用 
的 等 截面 梁 上 任 一 给 定点 处 的 找 度 和 斜率。 
我 们 用 图 10-17 所 示 的 符号 术语 , 38 10-1, 


Ná 


Fih 


ñ, 
ECOORDID 


МСООЕГК1) 


ЕСООКО2 


DDCOORDII) 


DCCO0ORD2( 


ËB] 10-17 
Æ 10-1 . 
E HEEG : 
I ЭСТ PEER HE 
LEN 梁 的 长 度 
NF 集中 为 竟 数 嚼 (不 包括 支 反 户 ) 
ND ЕЛДЕ $£ hb 
NM HB) 38 it 
NUM BEBE b Ei HK ла 
RCOORDI НЕБО 作用 处 的 坐标 
RCOORD2 ERE R; 作用 处 的 坐标 
ЕСООЕТІСІ) 第 1 党 中 力作 用 处 的 坐标 
ЕМАС(Т) 第 1 集中 力 的 数值 
MCOORD( D ЖІЗДЕЛЕНДІН sb y 
MMAG(I) 第 [ 力 侦 的 数值 
DDCOORDI (1) ЖІЗІЛ НЕ НӘН t qe 
DDECOORD2 (1) 第 分布 力 右 端 作 用 处 的 坐标 
ОМАС(1) 第 I 均 布 力 的 数值 {荷载 /单位 长 ) 
一 一 一 一 一 一 一 一 一人 (和 训 / 单 位 长 ) — 


下 面 运 用 奇异 涌 数 法 编制 . 列 出 的 程序 , ЕЖ p.s BU irr 


10.1 а 207. 


Фу 
dr? 
的 数值 解法 .一 个 完整 的 程序 中 , о N Эе RE Ж, ИНТЕ A АВЕ РЕ В 
所 有 参数 ,然后 该 程序 将 打印 出 沙 梁 长 上 {NUM + 1 个 点 中 全 一 点 的 斜率 和 挠 度 
《用 合 适 的 代数 符号 表示 ) ARRAN КҮЙІ R, 的 值 。 


= M 


ордам аа Ма ТЕЛ ТУТТТҮТЕЕРТТТТІТІТІТІҮТІТІТІТІТІГІТТІТТІ 


00020 PROGRAM BEND {INPUT, OUTPUT) 

НПО ТГЕТТТТОГРЕТТҮТЕЕТТТІТІТІТІТІІТІТТТІГГТІГІТІТЕЕІІІІ 
000404 

00050% AUTHOR: KATHLEEN DERWIN 

00060% DATE : JANUARY 29,1989 

00070% 

00080% BRIEF DESCRIPTION: 

00090% THIS PROGRAM CONSIDERS THE BENDING ОР BEAMS DUE ТО CONCENTRATED 


00100% FORCES, CONCENTRATED MOMENTS, AND UNIFORMLY DISTRIBUTED LOADS, FIRST, 
00110* THE PIN REACTION FORCES ARE FOUND, AND THEN THE SLOPE AND DEFLECTION OF 
00120% THE LOADED BEAM AT VARIOUS INCREMENTS ALONG ITS LENGTH ARE DETERMINED. 
0801304 NOTE, TEIS PROGRAM WAS DEVELOPED ТО CONSIDER GENERAL LOADING, AND THE 
901107 PINS DO NOT HAVE ТО ВЕ AT THE ENDPOINTS OF THE BEAM, 

00150* 

00160% INPUT: 

001703 THE USER MUST FIRST ENTER IF USCS OP SI UNITS ARE DESIRED, THEN, 
00180% THE MOMENT OF INERTIA, YOUNG'S MODULUS, AND THE LENGTH OF THE BEAM 
00190% ARE ENTERED. FINALLY, TEE NUMBER, MAGNITUDE, AND LOCATION OF ALL 
00200% LOAD TYPES, AND THE NUMBER OF INCREMENTS TO PERFORM THE SLOPE AND 
00210% DEFLECTION CALCULATIONS ARE INPUTTED. 


00220* 
00230 ООТРЦТ: 
00240* THE PROGRAM PRINTS THE MAGNITUDE АМО SENSE OF THE TWO REACTION 


00250* FORCES, AS WELL AS THE SLOPE AND DEFLECTION АТ SUCCESSIVE INTERVALS 
00260% ALONG THE BEAM, 


00270% 

00280) VARIABLES: 

002904 E, INER, LEN --- YOUNG'S MODULUS, MOMENT ОР INERTIA, LENGTH 
00300% ОР BEAM 

00310% NUM --- NUMBER ОҒ INCREMENTS ТО DO CALCULATIONS ON 
00320% RCOORD1,RCOORD2 --- LOCATION OF THE PINS 

00330% R1,R2 --- MAGNITUDE ОҒ THE PIN REACTION FORCES 

00340% FPCOORD(I),PMAGII) --- LOCATION AND MAGNITUDE ОР СОМСЕМТВАТЕО FORCE 
00350%6 DDCOORD1(°I),DCOORD2II)—- LOCATION ОҒ DISTRIBUTED LOADS 

00360% ріМТ{І) ~ 一 一 INTENSITY ОР DISTRIBUTED LOADS 

00370* MCOORD(I),MMAG(I) —— LOCATION AND MAGNITUDE ОР MOMENTS 

00380% Dx ~-=- INCREMENTAL STEP ALONG BEAM [ LENGTH/NUM)} 
00390* VÇ1,VV2,...VV6 --- THE ‘ВВАСКЕТ TERMS' ОҒ THE SINGULARITY FNCTS 
Q0400* SLF(I),DFP(I),SLM(I), 

00410% DM(I),SLD(I),DD(I)-—-- THE SUMMING ARRAYS FOR SLOPE AND DEFLECTION 
00420% DUE TO EACH APPLIED FORCE АТ А PARTICULAR PT 
00430% SLR1,SLR2,DR1,DR2 --- THE EFFECTS OF THE REACTION FORCES АТА FOIN 
00440% SLPX,SLMXK,SLDX --- THE TOTAL SLOPE AND DEFLECTION DUE ТО BOTH 
00450% DPFPX,DNX,DDX APPLIED AND REACTIVE FORCES AT А POINT 
00460* Cl. C2 一 一 = THE CONSTANTS ОР INTEGRATION 

00470% SLI}, DLI} т-- THE FINAL SLOPE AND DEFLECTION АТ ANY РОІКТ 
00480* NF, NM, ND т-- THE NUMBER ОР CONCENTRATED FORCES [NOT 
00490* INCLUDING REACTIONS}, APPLIED MOMENTS, AND 
00500* UNIFORMLY DISTRIBUTED LOADS 

00510* FSUM,MSUM --- THE SUM OP ТНЕ FORCES AND MOMENTS, USED TO 
00520% COMPUTE THE REACTIVE FORCES 

00530% DDIST[I) LQADI—II) --- THE DISTANCE EACH DISTRIBUTED LOAD SPANS, AN 
00540% THE MAGNITUDE ОР THE RESULTING FORCE 

00550% BIG --- SIVES THE LARGEST NUMBER ОР ALL FORCE TYPES 
903601 ANS --- DENOTES IF USCS OR SI UNITS ARE DESIRED 
00580» 

005904 АХАЯЯ кА ФЕл ААА а АлАза аа тала ала алла жа ала ккалалайа нелайдана 
00600 халал ааа MAIN PROGRAM LLLLLLILLZLLLI 


0061044 44k a 44% ААҒАЛАЗЗАлА ама Алақан АН Ажал ЯАНАА КАКАНАК алал 
00620% 


00630% VARIABLE DECLARATIONS 

00640% 

00650 REAL E, INER , ГЕН, NUM , RCOORD] , RCOORD2 , FCOORD {10} РМАС (10), МСООВЮ(10 
00660 REAL MMAG(10),DCOORD1(10),DCOORD2(10),DINT(10),DX,X,XX,VVI,VV2 ) 
00670 REAL VV3,VV4,VV5,VV6 ,SLF(10),SLD[10) SLM110),DF(-10),DD(10),DM[10 
00680 REAL SLR1,SLR2,DR1,DR2,R1,R2.SLPX,SLDX,SLMX,DPX,.DDX Әні ).ри[10) 
00650 REAL Cl,C2,FSUM,MSUM,DDIST(10),LOAD(10),SL(100),D(100) 

00700 INTEGER NF,ND,NM, BIG, ANS 

00710* 

00720% INITIALIZING VARIABLES ТО ZERO 

00730%* 


00740 PCOORD(L0)=0.0 


"208: 


ісе AEWRE: ór F НЕ 


00750 FMAG(10)=0.0 

80780 MCOORD(10)=0.0 

00770 ММАС|10)ч0.0 

00280 ВСООНр1(10)-0.0 

00380 рсоовр2 (10) =0.0 

00800 DINT(10)=D.0 

00810 SLP(10)=0.0 

00820 SLD([10)=0.0 

00830 SLW([101=0,0 

060840 DF(10)=0.0 

00850 DD(10)=0,0 

00860 DMI10)=0.0 

00870 SL{100}=0.0 

00860 D(100)=0,0 

00890 SLFX=0.0 

00900 SLDX=0.0 

00910 SLMX=0.0 

00920 DFX 0.0 

00930 DDX =0.0 

00940 DMX =0,0 

00950% 

00960%жаяжа USER INPUT Айаж 

009704 

00980 РНІНТ%,!РІБАБЕ INDICATE YOUR CHOICE ОР UNITS: ' 

00990 РЕІНТ%,!1- (866: 

01000 PRINT*,'2 一 SI' 

01010 PRINT*,' ' 

01020 PRINT*, ENTER 1,2:' 

01030 READ* , ANS 

01040 ІР (АЮ8.%Ж).1) THEN 

01050 РВІМТ*, 'PLEASE INPUT ALL БАТА IN UNITS ОР POUND AND/OR ІМСЕ...' 

01060 ELSE 

01070 PRINT*, PLEASE INPUT ALL DATA IN UNITS ОР NEWTON AND/OR METER... 

01080 ENDIF 

01090* 

01100 

01110 PRINTA, ' ! 

01120 PRINT*,'ENTER THE VALUES POR E,I,LEN,HNF,ND,NM,NUN: ' 

01130 READ(*,*)E,INER,LEN,NP,ND,NM, NUM 

01140 PRINT*,' ' 

01150 PRINT* ,'ENTER THE COORDINATES OF THE ALL FORCE TYPES АВ DISTANCES' 

01160 PRINT* ,'FROM THE LEFT END ОР THE BEAM...ALSO, CONSIDER FORCES' 

01179 PRINT* , ' DIRECTED DOWNWARD, AND HOHENTS ACTING СІОСКИІБЕ AS POSITIVE 
1 FRINT*,' ' 

01190 PRINT*, ENTER THE COORDINATES ОР THE REACTION POINTS!' 

01200 ВЕАр(|%,%)ВСООВрА,ВСООВр? 

01210 IF (NF.GT.,0) THEN 

01220 PRINT* , ENTER THE COORDINATE AND MAGNITUDE ОР ALL CONCENTRATED ' 

01230 PRINT#, ' FORCES: ' 

01240 READ{*,*) (РСООЕВ(1),ЕМАС(І),Іж1,МЕ) 

01250 ENDIF 

01260 IF (NM.GT,0) THEN 

01270 PRINT* ,'ENTER THE COORDINATE AND HAGNITUDE ОҒ ALL CONCENTRATED ' 

01280 PRINT* , "МОҢЕМТЕ: ' 

01290 READ(*,*)(MCOORD(I),MMAG(I),I=1,NM) 

01300 ENDIF 

01310 IF (ND.GT.0} THEN 

01320 PRINT*,'ENTER TEE FIRST AND SECOND COORDINATE AND THEN INTENSITY ' 

01330 РВІМТЯ, 'От ALL DISTRIBUTED LOADS: ' 

01340 READ(*,#)(DCOORD1(I),DCOORD2(I),DINT(I),I=1,ND) 

01350 ENDIP 

01360% 

бізтй%аағак END USER INPUT жале 

01360% 

01390 PRINTA : 

81490, PRINT*,' THE MAGNITUDES OF THE TWO REACTIVE FORCES (LE OR NEWTONS} 

0142046381. CALCULATIONS жадаа 

01430% 

014403 

01450* CALCULATING THE MAGNITUDE AND DIR 

01430! CALCUL ECTION OP THE PIN REACTION 

01470% 

01480 FSUM=0 .0 

01490 MSUM=0 .0 

01500 DO 15 I=1,ND 

01510 DDIST(I)= DCOORD2(I) - DCOORD1(I) 

01520 LOAD(I) = DINT(I)*DDIST([I) 

01530 PSOM я LOADIT) + PSUM 
5 МБОМ =(((0.5SW%DDIST(I) + DCOORDL - * 

01550 15 TE ti {I} {1)) RCOORD1) ІСАВ(І)) + MSUM 

01560 DO 20 I = 1,NF 


01570 ЕНІМ = PSUM + FMAGIIY 


ОННАН теу онн "au слоне ыса уау 25 s—amia-— aa сад ， Я ден : 
A i Er я ñ 


et se ss, 


-oa ruas ta sss = 


01580 
01590 20 
01600 
01610 
01620 34 
01630 
01640 
01650% 
01660* 
01670* 
01680 
01690 
01700 
01710* 
01720 * 
01730* 
01740 * 
01750 
01760 
01770 
017а0 
01790 
01800 
01810 
01920 
01830 
01840 
01850 
01862 
01870 
018804 
01890% 
01900% 
019104 
01920* 
019308 
01940* 
01950% 
019604 
01970 
01980 
01990 10 


02000 
02010* 
92020% 
02030% 
02040% 
02050% 
02060 
02070 
02080* 
020904 
82100% 
02110 
92120 
02130 
02140 
02150 
02160 
02170 
02180% 
021904 
02210% 
02210% 
02220% 
02230 
02240 
02250 
02260 
02270 
02280 
02290* 
02300* 
02310* 
02320% 
02330 
02340 
02350 
02360 
92370 
02380 
02390 
02400 
91419 60 


10. Ü 题 


-209 -+ 


MSUN =((FCOORD(I) - RCOORD1L)*FMAGII}} + MEUM 
CONTINUE 
DO 30 I = LNM 
MSUM = MSUM + MMAG(I) 
CONTINUE 
R2 = -(MSUM/(RCOORD2-RCOORD1)) 
Rl = -(РЭПИяЯ2) 


PRINTING THE ВЕАСТІОН FORCES 


PRiMD*,  * 
РКІНТ%,ІНІ = ',R1,' R2 = ',R2 
PRINT&,' ' 


CALCULATING THE LARGEST NUMBER OF EITHER FORCES, DISTRIBUTED 
LOADS, OR MOMENTS 


IF (NP.GE.ND) THEN 
IF (NF.GE.NR) THEN 
BIG=NF 
ELSE 
BIG=NM 
ENDIF 
ELSE 
IF {ND.GE.NM) THEN 
BIG=ND 
ELSE 
BIG=NM 
ENDIF 
ENDIF 


THE FOLLOWING SECTION OF THIS PROGRAM PERFORMS THE CALCULATIONS 
THAT DETERMINE THE SLOPE AND DEFLECTION AT SEVERAL INTERVALS ALONG 
THE BEAM, THE METHOD ОР SINGULARITY FUNCTIONS AND INTEGRATION IS 
EMPLOYED, AND THE PRINCIPAL OF SUPERPOSITION ALLOWS EACH ТҮРЕ ОҒ 
FORCE TO BE CONSIDERED SEPARATELY AND THEN SUMMED TO PRODUCE 

TEE NET EFFECT ON THE BEAM, 


DX*LEN/NUM 
J=1 
DO 50 XX=0,LEN,DX 


X=XX 


THE FUNCTIONS ARE FIRST SOLVED FOR THE INITIAL CONDITIONS ОР ZRO 
DISPLACEMENT AT THE TWO PIN REACTION POINTS, RCOORD1 AND RCOORD2, 
THAT THE CONSTANTS ОР INTEGRATION MAY ВЕ DETERMINED. 


ІР (J.EQ.1) X=RCOORD1 
IP (Ј.ЕО.2) X=RCOORD2 


EVALUATING THE "BRACKET TERMS' USED WITH THE SINGULARITY FUNCTIONS 


DO 60 1=1,В16 
VV1=X-FCOQRD([I) 
VV2=X-DCOORDI(I) 
VV3=X-DCOORD2[I) 
VV4=X-RCOORD1 
vv5=X-RCOORD2 
VV6=X-MCOORD(I) 


RECALL; WITH SINGULARITY FUNCTIONS ІР THE QUANTITY IN THE 
BRACKETS IS LESS TEAN OR EQUAL ТО ZERO, THAT TERM MAKES NO 
CONTRIBUTION ТО THE SLOPE AND/OR DEFLECTION AT THAT POINT. 


ІР (VV1.LE.0) VV1=0 
IF (VV2.LE.0) VV2=0 
IP (VV3,LE,U) VV3=0 
IF (VV4.LE.,0) VV4=0 
IF (VV5.LE.0) VV5=0 
ІР (УУ6.1Е.0) VV6=0 


DETERMINING THE SLOFE AND DISPLACEMENT DUE TO EACH FORCE АТ А 
PARTICULAR POINT ON THE BEAM 


бІР(І) = ҒМАСЦІ)/2%(уу1%%2) 
DP(I) = ҒМАС(1)/6% уу1а%3) 


SLD(I) = (DINT(I)/6%(VVU2%#3)) ~ (БІНТІІ)/5%(%УҰ3%43 
DOLI) = (DINT(I)/24%(VV22344)) = (DIMT(I)/24%[(VV3221]) 


SLM(I) = MMAG(I)*VV6 
DMI(I) = MMAG(I)/2*(VV6**2) 
CONTINUE 


"ма А” 


` 210 ` 


02420% 
024304 
02440% 
02450% 
024650 
02470 
02480 
02490 
02500% 
02510% 
02520% 
025304 
02540 
02550 
02560 
02570 
02580 
02590 
02600 
02510 40 
02620 
02630 
02640 
02650 


02560% 
02670“ 
02680% 
0265904 
02700 
02710 
02720 
02730 
02740 
02750 
02760 
02770% 
02780% 
02790 50 
02800% 
52814% 
02820% 
028304 
02840 
02950 
02860 
02870 
028804 
02890 
02900* 
02910% 
02920» 
92930 
02940 
02950 
02960* 
02970 
02980 80 
02990% 
03000 
03010A 
03020 
03030 
03040 
03050 
030860 
03070 
03080 
93090% 
03100 
03110 
03120 
03130 85 
03140* 
03150% 
03160% 
03170 82 
903180 83 
03190 84 
03200 90 
03210 
03220 


DETERMINING THE SLOPE AND DISPLACENENT DUE TO THE REACTION FORCE 
AT A PARTICULAR POINT ON THE BEAM 


SLR1 = В1/2 * (VV4**2) 
SLR2 = R2/2 * (VV5%*2) 
DRI = R1⁄5 * (ууажаз) 
DR2 = R2/6 % (WV5S*+3) 


SUMMING THE EFFECTS ОР ALL FORCE CONTRIBUTIONS OF THE SLOPE AND 
DISPLACEMENT AT A PARTICULAR POINT ON THE BEAM 


DO 40 I=1,BIG 
SLFX= SLPX+ SLP(I) 
SLDX= SLDX+ SLD(I) 
ЅІМХ= SLMX+ SLK[I) 
DFX = DFX + DF(I) 
DDX = DDX + DD(1I) 
DNX = DNX + DMI) 

CONTINUE 


SL(J) = SLFX + SLDX + SLMX + SLRI + SLR2 
D(J) = DFX + DDX + DMX + раі + DR2 
J =J+1 


SETTING THE SLOPE AND DIEPLACEMENT SUMS BACK TO ZERO BEFORE 
ROVING ТО NEXT POINT ON BEAN 


SLFX=0. 0 
SLDX=0.0 
SLMX=0.0 
DPX =0.D 
СОХ =0.0 
DHX -0.0 
ІР (J-E0.3) GO ТО 10 


REPEAT THIS PROCEDURE FOR NEXT POINT ON BEAM 
CONTINUE 


CALCULATING THE CONSTANTS OF INTEGRATION FROM THE INITIAL 
CONDITIONS OP ZERO DISPLACEMENT АТ THE PINS. 


Cl = (D(2) - D(1))/(RCOQRDI ~ RCOORD2) 
С2 =([-D(1) - (C1*RCOORD1)) 


X=0.0 


PINALLY, DETERMINING THE SLOPE AND DISPLACEMENT AT EVERY FOIN 
BY CONSIDERING ALL THE FORCE CONTRIBUTIONS AT EACH RESPECTIVE 
POINT, AND THE CONSTANTS OF INTEGRATION, 


DO 80 1=3,7-1 
SL(I) =(SL(I) + C1)/(E*INER) 
D(I) =(D(1) + (С1ҰХ) + С2)/( ЕӘІМЕН) 
PRINT*,SL(I1),D(I) 
X=X+DX 

CONTINUE 


PRINTING TRE SLOPE AND DELECTION АТ INCREMENTS ALONG THE BEAM 


PRINT 82, 'NODE' , 'LOCATION' , 'SLOPE! , ' DEFLECTION' 
IP (ANS, EQ.1) THEN 
PRINT 83 
ELSE 
PRINT 84 
ENDIF 
X=0, 0 


00 85 І=3,Ј-1 
PRINT 90,1-2,Х,6І41),0(1) 
X=X+DX 

CONTINUE 


PORMAT STATEMENTS 


УОНМАТ| //,2Х,А4,5Х,АВ,5Х,А5,6Х,А10) 
РОВМАТ(ЗХ, "НО", 9X, 'IN', 8X, 'IN/IN',10X,'IR') 
FPORMAT(3X,'NO',9X,'M', 9X,' M/H ',10X, Ml) 
РОНМАТ(3Х,12,6Х,Р8.3,3Х,Е10.3,4Х,Е10.3) 


END 


10.1 A M I I өзен: 


ШИ 10.17 如 图 10-18 所 示 梁 长 12 ші ДЕ 
型 支 座 支承 , З SË 7718 8000 Nm 和 
集中 力 8500 N 作用 。 用 题 10.16 的 nga 
FORTRAN 程 序 , 将 粱 分 为 25 Ey, 计算 
ИЕН КЕШІНЕ 60 mm、 高 "7 
280 mm Š R E, #U EL ЕКА 
E -200 GPa。 


F 
| 8500 N 


толамын 208002 


ІҢ 10-18 
ЮМ E 得 序 输入 数据 如 表 10-2 所 示 ， } 
% 10-2 : 
XE - SI 系统 : 
E 200 x 10° 
I (0.06)X0.28)2/12 = 109 x 10 ` ° m° ; 
LEN 12 i 
NF 1 : 
ND Ü : 
NM i i 
NUM 25 
RCOORDI і 
RCOORD2 t | 
FCOORI(I) 12 | 
ЕМАС() 8500 
MCOORD(I) 4 
MMAG(]) 8000 
DDCOORDH т) 0 
DDCOORD2(I) Ü 
DMAG( 1) 0 


— TPP ..— 


输入 这 些 参 数 后 , 程序 运行 结果 如 下 : 


PLEASE INDICATE YOUR CHOICE OF UNITS: 
1 ~ USCS 
2--БІ 


ENTER 1.2: 
? 2 
PLEASE INPUT ALL DATA IN UNITS OF NEWTON AND/OR METER... 


ENTER THE VALUES FOR E,I,LEN,NF,ND,NM, NUM: 
? 200Е+9,109Е-6,12,1,0,1,25 


ENTER THE COORDINATES OF ALL THE FORCE TVPES AS DISTANCES 
FROM THE LEFT END ОҒ TEE ВЕАМ,..А150, CONSIDËR FORCES 
DIRECTED DOWNWARD, AND MOMENTS ACTING CLOCKWISE А5 POSITIVE. 


ENTER THE COORDINATES OF THE REACTION POINTS: 
? 0,8 


ENTER THE COORDINATE AND MAGNITUDE OF ALL CONCENTRATED 
FORCES: 
? 12,8500 
ENTER THE COORDINATE AND MAGNITUDE OF ALL CONCENTRATED 
HOMENTS: 
? 4,8000 


THE MAGNITUDES OF THE TWO REACTIVE FORCES (LB OR NEWTONS): 
КІ = 5250. R2 = -13750. 


NODE LOCATION SLOPE DEFLECTION 
NO M M/M M 


4212" 


第 10 章 ЖИЫН а 


1 -000 
2 .480 
3 .960 
4 1.440 
5 1.920 
6 2.400 
7 2.880 
8 3.360 
9 3.840 
10 4.320 
11 4.800 
12 5.280 
13 5.760 
14 6.240 
15 6.720 
16 7.200 
17 7.680 
18 8.160 
19 8.640 
20 9.120 
21 9.600 
22 10.080 
23 10.560 
24 11.040 
25 11.520 
26 12.000 
SRU 1.284 UNTS. 


RUN COMPLETE. 


-.294Е-02 
-.291Е-02 
-.282Е-02 
-.269Е-02 
-.249Е-02 
-.224Е-02 
-. 1946-02 
-.158E-02 
-.116Е-02 
-.571Е-03 
.132Е-03 
-891Е-03 
.171Е-02 
.257Е-02 
.350Е-02 
.448Е-02 
.552Е-02 
-660Е-02 
.763Е-02 
.856Е-02 
.941Б-02 
.102Е-01 
.108Е-01 
.114Е-01 
.119Е-01 
.123Е-01 


.0008E+00 
.140Е-02 
.278Е-02 
.411Е-02 
.535Е-02 
.649Е-02 
.750Е-02 
.Ё34Е-02 
.900Е-02 
.943Е-02 
.954Е-02 
.929Е-02 
.8В67Е-02 
.765Е-02 
.619Е-02 
.428Е-02 
.188Е-02 
.103Е-02 
.445Е-02 
.833Е-02 
.127Е-01 
.174Е-01 
.224Е-01 
„2778-01 
.333Е-01 
3918-01 


出 输出 结果 ,可 知 在 力 8500 Nem 作用 处 挠 麻 为 0.0391 m 8 39.1 mmi Æ 33 88000 N: mtE 
用 处 , 即 在 编号 9 和 10 之 间 , 挠 度 太 芍 为 -0.0092 mat -9.2 mm, 


3000 Ibf EH 10.18 如 图 10-19 所 示 , 惯 性 矩 I 
БЕРЛІГЕН 8000 ІҺГ-іп = 3.375 int 的 矩形 截面 
т» = Ру 如 图 А 用 题 10 ， 1 6 的 ЕОЕ- 

КН кш si TRAN 程序 , 将 梁 分 为 50 
ы Te- — in , 
| " 段 , 试 求 其 挠 度 。 取 E =30 
[9 10-19 х 105 ]bf/in2, 
М Е 程序 栓 入 如 表 10-3。 
% 10-3 
TR SI 系统 
Е 30 x 105 
І 3.375 
LEN 100 
NF 1 
ND 1 
мм 1 
NUM 50 
КСООЕГИ 20 
RCOORD2 50 
FECOOR T) о 
FMAG{ I) 3000 
MCOORIXI) 100 
MMAG(I) - 8000 
DDCOORD1(1) 20 
DDCOORDAIY 50 


DMAG(I) 


рма) C 


10.1 fËl 题 ЕС “213 - 
输入 这 些 铺 数 后 程序 运行 结果 如 下 
run 
PLEASE INDICATE YOUR CHOICE OF UNITS: 
1 — USCS 
2 一 SI 
ENTER 1.2: 
? 1 


PLEASE INPUT ALL DATA ІМ UNITS ОҒ POUND AND/OR INCH... 


ENTER THE VALUES FOR E,I,LEN,NF,ND,NM,NUM: 
? 30Е6,3.375,100,1,1,1,50 


ENTER THE COORDINATES ОҒ ALL THE FORCE TYPES А5 DISTANCES 
FROM THE LEFT END OF THE BEAM.. .ALSO, CONSIDER FORCES 
DIRECTED DOWNWARD, AND MOMENTS ACTING CLOCKWISE AS POSITIVE. 


ENTER THE COORDINATES OF THE REACTION POINTS: 
? 20,50 

ENTER THE COORDINATE AND MAGNITUDE OF ALL CONCENTRATED 
FORCES: 

? 0,3000 

ENTER THE COORDINATE AND MAGNITUDE OF ALL CONCENTRATED 
MOMENTS : 

? 100,-8000 

ENTER THE FIRST AND SECOND COORDINATE AND THEN MAGNITUDE 
OF ALL DISTRIBUTED LOADS: 

? 20,50,125 


THE MAGNITUDES OF THE TWÒ REACTIVE FORCES (LB OR NEWTONS): 


КІ = -?141.666666667 R2 = 391.6666666667 
” NODE LOCATION SLOPE DEFLECTION 
NO ІМ ІҢ/ІМ IN 
1 . 000 -.101E-01 .162E+00 
2 2.000 -.100Е-01 .142Е00 
3 4,000 -.983E-02 -122Е%00 
4 6.000 -.953Е-02 -103Е+00 
5 8.000 -.912Е-02 .838Е-01 
$ 10.000 -.859Е-02 .661E-01 
7 12.000 -.793E-02 .496Е-01 
8 14.000 -.716E-02 .345E-01 
9 16.090 -.628Е-02 .210Е-01 
10 18.000 -.527Е-02 -943Е-02 
11 20.000 -.414Е-02 .000E+00 
12 22.000 -.304Е-02 -.715Е-02 
13 24.000 -.209E-02 -.123Е-01 
14 26.000 -.128Е-02 -.156Е-01 
15 28.000 -.605Е-03 -.175Е-01 
16 30.000 -.556Е-04 -.181Е-01 
17 32.000 .380Е-03 -.178Е-01 
18 34 -000 .710Е-03 -.166Е-01 
19 36.000 .946Е-03 -.150Е-01 
20 38.000 .110Е-02 -.129Е-01 
21 40.000 .117Е-02 -.106Е-01 
22 42.000 .119Е-02 -.826Е-02 
23 44.000 „1148-02 -.592Б-02 
24 46.000 .106E-02 -.371E-02 
25 48.000 .933E-03 -.172Е-02 
26 50.000 .784Е-03 .0909Е%00 
27 52.000 -6266-03 .141Е-02 
28 54,000 .468Е-03 .250Е-02 
29 56.000 .310Е-03 .328Е-02 
30 58.000 «1526-03 .374Е-02 
31 60.000 =.617Е-05 .389Е-02 
32 62.000 -.164Е-03 .372Е-02 
33 64.000 -.322Е-03 .323Е-02 
34 66.000 -.480Е-03 .243Е-02 
35 69.000 -.638Е-03 .131Е-02 
36 70.000 -.796Е-03 -.123Е-03 
37 72.000 -.954Е-03 -.187Е-02 


= MEETER te ee h 


Се мм а сб ы. 


-——— = 
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38 74.000 -.111Е-02 -.394Е-02 
39 76.000 -.127Е-02 -.632Е-02 
40 78.000 -.143Е-02 -.902Е-02 
41 80.000 -.159Е-02 -.120Е-01 
42 82.000 -.174Е-02 -.154Е-01 
83 84.000 -.199Е-02 -.199Е-01 
44 86.000 -.206Е-02 -.23дЕ-0і 
45 88.000 -.222Е-02 -.273Е-01 
46 90.000 -.238Е-02 -.319Е-01 
47 92.000 -.253Е-02 -.3688Е-01 
48 94.000 -.269Е-02 -.420Е-01 
49 96.000 -.285Е-02 -.475Е-0і 
50 98.000 -.301Е-02 -.534Е-01 
51 100.000 -.317E-02 -.596Е-01 

SRU 1.305 UNTS. 

RUN COMPLETE. 

10.2 М 题 


10.19 如 图 10-20 ИЗЕН ABC, 在 梁 的 右 半 部 分 受 集 度 为 w 的 均 布 荷载 作用 , 用 奇异 函数 法 求 梁 


了 一 


4 
Wii с HMHE CR E = E) За АН. ml. L) Eyl 


2 24 2 


a 5 с 
ІҢ 10-21 


图 10-20 


10.20 考 弄 如 图 10-21 所 示 的 篇 支 梁 ,在 梁 的 一 


部 分 作用 有 均 布 载荷 。 用 奇异 函数 法 确 
TH haye. CHE Ж, Еу = 


жб...) а-а-а Ша le- 


4-ы% Í WTL- - (L - су] 


34L 
04е) 0) 


Rn 10.21 HE 10-22 Ж ABCD 在 B AIRE Е СОНУ, ВЕНА р. PARDS 
ЕЕН СЕНЕ ЕАН АНЯ), ЖАНЫН. 


за 1 тераат НЫ т еее келт чта. 


PHAEDRA Er атна = атри рермен" 


а асален занн 


19.2 F НЫ 


243» 


(ER: Ely= - ау rt Тыл f Pla Pa T ШӘ 
ТЕКТІ ) 


用 奇异 函数 法 求 亚 10.22 至 题 10.25 中 各 梁 的 挠 曲线 方程 。 
3 10.22 WL 10-23, (3. EI = 一 


2 
ша(,)-36 (2) E (z ау + 00е a)? t yr ua (z = 2a)’ - 


ЕЕ — За) + 10а? (2)1) 


й 
NR 10.22 WA 10-24, (ЖЖ.Кіу- WE (z) шыта ыы al, LGE a E ) 


} 


里 本 到 


图 10-24 


1% 
wa 5 wg L H 5 3 
601%) 101. Ç 0) 192901 х) 


图 10-23 


ЖІ 10.24 10-25, (ER: Ely = SD ыы 02)3- 002) 


м. 


— Е 


图 10-25 


1110.25 MÆ 10-26, (答案 :Ely= - 82000) 33006 392 МП), 6)*+ Wer -өу ӘЖ, -9)? 
+ 10175 ғ) 


1000 ІЬРАЗ 
6600 Ibf-ft 


13,200 lbf : ft 


Е 10-26 


题 10.26 如 图 10-27 ХФ AC, K 15 R ЖЕШШІЗ inx4 in, 作用 有 均 布 力 120 1/1; E = 30 x 10 [bt/ 


imo НЕ 10.16 的 FORTRAN 程序 求 {a) 梁 左 蜡 的 找 度 (b) 梁 的 最 大 措 度 。( 管 案 ; (a)0.065 in, 
(b)# х= 110 in 4, -0.10 ina) 


.216. нш ДЕННЕ НЕЛЕ. аР ВЕ 


ІҢ 10-27 


Б 10.27 如 图 10-28 所 示 , 外 伸 梁 ABC 在 中 处 和 处 按 支 ,承受 三 角形 分 布 载荷 作用 。 用 奇异 函数 法 求 挠 


5 3 
曲线 方程 。{ 答案 ; Ely = -BE g wak =-2) = 0.020501. + 0.010422 L2) 


2000 М-т М 1200 М-т 
— 1 
十 | 十 
R, R, 
TRE 图 10-29 


Æ 10.28 如 图 10-29 ER 3 Ж, 作用 有 和 集 中方 . 力 偶 和 分 布 力 。 材料 的 杨 氏 模 量 E = 200 GPa, ER 
面 I=20x iD ° mt, ЖІ 10.16 的 FORTRAN 程序 求 在 集中 力 4200 N 作用 点 人 处 的 指 度 。[ 管 案 . 
19.8 mm) 


3] e мәле 


11.1 # E SË 


第 8.9 和 10 章 中 ,曾经 求解 了 各 种 载荷 条 件 、 各 种 支承 与 约束 条 件 梁 的 指 度 和 应 力 。 
在 所 处 理 的 情况 中 , 总 是 只 依据 静 力 学 平衡 方程 就 可 以 完全 确定 作用 于 梁 上 的 约束 反 力 。 这 
些 情况 下 的 梁 称 为 静 定 的 。 


11.2 ШЕ 


在 本 章 中 ,我 们 将 考虑 那些 未 知 约束 反 力 数目 多 于 系统 有 效 平衡 方程 数目 的 梁 。 这 种 情 
帝 下 , 就 必须 使 用 基于 梁 形 变 的 附加 方程 来 补充 平衡 方程 。 此 种 情况 的 梁 称 为 超 静 定 的 。 


11.3 超 静 定 梁 的 分 类 


下 面 将 列举 常见 的 几 种 超 静 定 梁 , 尽管 在 实际 中 有 各 种 各 样 的 超 静 定 结构 , ІН БЕТТЕ B pu 
个 简 图 将 能 说 明 超 静 定 梁 的 本 质 特征 。 对 于 下 面 列 誉 的 梁 , 每 一 种 情况 的 约束 上 反 力 都 构成 一 
个 平行 力 系 ,因此 只 有 两 个 有 效 的 静 力 学 平衡 方程 。 因 此 ,对 于 每 种 情况 要 确定 约束 反 力 , 就 
必须 使 用 很 据 梁 的 形变 得 出 的 附加 方程 。 

对 于 一 端 固定 ЕЖЕН (ПІН 11-1 所 示 ), 有 时 称 之 为 简 支 悬臂 梁 , 未 知 的 约束 反 
力 有 К.К #1 Mi 必须 用 一 个 基于 形变 的 方程 , 补充 两 个 静 力 学 平衡 方程 。 作 为 应 用 , 见 题 
11.1 ME 11.3, 

在 图 11-2 P, Ж ле, 39 — B BIP SB ИНЕ Ж, 对 于 这 类 简单 的 线性 弹簧 , 弹 
性 支 座 的 约束 反 力 与 该 支 座 处 的 挠 讶 成 比例 。 未 知 反 力也 是 R I.R, 和 M, 必须 用 一 个 大寺 
形变 的 方程 来 补充 两 个 毅力 学 平衡 方程 。 作 为 应 用 见 题 11.2 和 11.16。 


图 11-1 图 11-2 


企图 11- 3 中 ,两 端 图 支 或 夹 支 梁 的 约束 反 力 为 R RaM 和 M;。 必 须 用 两 个 基于 形变 
的 方程 来 补充 两 个 静 力 平衡 方程 。 作 为 应 用 , WEN 11.4, 题 11.6 和 题 11.12, 

图 11-4 的 梁 在 同一 水 平 线 上 三 点 支承 ,未 知 反 力 有 R..R, 和 RR;, 必须 用 一 个 基于 形变 
的 方程 来 补充 两 个 静 力 平衡 方程 , 这 种 多 于 两 个 支承 的 梁 称 为 连续 梁 。 


218: 1.8 шәм 


11-3 ІН 11-4 


11.4 Й 题 


题 11.1 一 梁 A 处 国 支 .B ЫЖ, Ke al 11-5 所 示 的 集中 力作 用 。 试 求 所 有 的 约束 反 
Ж. 


Ң ES 2k 8 Ra, Ra 和 M ,由 下 力学 
平衡 方程 ,有 
У)Ма = Ма PrRL=0 (1) 


УЕ, = Rat Ra - Р = 0 (2) 


м, 于 是 , 有 -: 个 林 知 数 Ra、 Ra 和 Ma, 但 只 有 黄 不 
方程 。 困 此 必须 补充 一 个 基于 形变 的 方程 ,用 彰 
R я. FARRE HIH peh, НІ 
A н 2 
pr S = Ваху - Mair)! — Pir- a)! 
М 11-5 dr 
(3) 
积分 -次 ,得 
ELS = в, 0 Ma) Ре ауга с, (4) 
dx 2 2 
第 一 个 边界 条 件 ,在 了 =0 处 ,dyydz =0, 因 此 Ci=0。 再 积分 一 次 得 
i 了 3 
第 二 个 边界 条 件 ,在 x = 外 ,y=0, 因 此 有 C, 0. 
第 三 个 边界 条 件 , 在 <= 工 处 ,y=0。 将 此 条 件 代入 (5) 式 ,有 
Ral? MaL? pp 
0= (6) 
联 立 求解 三 个 方程 (1) 式 ,(2) 式 和 (6) 式 ,可 以 得 到 
КА = TAOL? - 62) 
2 
Rg = Ра 21. +) 
МА = ры 1? 一 b2) 


Ш 1.2 如 图 11-6 所 示 , 梁 AB 在 A 处 固定 , B 处 为 弹 管 支承 , 并 承受 集 度 为 由 的 均 布 载荷 
作用 。 在 载荷 作用 前 , 弹簧 是 自由 的 。 弹 筑 的 劲 度 系 数 为 345 kN/m 。 为 了 确定 梁 
的 弯曲 刚度 El ,做 一 个 实验 : 对 于 既 没 有 均 布 载荷 w, ШЕННЕН, ЕВ 处 
作用 一 铝 直 力 1000 М, 则 在 该 点 产生 50 mm 的 挠 度 ， 然后 在 В ERER, HE 
A УВИЖУ 5 kN/m 的 均 布 载荷 。 求 此 种 条 件 下 日 ята, 
Ң ке НЕЛИ ЭГТЕ н ИУ, ЕЛЕМЕЙ 1-6 FR ED 
Ер Р 全 的 力 , HARARET ВЕНА АЖ 


Ф м. ОА 
Ер = Male)’ R G)! -E (a)? (D) 


oat TATAEE ET eT air meme 


i 


Tr pg ee pa 


积分 -次 ,得 у 
R ` Tear N ` 
gr Z =- Mair)! + 29 = FU +С, 


0) г; 
引入 边界 条 件 ,在 z 一 0 处 ,dy/dz =0, 由 (2) 071 
式 可 得 C, = 0。 再 积分 一 次 得 
Ely =- YA la)? - PA (aè а) + C; 

(3) 
第 二 个 边界 条 件 , 在 z=0 处 ,y=0, 由 (3) 式 
得 C;- 9。 由 (3) 式 还 可 得 到 由 于 均 布 载荷 作 
ЕДЕ B меж 


MaL? Ral? i 
Ely| L =- Ам” Жа _ wL (4) 


2 6 24 
H FARRER, 可 得 一 般 关 系 式 ,为 


Вр =- kyl,- =+ ВАВ (5) 
而 且 , 对 于 该 平行 力 系 有 两 个 平衡 方程 
2 
S) M, = Ma + Ral - 52 = 0 (6) 
ХЕ, = Ra + Rg — (5000 N/m)(3 m) = 0 (7) 


联 立 求解 (4) 《6) 和 (7]) 式 ,得 


ЕГ 12} Еті. бы* 
Е L T 24 (8) 


利用 试验 结果 很 容易 求 得 梁 的 弯曲 刚度 ET。 注 意 到 悬臂 梁 在 自由 端 集中 力作 用 下 , 自由 端 处 的 
REA РІ? (ЗЕГ), 对 于 该 实验 ,有 


3 
0.050 m = «1000-8243 m) 


由 此 得 


Ef = 1.8 x 105 N- m? (9) 
将 此 值 及 劲 麻 系 数 345000 N/m 一 起 代入 (8) 式 ,得 Ra = 11440 М, 
由 {7) 式 得 Re = 3560 N。 因 此 由 弹 繁 方 程 (5) 式 得 日 点 的 挠 度 为 


_ —3560 N _ _ 
Ав = 235000 N/m = 0:01032 т, Ж 10.3 mm (10) 


8811.3 考虑 图 11-7 所 示 的 悬臂 梁 , 求 B 处 的 约束 反 力 。 


图 11-7 


Қ cz 有 两 个 静 力 学 平衡 方程 


2 
DMa = Мұ Rya - а -0 (1) 


УЕ, Rit Ro- u(a+ b) = 0 (2) 
НАРА S H eei r E 


2 


запы НЕЕ 


: ! р С ` 
El 12 =- M ir) a Ryu?) 2” + Rar- ay! {3) 
注意 , TOAT M WHR. АА АКАТ А ЖЕНТ ВАНН, ЕЕЕ M ЖАНА 
Шағир Е BJ F SIE 35 H., WER 6 EAS ER AU, РЕ aki py БАЗАРЫ. 


积分 -次 ,得 


1 ， R , 
ЕЈ m —— Mikr) + Ri ta)? 一 Са 5 > (z -а) + С (4) 
F 2 
F r=0 Ж, dy/dr 0, AE C = 0. 再 积分 一 次 ,有 
， R 
Ely 一 M ieyt + Riia 09% + Fo -a+ С, (5) 


Æ z0 4b, у= 0O;8 C. 0. 
因为 BB AbH EERIE, ARP ra 时 ,应 有 у= 0: ЕТЕ A (5) 6,9 


Mia? Ria: wat P Б < _ ша? 
D = 一 2 + 6 - 247 由 此 得 M. = R. 3 12 


ET ESRA E E i r Fak an k АЕ A 


E 11.4 两 端 固 支 梁 如 图 11.8 所 示 , 作用 一 力 偶 Mo 求 所 有 的 约束 反 力 。 

Ж E 在 此 为 偶 作用 下 , ЕНЕРІ 
成 如 图 所 示 的 曲线 形状 , 挠 曲 后 A 点 和 CC 
起 处 的 切线 们 汰 水 平 ,而 且 在 这 两 点 处 馈 
ERRAT. 根据 竖 向 平衡 条 件 , 知 由 此 
ЗП RR B 3 t N 2 СВ J 00 55 46 
енем, 因此 只 有 -- 个 静 力 学 平衡 方 

E 11-8 程 , 即 
SMa- M, - M; - M+ R (a + b) = 0 (1) 


Аы ЖЖ Ri. MI М, 由 于 已 没有 可 利用 的 静 力 学 平衡 方程 ,所 以 必须 对 (1) 式 补充 
两 个 基于 体系 形变 的 附加 方程 。 利 用 奇异 函数 法 写 出 粱 上任 .点 的 杰 宙 方程 为 


M =- Mitr)" + R із) - Malr - a)” (2) i 
Е CRS i 
кі 22 =- Mile + В, (0) - Matr а)? (3) : 
积分 一 次 ,得 i 
2 E 
Er s- M (+ Ri моба са) + C, (4) i 
第 一 个 边界 条 件 : 在 z=0 Ж, аула =G AERAR С =0, BROA, 有 
Fly =- М, Ы R 12 м, 2 2 e, С, (5) t 
ЖОТАНЫ, т 0, у= ООНА (5), 8 C.,=0. i 
第 二 个 边界 条 件 ; 在 c= L 处 , алас =0, 由 (4) 式 给 : 
RIL? 
Ü=- MiL + 2 一 Мө (6) 
RATRE- КИН E > = L 处 , y =， 由 (5) 式 得 
M R, L3 2 
0=- “М. Tir - Ma Š (7) 
现在 可 以 联 立 求解 (1) (OAD, 得 所 要 求 的 约 东 反 力 为 
6 Ma zb 
RI = 


EW 11.5 


11.4 fl 是 


4221: 


Mal2ab – 62) 
мМ, = " 12 
Š (8) 
Mo(2ab - а?) 
M; = L: 


可 能 想当然 地 认为 在 力 偶 作用 点 ВАН НЕ, ЕВ H fE H PK EE BS ЖІ. ЖЕҢІН 
挠 度 方程 (5) 式 ,并 计算 在 x=a ARE, Ж 


Moa lab — а?) Мұл2Ь 
Elly],-, = E 212 + 13 


显然 B 点 处 的 梯度 不 等 于 零 。 

如 图 11-9(a) 所 孙 水 平 简 支 粱 ,在 其 中 点 处 与 - ЕШ, 下 乌 和 铝 制 成 的 组 合 弹性 杆 
相连 ,组 合 丁 下 端 支承 在 基础 上 。 梁 支 座 和 铜 杆 的 顶部 初始 时 在 同一 水 平 线 上 , H 
当时 梁 也 是 水 平 的 。 然 后 竖 直 杆 的 温度 降低 40С, ЖЕНЕ. ЖЕН 
杆 的 重量 。 锅 杆 的 横 截 面积 为 500 mm, Ес, = 100 GPa, ac, = 20 x10 5 /C , 铝 杆 的 
横 截面 积 为 1000 mm2, Ед = 70 GPa, ад = 25х10 76/9. ЖЕЖ, Е = 10 GPa, I = 
400х 10° тіп" 


(9) 


题 11.6 


) 
ЕҢ 500 mm 1 


(b) (c) 


E] 11-9 


М ЕР 水 平 梁 的 分 离 体 篇 图 如 图 11-9(b) 所 示 。 图 中 P 表示 铀 杆 作 用 于 梁 上 的 为 ,开始 时 该 
力 为 未 知 ,所 以 梁 上 作用 有 三 个 力 ,但 平行 力 系 只 有 商 个 平衡 方程。 因此 本 题 是 超 静 定 的 , 必须 考 
三 体系 的 形变 。 最 简单 的 方法 就 是 暂时 切断 粱 与 钢 杆 的 连接 , 让 竖 直 杆 自 由 收缩 ,组 合 竖 直 杆 的 
自由 体 简 图 如 图 11-9(c) 所 示 。 如 果 没 有 水 平 梁 的 约 东 ,因为 温度 降低 铜 杆 的 缩短 为 

Ас, = (20 x 10" $)(1032)(40) = 0.8( т) 


铝 杆 的 缩短 为 

Aa = (20 х 107%)(500)(40) = D.5(mm) 
但 是 , RAEE Р, ШЕННЕН ЕЛІНЕ РЕ Н IJ 11-9 Е, ЕЛЕНЕ 
ЕК, KEE 11) 


Р(103(10% + Р(500) (106) 
500(100 х 10%) 10570 х 10°) 


ЖЗА ТА P ЕЕ Е, ЖЕ 0.12 Ф ФИВЫ A = PL 3/4REI, 

当然 , 在 实际 问题 中 铜 杆 和 水 平 梁 间 的 连接 并 林 切 断 ， 因而 锁 直 杆 的 总 缩短 量 应 等 于 梁 中 点 
ЕЕЕ, ЕО ЬН АЕ АО ВЕЗА, 一 部 分 由 作用 于 它 上 的 轴 力 引 
й. БЕАТА НА ТОА ВЕЖ, 可 有 


(0,8 + 0.5) i PUO) | Роза), | Р(4 x 10)°(10%) 
: : 500(100 x 109) 103(?0 х 10%) |7 48010 x 109)(400 х 1055 


解 得 ,P= 3.61 kN。 那 么 铜 杆 中 的 应 力 为 
ас, = 3.61 x 10°/500 = 7.22(MPa) 


铝 杆 中 的 应 力 为 
сд = 3.61 x 10 /1000 = 3.61(MPa) 
如 图 11-10 所 示 梁 , 两 端 固 支 , 弯曲 刚度 为 EI. E BC 区 般 上 作用 有 均 布 载荷 mw， 
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题 11.7 


HC 区 段 长 度 为 0.67L。 求 所 有 的 约 东 反 力 。 


ІҢ 11-10 
М ЕЕЖАНСНЕВИМЕНЯ ТЫ АН Ma Me М 2) Ra. Res 本 题 的 平行 万 系 只 有 
请 个 静 力 学 平衡 方程 ,因而 要 补充 -个 基于 举 形 变 的 附加 条 人性。 


1 奇异 肖 数 法 可 以 很 态 便 地 写 出 梁 ABC БЕЖ 


2 
sr 4 = Mala)? + RA (>) - шым. (1) 
和 祝 分 - -次 ,得 
_ 3 
Ег =- Mala)! + RA z) - 2 z 54 +, (2) 
式 中 С 为 积分 常数 ,作为 第 一 个 边界 条 件 , 在 z=0 处 ,dy/dz = 0, 将 之 代入 (2) 式 ,得 到 
0=-0+0-0 +С, ВС = Ü 
PAAR ЖАН, == L hh dy/dr=0, RARO), ІЗІ 
Ral? 
0 =- Mal + 5 - (0.61.3 (3) 


然后 对 (21? 式 再 积分 一 次 ,得 到 


Ely = - МА + 


2 +2 376 с; (4) 


第 三 个 边界 条 忻 , 在 x =0 处 ,y=09。 故 由 {4) 式 得 C. - 0, AUMAR A, Ж r= L 处 ,y=0。 
Е (4) 018 


z) Rai ш {а - 0.41) 
_ 4 + 


МЫЗ қыз w 4 
9--“5-% 6 - 3400-61.) (5) 


令 由 (3) 式 和 [5) 式 得 出 的 Ma ЖЗ, ВАЕ R. DE. БЕСУЕН 
Ra = wl (0.63 - (06X = 0.1512 wL 
将 此 值 代入 (3) 式 ,得 Ma = 0.039612 
НІ ЕТТЕН 
ХЕ, = (0.61) + 0.151251. + Ес-0, Ж R, = 0.4488. 
УЈМА = ~ 0.0396wL? — Me + (0.448820 (L) - [+o (0.6L)](0.71L) = Ü 
кін. 
Мо = 0.068412 


如 图 11-11 ЖӘ, НЕ ЕР 的 粱 在 4 端 为 国 支 , B 端 为 刀口 支 座 支承 ,在 СН 
作用 一 铅 直 力 己 。 求 C 点 的 找 度 ， 


11.4 例 是 


Ж Gp A ШЕ ЛЮУ МА WEA РА, ШЕН 11-11 所 示 , 由 静 力 学 平衡 方程 , 有 
D Ma = Ma + P| E| (13-0 (1) 


YF, = RA + P - Ra = 0 (2) 
这 两 个 方程 中 包含 三 个 未 知 数 Ma Ra 和 Ra 因此 必须 补充 一 个 基于 梁 形 变 的 方程 。 利 用 图 示 
的 >y 举 标 系 ,用 奇异 函数 法 写 出 粱 的 指 曲 线 微 分 方程 为 


Фу 0 4-51 l 
Er 22 = МАЗ) Вал — Reir- L} (3) 
ж 
积分 -次 ,得 
_ 2 
Er = Maa)! + Ra EE рас, (4) 
T 
式 中 C, 为 积分 常数 ,作为 第 一 个 边界 条 件 ; 在 x 0 处 ,dy/dzx = 0. HEDRE C, = 0, ARS 
-K, 


式 中 常数 C, 由 第 二 个 边界 条 人 忻 确 定 , 即 在 x=0 处 ,y=0; 所 以 Cj=0。 
根据 车 B 点 处 抄 麻 为 堆 引 出 第 三 个 边界 条 件 , 即 在 == 工 处 ,y=0, 代 入 (5) 式 ,有 


MaL’? қа 
0---5- %2----0 (6) 
联 立 求解 和),{2) 和 (6) 式 ,有 
Ri = H4- ма = E, ку = 2Р (7) 
将 这 些 值 代入 ( 引 式 ,并 令 == 4L/3(C 点 ), 有 
ЕЈАс = 0.0401PL2 (8) 


Ши. 在 题 11.7 中 , 若 梁 为 工 字 型 截面 W6 x 5 本 ,长 为 10 fc, МЕҢІ СА 
0.2 in, 求 所 需要 的 力 P。 
解 EF 由 题 11.7 中 的 (8) 式 ,可 有 自由 端 忆 的 找 度 Ac 
EIAc = D0.0401PL3 
对 于 该 截面 型 号 ,由 表 8-1 查 得 了 =28.1int, 代入 上 式 有 


(30 x 10° Ibf/in)(28.1 int)(0.2 in) = 0.0401P(120 ін)? 
解 得 P = 243016 


题 11.9 如 图 11-12 所 示 , 弯曲 刚度 为 E 的 梁 , 在 4 SAE, C 端 简 支 ,B 处 作用 一 力 偶 , 同 
时 BC 区 段 上 作用 有 均 布 荷载 w。 求 所 有 的 约束 反 力 。 


图 11-12 


М ЕР DERA 处 的 约束 反 力 有 力 偶 MA НІЛ), 由 静 力 学 平衡 方程 ,可 知 对 于 该 平行 力 
系 有 两 个 平衡 方程 I 


E Ma = Ma- E [w L.J (30), RQ) = 0 a) 


4224: ні HERE 


УЕ, = Ка + Ёо =O I (2) 


这 两 个 方程 包含 三 个 未 知 数 Ma .Ra 和 Re, 因此 必须 补充 一 个 基于 系统 形变 的 方程 。 
FELE < y 华 标 系 ,用 奇异 函数 法 写 出 粱 的 嫉 曲 线 微分 方程 为 


2 I 0 А 2 
ЕТ 2 =- MAG + Ratz) + Mafa = F) - 21-0) (3) 
积分 一 次 ,得 
d 2 І _ 3 
EI SŽ =- Ma (2)! + Ra S + Mala- 4) -Hu ЕР, C (4) 
AP C 为 积分 常数 ,第 一 个 边界 条 件 : 在 z=0 处 , dy/dx =0。 将 此 条 件 代 入 (4 和) 式 , 得 Ci=0， 
再 积分 -次 ,得 
Ely =- Ma (5) 


式 中 C, 为 习 一 积分 常数 ,第 二 个 边界 条 件 ,4 点 处 , 即 在 z=0 处 ,y=0。 由 (5) 式 得 C=0。 第 
三 个 边界 条 件 :C 点 处 , 即 = = L 处 ,y=0。 将 其 代入 (5 引 式 ,得 


MaL? ғыз Ma ій w 0110435 
`> + + (6) 
MRED DAR, 得 
3 7 25 
МА = zL, Ra = иі, Ес = сүлгі. (7) 


RH 11.10 m 11.9 НАЕК, 杨 氏 模 量 为 110 GPa, 矩形 截面 为 200 mm x 30 mm. ЗЕ 
长 2 m, BC 段 作用 有 均 布 力 960 N/m。 求 中 点 B 处 的 挠 度 。 


Ж ЕР 由 题 11.9 中 的 (5) 式 ,中 点 B 的 挠 度 为 


Ela = 212 612 
озор 2 JL?) 
біті. | 8 Із Zol Ў 
- 11 ) ) 
=- gagag eL = 70.00358wL. o 
对 于 该 梁 
І = 十 (0.020 m)(0.030 т) = 0.045 x 10-* mt 
因此 (1) 式 成 为 


(110 x 10° N/m2°)(0.045 x 10°5 mhl yl,- py = — 0.00358(960 N/m) (2 m 
解 得 
yj -ca == 11.1 mm 
题 11.11 ЖАВ 的 弯曲 刚度 为 EI, А WEZ, НЕ. AA 11.13 所 示 的 均匀 变化 分 布 载 
荷 作 用 。 试 用 奇异 函数 法 求 A 和 B 端的 约束 反 力 。 


wo 


图 11-13 


ЮО Sm 我 们 用 Ra 表示 4 端的 铅 直 反 力 ,用 R 表示 B Br B Б 2), М, 表示 固定 端 作 
用 于 染 的 弯 短 ,如 图 11-13 所 示 。 本 书 中 与 比 相关 的 问题 有 题 10.5, 那里 曾 按 王 面 的 过 程 讨 论 ; 


тому PITAA ya еме ее. 


па A E 4245: 


Ш11.12 


首先 写 由 由 分 布 旋 引起 和 的 距 A ХАЛ НЕКЕЛІ E у 


M = Rata) 2) 021005) 


因此 
. dy wair? 
El = Rale) -ei (1) 
积分 一 次 ,得 
„ау op G ша (194 
ЕГ = RA саса ға (2) 
在 z= 革 处 ,dyAdr=0, 故 由 (2) 式 得 
L? wol’ 
0 = KA 27 34 жа (3) 
再 积分 -- 次 ,得 
R r . 
xr =L Я, у= 0, (43, 得 
_ RA wlt 、 
0-74 bo t Ct + G; А (5) 
ШБ, fx =0 处 ,y= 人 0 所 以 由 (4) 式 有 С, =0. 
由 (3) 和 {5) 式 ,有 
a Wyl’ Ra? Ral? wal? 
а од 2 “> 6 t 12 (6) 
解 得 ， 
R, = EL (7) 
对 于 该 力 系 有 两 个 静 力 学 平衡 方程 
Ур, = R. + Re - ШЕ = 0 
L 
PMs = RL Ma+ [||] =o 
解 得 


2 1 
Rs = “ша. My = үзе 


梁 AC 如 图 11-14 所 示 , 两 端 均 为 固 支 ,在 B 点 作用 一 集中 力 P。 求 所 有 的 约束 反 
AJ, B 处 的 挠 度 以 及 B 点 左 侧 区 段 内 的 最 大 捷 度 值 。(a >b) 


图 11-14 


解 EF A.C 两 端的 反方 偶 及 反 力 如 图 11.14 所 示 , 根 据 静 力学 有 两 个 平衡 方程 
УМ, = Ma - Pa t Rol ~ Me = Ü (1) 
УЕ = В, + Re- P = 0 (2) 
然后 用 奇异 函数 法 写 出 粱 挠 曲线 微分 方程 ， 


re ee et re ee 


me с owe -ызууу ты 


rasa. 02. 2 —- aa 


4226: нііж HEEM 


Ëy 


ЕІ 427 Mata" + Вах) — Púr — uy! (3) 
r. 
积分 一 次 ,得 
A 2 
EIS мала Ra 5 - Баса + Ü, (4) 


А Е zx=0 处 ,斜率 dyyrdr -0 ;将 其 代入 [4) 式 ,得 C -0, 
并 积分 一 次 .得 


2 3 13 
Ely -- MA £=) + Ra 2 a Я іл 7“ + Ü, (5) 
第 二 个 边界 条 件 : 在 x =0 4k. у= оН A(5) 8 C. = 0, ЕНИЕНИНЕЛЕ 
Ely = ` Мам May- Eg - а)? (6) 
现在 运用 CC 点 处 斜率 为 零 的 条 件 , 由 (4) 式 得 方程 
- ма + Žar PE 0 (7) 
在 z= 上 处 , 指 度 y=0, 由 (6)] 式 得 关系 式 
Ma Ra ры 
-+ -ee =0 (8) 
KERRAEN (2) 7) 和 1!8) 式 ,得 两 端 约束 反 力 为 
2 2 
Ra = (30 +b), м, = Ёа 
Pa? Pa? (9) 
K. = КЕЗЕ + 35), Mc = E 
在 (6) 式 中 , 令 == s REA P 作用 点 B ЕЕ 
R 33 
El[y],-, = 742 + 7445 ш- Іші (10) 


WRH ахь 时 梁 的 最 大 挠 亲信 ,可 考虑 图 1-15 
”所 示 的 找 曲 梁 , 从 疼 中 很 显然 可 见 梁 的 水 平 切线 点 在 时 
的 左 侧 , 因 此 可 以 考虑 (4) 式 中 z < ¿ 的 情况 , AB 段 的 
KEY SLES 


> d» _ 1. Ra, ,2 | 
水 平 切线 назе зда ET = MA. Xr)! + > х) (11) | 
求 得 。 令 上 式 等 于 0 来 求 +, 的 值 , 亦 即 % 

ИІ 11-15 241. E 

TIT (За + р) (12) 7 

处 的 切线 是 水 平 的 。 将 ri 值 代 人 (6) 式 , 旦 z<, ABR : 

22-2 2Ра352 
Elly lm = 7 SE (13) 


ЕЙ 11.13 ЖЫ 11.12 中 的 梁 为 圆 形 截 面 , LEBA 2.5 in,a=6 ft, b =3 ft, EHA 
P = 6000 lbf, RAYA ЛИН ЕЕЕ ХӘН. E E = 30 x 10 bf/in2, 
М ЕРКЕНЕШИНИЕОУ 


= 40° = 502.5 in)! = 1.917 іш? 
根据 题 11.12 的 (10) 式 ,得 力 P fE ДОМЕ ЕУ 


P. 33 
[yleze =- TERS 
将 有 关 数 据 代入 上 式 , A 
і»1,-. -- 一 一 一 (6000 0) (72 in) "36 т --0.480 іп i 
3(30 x 10° lbf/in") (1.917 in*)(108 іп)? ` 
AODA THR KS E EF 


_ -2aL 206 0 (0f) _ 
T1 a4 b ` 18F + 3 5141 


11.4 fl Eh 


427. 


Ш11.14 


Em 11,15 


由 {13) 式 得 到 所 要 求 的 最 大 挠 度 值 为 
[y] т 2РаЗЫ 
Virza ” 3{3a + EYEI 


2(6000 lbi) (72 in)3(36 in)? 


77 3[03)(72 in) + (36 jn) 12(30 x 10° Ibf/in2) (1.917 int) 

= – 0.522 in 
如 图 11-16 所 示 , 初始 水 平 的 梁 ABC, 在 C 处 固定 , 在 B 处 为 光滑 滚动 支 座 , 梁 全 
长 上 作用 有 和 集 度 为 w 的 均 布 力 。 力 作用 后 , B 处 人 为 地 发 生 一 向 上 的 位 移 4, 从 
而 使 粱 形变 成 为 图 中 虚线 所 示 。 求 强 如 位 移 后 , B 处 约束 反 力 Rp。 


М ЕР 梁 的 约束 反 力 有 Re、Re 和 力 偶 Me。 运 用 奇异 画 数 法 写 出 梁 的 挠 曲线 微分 方程 , 为 


Фу 2 1. 
B+ Raíz = 2) ы. 
积分 :一 次 ,得 
бу. шау Rs; O LV 
Е 2 = - Ж ЕР z с (2) 
第 一 个 边界 条 件 : 在 z=3L/2 处 , dy/dr=0, БА (2), 
3; 2 
о-- 2(21 | + Rs +C; 
由 此 得 
еі а ВЫ? 
C= ptl = a (3) 
再 积分 一 次 ,得 
4 R T 3 21 
Ely =- 2 £ + — 1,2) + (Bul? — Ra МІ (z) + C; (4) 


第 二 个 边界 条 件 ; 在 r= 3L/2 4 y=0;f АЯЙ, Ж 


араара. 
| (8)(16) + 321+ Rs| 6-4 |+ Со = 0 


由 此 得 
Gas Вая + вы? 
在 点 B 处 的 强加 位 移 为 第 三 个 ,也 是 最 后 一 个 边界 条 件 , 即 在 > = L/2 处 ,有 y= a, HERRA 


(4) 式 , 有 


и L) 9 3 L [£ 81 , 了 3 
Ela, = Ar +0+ (Ва. - въ) Е) - ы. + 128и. 
从 中 可 解 出 Rs 为 
3EIA 17 
Ra = бз 68 eL 


如 图 11-17 所 示 水 平 梁 AB, A 处 固定 , B 处 的 支 座 可 在 坚 直方 向 自由 移动 ,但 不 能 
旋转 。 受 集 度 为 w 均 布 载荷 作用 , 若 当 发生 图 中 虚线 所 示 的 找 曲 后 , 求 B 点 的 铅 
直 位 移 。 


228. 


第 1 章 ЕНИ 


图 11-1? 


Қ ғ 此 题 梁 的 挠 曲线 方程 为 


积分 一 次 ,得 


第 一 个 边界 条 人 性; 在 :c= 好 ,dy/dx =0, 将 其 代入 (2) 式 ,得 Cl=0 。 畦 积分 -- 次 ,有 


sx 2 


d? М 
Е 5 =- Ma (2)? + Ra (a)! - Ші 
ж 


а 2 1 3 
EMR 
dr 2 2 3 


2 Ra fp? 34 
Ely =- М, s: + з - ші 


+ Ca 


E х=0 0, у= 0,00 — НАИ, НЯ C2=0。 


ВЕШ E z= 工 Ж, ду/іх = D, 将 此 信 代 入 (2) 式 ,得 方 得 


_ Клі? ша 
0= MAL + 6 


根据 静 力 学 有 两 个 半 街 方 得 


р? 
У) м, = М, + Ma - 0 = 0 


IF, = Ra- ш = 9 


联 立 求解 方程 (4) (5) 和 (6) 式 ,得 


Ra = шї. 
Ma = 221.213 
Ma ~ 12/6 
将 上 列 各 值 代入 (3) 式 ,得 
即 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 
(6) 


Й 11.16 如 图 11-18 所 示 的 县 璧 梁 48B, ВЖЕ, А 处 用 匀 链 支承 在 部 分 浸没 在 水 中 的 


L 


图 11-18 


——— - "w — 


Merg euan ла та айынын оталып 


1.5 可 题 


题 11.17 


题 11.18 
911.19 


М 11.20 


FRE, ЕЗІН ОУ Er, S ES L.A ДЕН Е, R B 处 的 约 
REHE, 

解 EF ШЕРА Рол, ТИТЕ 4, 根 据 阿 基 米 德 定理 , 肖 块 受到 的 浮力 Ка STFI 
4 时 排 开 水 的 重量 。 若 译 块 的 机 截面 积 为 A. 水 的 比重 为 7, 那么 


ААУ -- КА (1) 
对 于 图 示 的 坐标 系统 ,有 | 
中 
El 12 = Rar — Fr (2) 
积分 一 次 , 得 
Е Елу Fte (3) 
ЖОО. ТЕ z = L 处, dy/de =0, 因 此 由 (3) 式 ,得 
2 Ra? 
o= E aa 
HRR, 得 ， 
Ely = Ra. z F zt (ЕЛ Еа), о. (4) 


2 3 2 3 2 2 
另 一 个 迪 界 条 件 : 在 z= 工 处 ,y=0, 由 (4) 式 ,得 


Ral? 3 
所 以 梁 AB 的 挠 曲线 方程 为 
2 3 3 
Ely а Ss EZ Rik) a y a -F (5) 
现在 求 zx=0 WAHRE., BOR, 8 
R 
在 *=0 处 ,根据 (5) 式 ,得 
RaEI Ra Е 
AY 7202 3 
可 解 出 
时 
_ 3 
Ra = Lš ,EI (6) 
3 дау 
根据 静 力 学 平衡 方程 ,有 
Х.М, = ВА. — FL + Ma = 0 (7) 
ОЖК АСТ), ЗІ 
_ 3FLE 
Мв = L Agy + 3ET 
11.5 J 题 


ЕНЕ R EE 11-19 所 示 , 受 两 个 集中 力 呈 的 作用 , 试 求 梁 责 端的 约束 反 力 。 
(ЖЖ. ЛЕ АР/3(1)0,Р1/3СО УН 2Р/3С 9 

ЖЕ И,17Ф ЕЕЕ ЕТІҢ ЕШІ/ЗЛРЫННАНЫН. (ЖЖ :7РІ,3/486 ЕТ) 

W 11.17 PREHR АКФ 6 Ті-4А1-3М-ІУ, ЖТА RIRA 175000 ]bf/in?, ҰЯ 
截面 为 2 inx 5 ip 的 矩形 ,安全 系数 为 1.4。 试 求 每 个 力 PP 的 最 大 许可 值 。( 管 案 ;17400 ibi) 

左 端 固定 的 梁 在 谍 固 定 端 工 pE, it A bhaae hH p 作用 , 如 图 11-20 所 示 。 求 所 有 的 的 


ЖБ. CEREM oL- FPO), Ew? -EPLO ) RER + 了 (4)。) 
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ШІНШІ 
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е 
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图 11-20 


图 11-19 
Æ 11.21 ШИЕЛІ ВЗ ЖЕНЕ, КАН Ар ВРЕ, ЕЕН Р F 65 


ЖЕН, 263Е,7ш2/120) 


| 


Ё 11-21 
ЖЕ 11.22 如 图 11-22 Br S, EHRE, ЕР НО, ЗЕ M 作用 。 求 右 支 座 处 的 约束 上 反 力 。 


(W3E.3M:a(a +26)/ (20а + 6)3)) 
Ж 11.23 如 图 11-22 所 示 梁 , 求 其 在 力 偶 Mo 作用 点 处 的 措 度 。{ 管 案 ; Mia bla? +262)/ llat b) EI) 
题 11.24 如 图 11-23 所 示 , ВАВ 和 CD ERIA R E ИЕ, 受 图 示 5 kN 集中 力作 用 , 两 县 梁 均 为 
钢材 ,下 =200 GPa, 对 于 梁 AB, I =20X1I0 mm; ЯЕ CD, I = 3) x 105 mm*。 求 上 处 的 作用 


力 。( 管 案 :398 М) 


图 11- 22 


图 11.23 Е 11.24 


11.25 11-24 ЕЕ АВ, 截面 为 工 字形 9152Х23,1-11.7х106 mm, CD 9464 的 贺 截 面 
铅 直 钢 杆 ,直径 为 3 mm, 梁 和 钢 杆 的 杨 氏 模 量 均 为 E =200 GPa 
由 于 制造 误差 , 钢 杆 的 D 端 在 梁 上 面 5 mm 处 , 如 少将 钢 梓 的 D x RUB BJ B 点 强行 连接 起 
来 , 且 无 其 它 任何 载荷 作用 , ЖЖ CD 的 畏 向 应 力 。( 答 案 ;106 MPa) 
题 11.26 -АНЫХЕ, 在 其 右 半 部 分 作用 有 均 布 荷载 . 如 图 11-25 所 示 , 求 所 有 的 约束 反 力 。 
(答案 ; 左 端 :3wwL /32{ t ),SzoL2/192( 2 ;有 端 ;13wL/32{ 1),11wL?/192( 2.) 


8 ft R fl 


图 11-25 i 图 11-26 


ЖА 11.27 ЖШ 11.26 所 述 粱 中 点 处 的 挠 度 。 (答案 :roL47768ET) 


11.5 = 题 "Bi. 


Æ 11.28 


ШІ 11.29 


H 11.30 


EA 11.31 


EF 11.32 


— 16 h BJ BE, EEA EAR НЕЕ ЕН В Б — КАСР Е ШЕ 11.26 也 示 。 WF 
为 钢材 ,长 12 R. RRRA 0.5 i, Е, = 30 х 10° 16: ЖМ, ШІН 4 inx8 in EE, E, 
=1.5x 105 lbf/inz。 求 铅 直 岗 杆 的 应 力 。( 管 案 :2960 [bf/in?) 

如 图 11-27 所 示 梁 , GAREA E1, 在 A а, B 处 用 刀口 支 座 支承 , ЧН C Sh EBI f Mas 
ЖС, CFR: MiL AED 


4 = ББ 


图 11-27 


ШІН 11-28 所 示 ,长 3 m BJ ЖҒНЕ, КІШ 5 100 mmx 200 mm 的 矩形 , МЖ ХЕ, E = 110 
GPa, 自 由 端 (未 受 力 时 ) 位 于 一 劲 度 系数 为 15 kN/m А ЗАЕТИ E 3 mm 处 ,在 梁 来 端 作用 一 向 
下 的 力 P=7000 N。 求 在 该 力作 用 下 弹簧 顶端 的 形变 。{ 答 案 :4,72 mm) 


如 图 11-29 BUR, Ж AB 两 端 固 支 ,承受 均匀 变 集 度 的 分 布 戴 荷 作用 , RRAK ЕР ЕН, 
{答案 ;及 ЎТ: 101.2/30( ГІ ЎН: 2/20 v )) 


图 11-29 


Ж АВ EENES, FRE, ЛЕН E ERAI ERE ОЯН, mE 11-30 Ж. ЖА 


wala, 
处 的 铅 直 反方 。( 答 案 ; Қ-А 10125155512» I5(L;+ L,2IL - LY- 2L2(L;+ L3) 一 


3L,(L; + LY -4(L, 81,37) 


图 11-30 


' 232 - TIRE HPEH 


11.33 如 图 11-31 НЕЕ МЕНЕН ЕЛ. ЖИЕНІН. (OE: Ra = 668 
ІМ, Ra = 120651 lbf, Re = 7271 ІМ) 


6000 Lbf 14 000 ІМ 


| 9# |. ilf 
ШІ 11-31 
题 11.34 各 图 11232 ҒҒ СЕНЕР EERE EAR НЕЕ ЛЕН, SEN XE H. ЖА.В.СЖ 


DD 处 的 约 东 反 力 。( 管 案 : Ra = 0. 38301 (1), Ев = 1.203010). Re=0.450wL{ 1) , Rp = 
-0.033wL{ | )) 


РЕ 
Же 
9 


Pg 11-32 


Æ 11.35 如 图 11-33 所 示 梁 , 左 端 A REW B AARE ЫН HSE OK. ПЕЕЖаВКЖЫНЖ 
EAF, АЛИ KA Shi К, СЕЖ:А-16ЕР/І,9 


图 11-33 


= “> аа. - `" oa А ` ， 220 , И А 2 КИ 
шамы ананы алла лы ыны лалы а аны лай рева т тоста нан аннан ттан сыналы алы лан тазе поттер 
EE лалық жал жш алаша аал аа наана 111 анаа жа жал ааа R жата DE оа аа на EEC ада та аа а EE лша ғ. a латттаі та тал жететін. EO aa DLL та а ааа аа ааа аа O а ы ааа а а а od a 


тә 


Ж1і2ж 3 tk MR XE +C éh 435 2k J XS 


12.1 前 切中 心 


在 题 8 .1 中 建立 的 简单 弯曲 公式 o= My/T, 只 是 在 引起 弯曲 的 横向 载荷 作用 在 梁 横 戴 面 
的 对 称 面 内 时 才 是 正确 的 。 很 明显 , 在 这 种 载荷 作用 下 , 梁 是 没有 扭转 的 。 然 而, 更 一 般 的 情 
D TRARRE RANKA, 但 还 要 求 使 粱 在 横向 力作 用 下 只 产生 弯曲 而 不 产生 扭转 。 每 个 
弹性 梁 的 横 截 面部 存在 这 样 一 个 点 ,横向 力 通过 这 点 作用 时 梁 只 产生 弯曲 ,而 不 产生 招 转 , 该 
点 被 称 为 剪 切 中 心 。 通 常 , 确定 剪 切 中心 的 位 团 是 很 困难 的 , 并 且 需 要 应 用 弹性 理论 。 但 是 ， 
本 章 中 我 们 仅 考虑 只 有 一 个 对 称 轴 的 薄 壁 开口 哉 面 梁 , 且 作 用 力作 用 在 垂直 于 该 对 称 轴 的 平 
面向 。 因 而 将 能 在 梁 的 这 个 对 称 轴 上 找到 剪 切 中 心 的 位 置 。 作 为 应 用 见 题 12.1~ 题 12.4。 


12.2 FEXR H 


通常 粱 的 横 截 面 是 非 对 称 的 , 或 即使 横 截面 是 对 称 的 , 但 是 载荷 并 不 在 对 称 轴 上 。 以 上 两 
种 馆 况 的 任何 一 种 情况 ,用 题 8.1 中 所 得 到 的 表达 式 о = My/1 来 计算 弯曲 应 力 都 是 不 治 当 
的 。 一 种 方便 的 方法 是 把 弯 矩 在 横 截 而 上 分 解 为 沿 > Me 轴 方 向 上 的 分 量 , 如 图 12-1 "8% 
хиты, 


ЕҢ 12-1 


在 题 12.5 中 由 坐标 yx 确定 的 一 点 处 , 弯曲 应 力 为 
(M,I, + M.L, )y + (- MI, — M,I,)z 
D É. (12.1) 
式 中 r, 和 二 ОЯН X: y 和 z ИМЯ, 1 为 惯性 积 ,这些 数值 可 以 根据 第 7 音 的 方法 
确定 。 与 外 梁 上 有 一 个 中 性 轴 , 该 轴 上 的 纵向 纤维 不 受 任何 法 向 应 力 , 而 且 中 性 轴 通 常 既 不 重 
直 于 作用 力 平面 , 也 不 和 任何 一 个 主轴 重合 。 作为 应 用 , 见 题 12.6 和 题 12.7。 题 12 8 提出 
了 一 种 确定 弯曲 应 力 的 计算 机 方法 ,并 在 题 12.9 和 题 12 10 中 举例 应 用 。 


12.3 [H 梁 


在 机 械 设 计 或 其 它 领域 中 有 时 会 遇 到 初始 曲 梁 . 这 里 ,我 们 仅 仪 考虑 这 样 的 弹性 梁 , 对 十 


i esa a 
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它们 , 曲率 平面 就 是 节 ЕНЕРІ, НАН ЕЛМЕН МЕЙ АЖЕ. НЕН АН 


的 是 ,中 性 轴 不 肯 经 过 横 截面 的 形 心 , 而 是 疝 梁 的 曲率 中 心 移动 一 个 用 у ЖЕНЕ. ЖТ 
横 截 面 上 的 弯曲 应 力 分 布 实际 上 是 双 曲 线形 的 。 在 题 12.11 中 将 说 明 , 这些 应 力 可 由 公式 

My 
TA5lr +y) 
给 巾 , 式 中 MESE, A 是 横 截 面 面 积 ,> EPER Р, у 表示 由 中 性 轴 到 任意 纤维 
的 距离 。 作 为 应 用 , 见 题 12.12。 册 于 计算 曲 梁 的 弯曲 问题 较 繁 琐 , 因此 这 类 问题 适合 用 计算 
机 计算 ,在 题 12.13 中 编制 了 一 个 FORTRAN 程序 并 在 题 12.14 和 题 12.15 中 作为 例子 应 
H. 


g (12.2) 


12.4 Й] 题 
12.4.1 ШАЛУ» 
Eh 12.1 确定 如 图 12-2 К Ж ЕНОМЕНИ ЖС B PPR INI ІШ ІН, 


М EF 由 于 梁 仅 产生 弯曲 而 不 产生 扭转 , 所 以 整个 横 截 面 上 的 


法 应 力 按 照章 曲 公式 z= My/ Ж. ЖІ, БЫН 8.19, HAE 
А ТРЕ ТАЧКЕ РУ НЕ ВЕРЕ ФЕ, Елін Ті 


xpe 
r= da 
ТАРЫ 


确定 ， 

如 题 8.19 中 所 述 ,由 于 存在 这 些 水 平 葛 应 力 , 所 以 在 垂直 于 
轴线 的 模 截 面 上 一 定 有 相同 集 度 的 前 应 力 。 在 图 12.3(a) 中 将 这 
毕 剪 羽 力 表示 为 沿 着 机 截面 的 中 心 线 切线 作用 ,而 且 习 惯 上 认为 

% 12-2 DERRERS: 均匀 分 布 ,垂直 于 图 帘 面 中 心 线 的 前 应 
力 可 咯 去 不 计 。 在 图 12-3(a) 中 , V 表示 分 布 区 应 力 的 合力 ,显然 
它 沿 错 育 方向 作用 。 因 为 水 平 对 称 轴 上 ,下 174 环形 前 应 力 的 水 平分 量 可 以 互相 抵消 


y = R соз R 


ба) {by 


图 12-3 


我 们 来 考查 用 0 表示 的 任 -点 处 的 能 应 力 r, 如 图 t2-13(b) 所 示 , 若 要 由 关系 式 
v E 
г Al yda (a) 
Ya 
确定 该 前 应 力 ,必须 计算 I 和 上 式 中 的 积分 。 按 第 Ep, 该 积分 表示 阴影 面积 关于 对 称 轴 
的 一 次 护 。 可 以 引入 “个 如 图 12-3fb) 所 未 的 辅助 变量 at0< ax 拉 人 来 完成 上 述 积 分 运算 。 于 是 


чарар т, 


we т тв амт м лам es s 


90 уағы mas 


124 f Е r 235 ° 


[за = f (Rea) Ско) — Ritsing (b) 3 
ža 0 ; 
m, УА ЭС РУ Тәр EE 35 
ж à ` 
I= ЕЕ? - | (Reos0)2:Ra0 = жігі (С ; 


现在 可 以 由 faj fb) 和 (c) 式 求 得 由 9 表示 的 任 一 点 处 的 前 应 力 , 为 


在 面积 (00), TETA 


Vp = 2V i ) 

r= GR R tsin] ЕТЕ në (d) : 

这 些 分 布 前 应 力 对 任 -- 点 ,比如 说 O 的 力矩 一 定 等 于 合力 对 同一 点 的 力 给 。 这 样 ,由 平 r 作用 | 
: 

! 


Ш-ж L 
j 2 | (Rr:d8)R = Ve 
8-08 і 


国 此 , 求 得 前 切中 心 的 位 置 为 


4R 
e= 


12.2 试 求 图 12-4 PR E ER o УЕА ТЕЕ : 为 常数 ， 


H 12-4 图 12-5 ІҢ 12-6 


解 ЕР 根据 题 12.1 给 出 的 推理 ,整个 截面 上 的 前 应 力 分 布 如 图 12-5 БЕ. ШЕ E 
ЕЖА УКРАЛ ЖЕ, АУЛАУ у 表示 ,党 铝 直 方向 作用 ,首先 考查 
上 部 竖 直 部 分 AB ШЫ. 如 图 12-6 FR. EMY 4 以 下 ,距离 为 y 处 的 前 应 力 由 下 式 


yee 

r= ле) не (a) 

给 出 。 式 中 积分 表示 阳 影 面积 关于 对 称 轴 的 一 次 矩 ， 它 可 以 根据 阴影 面积 yr、 阴影 面积 形 心 到 对 
称 轴 的 距离 , 也 就 是 (2- y/2) 的 履 积 来 计算 。 所 以 у 处 的 前 应 力 汶 

r= А 2- >) yt (b) 


此 处 要 注意 , V 和 了 分 别 基 作用 在 整个 权 截 面 上 的 前 力 和 整个 檬 裁 面 的 惯性 年 。 作用 于 紧 直 区 
E AB 上 的 合 前 力 vi, 如 图 12-7 所 示 , 可 以 由 积分 


x=i А , 
Мт анбур) = + (e) 

求 得 
其 次 ,考查 在 上 部 水 平 区 用 BC 的 剪 应力。 如 图 12-8 所 示 , 与 点 B HEX? ТІГЕ 


《a) 给 出 ,此 时 式 中 的 积分 表示 图 12-8 中 阴影 面积 关于 对 称 辅 的 一 次 矩 。 经 观察 积分 值 为 (1Y{1) 
(1.5) + (r) CX), EE r 椒 的 前 应 力 为 


r= 11.5 e] (d) 
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AH, УІ ЛЕ ЕЕ НЫ ӘНЕ. тн 12-7 АШЫ ал V, 为 
3% 


(e) 


lin 


lin 


图 12-7 图 12-8 


面积 。 
国 为 对 称 , 所 以 下 部 有 关 区 段 截面 的 为 与 凸 面 求 得 的 这 些 力 相等 。 这 些 力 对 任 -点 ,例如 图 
12-? 中 的 ОМИН ESE hy 对 同 -- 点 之 短 。 央 此 ,有 一 2V1(1) +2V,(1)= Ve, BB 


4: 
Ес (f) 
最 后 ,了 可 以 根据 第 ?7 章 的 方法 求 得 ,为 
= 150004) + 2[(1)44)(1)2] = іш o 
因此 根据 (让 式 , АЛЫУ; 
— j . 4. f 
“ 3022,33) 22 二 0.182 іп (hy 


值得 指出 的 是 ,由 于 选择 O 点 为 短 心 所 以 不 必 计 算 V 
R 12.3 如 图 12-9 所 示 , 薄 辟 矩形 截面 有 一 个 狭小 的 切口 , HER 为 常数 。 试 求 其 前 切中 


心 。 
C B 
50 mm і 
Т“ — А 
50 mm 
Y 
| 50 mm | 
ІҢ 12-9 ЕЕ 12-10 


解 ” BF 可 将 本 题 截面 看 作 题 12.2 中 的 “ 帽 形 "截面 的 突出 外 绿 向 下 弯 向 对 称 轴 。 WERA 
wE 12-10 所 示 , EGA V т њр) рУ H 0237, 首先 考查 竖 直 部 分 AB 的 前 应 力 , 见 图 
12-11. ЖН ЕЈР 处 (假设 切口 的 宽度 忽略 不 计 ) 的 前 应力 仍 可 用 公式 
C 
r= = yda (a) 
9 
ИЯ, АНЕ нн RERA R Ға -а ОИК ЕТУІН Ж ҰҒЫ БИІНЕ 
的 -次 短 , 即 使 纤维 bb 比 oa 离 对 称 办 更 近 , 这 也 是 正确 的 。 这 种 解释 的 依据 滨 于 第 7 EH hE 


由 于 全 部 截面 是 攻克 的 ,所 以 计算 时 习惯 上 仅 用 省 义 尺寸 , 并 忽略 在 不 同 部 分 交叉 处 的 微小 重合 


To te rp ne , 


== wu ee rr r te eee TT 


Re a =" r. 


12.4 #l 题 


. 237. 


ХД 12.4 


会 式 的 推导 过 程 。 БИАТ y 与 其 形 心 到 
对 称 届 的 距离 z/2 HRI. AIETE x 处 的 前 应 力 为 


УГ = |- у= 
= пі ~ 21 (b) 


如 图 12-12 所 示 , 作用 在 竖 直 区 段 AB 上 的 前 应 力 的 合 
АУ, 可 由 下 述 积分 


*z = 90 
v, =| пах = 7 = 2.08 х 10% м (с) 
3) 0 


求 得 。 图 12-11 
其 次 考查 上 部 水 平 区 段 BC HYY. ШІ 12-13 
Bh zs, B AE r 处 的 谭 应 力 仍 可 由 (a) 式 计算 。 此 时 {a) 式 的 积分 代表 图 12-13 中 的 阴影 面积 
关于 对 称 轴 的 RE, 由 (a) 式 ,得 
50У (4) 


г = TL (z)()50 + (50)(2)(25)] = > (z + 25) 


ТЕ mm 


ТЕГЕ 
C 


| 


图 12-12 图 12-13 


== 


其 | 


50 mm 


作用 在 水 平 区 段 BC 上 的 前 应 力 合力 V,, 如 图 12-12 所 示 。 可 由 下 述 积 分 ， 


Е 


г= У V; 
v, -| тас — “(т +25)dr = 1.25 x 10534 (e) 
і-0 9 І 


求 得 。 由 图 12-12 可 条, 前 力 V. V. 和 v, на ан 侣 点 的 力矩 之 和 … 定 等 于 合力 V 对 
该 点 的 力 窍 ,因此 2(50V1)+2(50V2) = Ves (ORHI У, 和 te} 式 的 Vy 代入 ,有 


2.1 x 106 Малда 3 уг (0 
е = 1.46 х 107 二 (g) 
面积 的 二 次 条 为 
I = 4 а» |+ 215005032] = 4.167 х 10% 
因此 ,可 有 
_ .46x1027 | 
T4167 x 0 3 mm 
这 样 就 确定 了 前 切中 心 的 位 置 


图 12-14 薄 壁 截面 的 厚度 ; 为 常数 , 求 其 前 切中 心 的 位 置 。 
М ІС 前 应 力 的 分 布 如 图 12. 15 Вія, ВЕЕ УЖ Ау, 首先 求 水 平 
KE АВ ВЭЛ). WE 12-16 所 未 ,与 A HEB x 处 的 前 应 力 仍 可 由 下 式 计 算 ; 


yv с 
T= i yda (a) 
mn 
即 
< ооо = 3 (b) 


i 
f 
Ч 
Я 
i 
k 
| 
| 
! 
ғ 
і 
: 
і 
i 
: 
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Lin 2 in 


Е 12-14 B 12-15 


作用 于 АВ 区 段 上 的 У,, WE 12-17 ж, 可 以 由 积分 


і-2 2 
v, -Í rtdr =f Уш, = 6% (е) 
тей 0 


如 图 (12-18 AR, EEE BC 与 B 相距 y 处 的 前 
应 力 仍 可 由 式 (3) 给 出 。 此 时 (a) 式 的 积分 表示 图 12-18 所 
示 的 阴影 面积 关于 对 称 轴 的 KE, TA ВНТ 
部 分 ,引入 图 示 的 辅 山 变量 w 来 计算 积分 是 最 简单 的 ,因此 


r= МЕРІШЕ 


+ | u 5% (1.80 — u )sin56"20' Т 
u= 


- TG + Зу — 0.416у1) са) N | 
112-16 图 12.17 中 作用 在 整个 倾斜 区 段 BC 上 前 应 力 的 合力 vs x 
为 L 
x= 1 80 1.80 : 
у= | dy = I Ker 3y- 0.416y2)dy = 14.85 V; le) x 
-350 0 
由 图 12 17 可 知 ,为 Vi、 У: 和 VRHE -点 ,例如 O 点 的 力 息 之 和 一 定 等 于 合力 V 对 该 点 的 力 
ж, ІНІН 
1 
Зіл | 


[8] 12-17 H 12-18 


12.4 H B 152397 


2(3 Vi) + 2( V;sin56°20') = Ve 


将 (e] 式 和 (e) 式 代入 上 式 ,得 到 
6D.8/ (D 


ЯЕ 
s= 1.80 
Е ШЕР + 2[(2)(:)(3)2] + 2f В [1.5 + (1.80 – z)sinS6°20 ]2ғаи 


求 得 ,和 且 有 [= 57.21, 于 是 


这 样 就 确定 了 前 切中 心 的 位 置 。 
12.4.2 ЗЕТЕ h 


12.5 考虑 一 个 承受 纯 弯 曲 的 任意 非 对 称 截 面 梁 ,如 图 12-19(a) 所 示 。 推 导 截面 内 任意 一 
点 处 弯曲 应 力 和 弯 矩 之 间 的 关系 式 。 假 定 胡 克 定律 是 适用 的 。 


图 12-19 


Ж св Biji M 作用 在 与 ， 辅 和 > 轴 均 斜 交 、 过 形 心 的 平面 之 内 。 将 力矩 M E yz 轴 进 
行 分解 , 记 作 M, f M. 将 是 最 方便 的 , 它们 的 正 向 用 双 箭 头 矢 量 表 示 , 如 图 12. 19(b)。 

根据 是 8.1, 假设 弯曲 之 前 为 平西 的 横 蕉 面 在 受 力 后 仍 保 桂平 面 是 合理 的 ， 但 是 ,此 处 所 考 
ЕУ) ~- 般 情 况 是 ;在 zy 平面 内 有 一 曲率 半径 p,, 并 在 re 平面 内 有 曲率 半径 bc,。 因 此 ,与 题 8.1 中 
的 (1) 式 类 似 ,对 于 图 12-19(b) 中 所 示 的 面积 da 内 的 纵向 纤维 , 其 法 向 应 变 为 


e= (1) 
P D, 
因为 胡 多 定律 是 成 立 的 ,应 有 


此 法 向 应 力 或 弯曲 应 力 表示 在 图 12- 19(b)rE, 
作用 在 整个 模 截面 上 的 法 向 应 力 的 合力 为 零 (对 于 纯 窗 曲 情 况 ) 这 个 条 件 将 表达 为 
Еу E 
| oda -0 或 pR la = Ü 


积分 在 整个 横 截 面 4 bitti ЕВЕ Е о, fla, 为 常数 , 所 以 有 


E 
Ton + = 
бг | yda РА ЕС 0 (3) 


ЖЕНА ОРЕЛ Ар J AN 为 零 ) 即 可 成 立 ,这 就 意味 着 应 将 ye 坐标 系 的 原点 选 在 
REE EED AE, 
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由 图 12-19(b) 显 然 应 有 

2 
Еу Ра 
ҒА бу 


м, = | oyda = Í, 


ЕЁ Er 
арт КЕ? + a ada 
式 中 第 一 个 积分 表示 横 截面 面积 对 x 轴 的 惯性 年, 第 二 个 积分 {正如 第 7 章 中 所 提 到 的 ) 表 示 横 截 
面积 对 y 和 < 轴 的 惯性 积 。 应 用 第 7 童 的 符 粤 记 法 ,上 述 最 后 一 式 成 为 
5 (4) 
Pz Py 


由 图 12- 19(b) W 3845 2: 8 


E Ez’ 
M, =- | еда =- | [2=, E) da 
A А Pz бу 


(5) 
__ Е Е, 
Pe by 
联 立 求解 方程 (4) 式 和 (5) 式 , 得 到 
- M.I, — M.I, 
1 _ У ы (в) 
Рә EUI- P.) 
上 = Мя М» (7) 
0: EI,- P.) 
将 (6) 式 和 {7) 式 代入 (2) 式 ,得 到 厅 曲 应 力 为 
- Md, + Me)y + (= MJ, - мА, )з 8) 


I- B, 
(8) 式 叫做 广义 村 曲 应 力 公式 , EIERE RETO RER EEF EETA Y SARRE 
适用 的 ,对 于 特殊 情况 M. = I, 二 0( 表 示 y 轴 和 z MAE 
轴 , 并 且 仅 在 z 轴 方 向 村 曲 )。 由 (8) 式 导出 s = M.y/ L, 
与 题 8.1 中 的 (9}) 式 相同 。 

根据 定义 , 沿 中 人 性 办 的 纵向 纤维 不 受 纵向 应 力 , 所 以 令 

~ 二 《8B) 式 中 的 应 力 等 于 稚 就 很 容易 得 出 中 性 轴 的 方程. 因此 
y МІ + Mde 


中 性 轴 b = MT (9) 
AP Ü 表示 中 性 轴 的 倾斜 角度 , 如 图 12_20 所 示 。 通 常 ， 

图 12-20 中 性 轴 既 不 与 外 力矩 的 作用 平面 垂直 , 也 不 与 任 -主轴 重 
ғы 


题 12.6 如 图 12-21 所 示 ， 矩形 截 丰 梁 受 外 力作 用 ,该 力 产生 一 个 数值 为 2000 bf ft БІЗ, 
HSEEE у 轴 成 30° 的 平面 内 ， 求 粱 上 的 最 大 拉 、 压 应 力 。 
М ЕР 将 2000lhf'ft 的 穹 算 用 双 第 头 的 实 线 矢量 表示 在 图 12.22 F, EE y 和 z FAHS 
分 其 {虚线 矢量 ) 也 表示 在 图 中 。 这 种 简单 的 失 基 表示 方法 使 可 求 得 分 量 为 
М, = 2000sin30" = 1000(1bf + ft), 
М, = 2000ғоө30" = 1732(1bf ғо 
ШҚ 7.3, 可 有 


I, = EOG) = 13.5Gin9) 
I. = 53M6} = 54(in9) 


此 外 ,由 于 y W 轴 均 是 对 称 四 ,所 以 它们 是 模 截面 的 主轴 ,而 且 由 第 7 章 知 , Хай 
的 惯性 积 为 零 , 即 L 一 0。 


根据 题 12.5 中 的 (9) 式 可 得 到 中 性 轴 { 通 过 形 心 ) 的 倾斜 角 为 


124 8 题 + 241 + 


12.7 


载荷 平面 


біп 


- 41000) (54) + {1732)(0) _, 31 
(1732)(13.5) + (1000)(0) < 


e = 6640 

根据 题 12.5 所 述 , 没有 理由 认为 中 性 轴 是 载荷 平面 的 法 
线 , 如 图 12-23 所 示 。 

在 题 12.5 中 , 假设 发 生 羌 曲 时 平 截面 仍 保持 为 平 
面 ,所 以 初始 平 截面 绕 中 性 轴 旋 转 , 如 图 12.23 所 示 。 由 
于 应力 和 应 变 因 与 中 性 轴 的 距离 不 同 而 变化 , 显然 最 天 
ТЕТЕ В 点 、 最 大 压 应 力 产生 在 A 点 , 亦 即 均 为 
离 中 性 轴 最 远 的 点 。 将 这 些 点 的 坐标 和 弯 矩 分 量 代 入 是 
12.5 的 (8) 式 ,得 


载荷 平面 


图 12-23 
PRS Г(1732)(12)(13.5) + 01(3) + [— (1000)(12)(54) — 010-15) 


(13.53(543- 0 
= 2480 Ibf/in2 


[01732)(12)(13.5) + 01(— 3) + |- (1000) (12)(54) — 0101.5) 
A. (13.5)(54) — 0 


= 2480 lb{/in 
角钢 L 127 х 127 х 22.2 的 截面 尺寸 和 形 心 如 图 12-24 所 示 , 截面 关于 形 心 轴 y、z 
的 几何 特性 为 ,I= 1, =7.41 X 10 3, I, = 一 4.201 x10 mt。 载荷 M, = 0, 
M. =]10 ЕМ: з 求 中 性 轴 的 倾斜 角 和 A 点 处 的 弯曲 应 力 。 


М ЕР REAIS 中 的 {9) 式 ,得 出 中 性 轴 的 倾斜 角 为 
ü+ M,(— 4.201 x 10 m°) 
M, (7.41 x 10 5 ra) + 0 
-- 0.567 

а = ~ 29.5° 
如 图 12-24 йт. ЕНЕВ z ЖЕНЕ Т ЕТИШЕ РЕ, 因为 按照 图 12_20 所 示 , a 的 正方 
向 取 为 道 时 针 方 向 , 

МА 的 坐标 为 y= z= 一 39.9 mm, 因此 由 题 12 .5 中 的 (8) 式 知 A 点 处 的 应 力 为 


гапа = 
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中 性 轴 


B 
22.2 тт 


39.9 mm 


y 


图 12-24 


a = [(10000 N - m)(7,41 x 1076 mf} ~ 0](— 0.0399 m) 
+ [D - (10,000 N - m)(— 4.201 x 10 $ mt) Jf- 0.0399 m) 17.41 x 10° mt) 
(7.41 x 10 $ n) — (~ 4.201 x 105 032) 
= — 124 MPa 


题 12.8 编 一 FORTRAN В, ЖИ 12-19 Br 55128 HI dE XPE E SP Eyl pl 2 ji Ez 25 
和 中 性 轴 的 方向 。 
М F 置 12.5 中 的 (8) 式 给 出 了 待 求 的 应 力 .(9) 式 给 出 了 中 性 向 的 方向 角 。 守 和 矩 分 量 M, 和 
M, 的 正方 向 如 图 12.19 所 示 , 其 它 的 符号 如 题 12.5 中 定义 。 编制 的 程序 如 下 : 


OOO l0.tasanaaassaaqasaaqaaasasasaqakanaqawakasasaaqaqakanaqawkasqaaaqkakaha 


00020 PROGRAM BEND (ІМРОТ,ООТРОТ) 

tb TT vetty tpt 
00040* 

00050% AUTHOR: KATHLEEN DERWIN 

00060% DATE : JANUARY 27,1989 

00070% 

000804 BRIEF DESCRIPTION: 

000904 THIS PROGRAM CONSIDERS A BEAM OP ARBITRARY UNSYMMETRIC CROSS 


001004 SECTION SUBJECTED ТО PURE BENDING. THE GENERALIZED FLEXURE FORMULA 
00110* HOLDS FOR THIS CASE, AND PROVIDES A RELATIONSHIP BETWEEN THE BENDING 
00120я MOMENT AND THE BENDING STRESS AT ANY POINT IN THE SECTION. ALSO, 
00130% THE ANGLE ОР INCLINATION OF THE NEUTRAL AXIS CAN BE CALCULATED AS A 
00140* FUNCTION OF THE BENDING MOMENTS, 


00150% 
00160% INPUT: 
00170% THE USER IS FIRST ASKED ІР USCS OR SI UNITS WILL BE USED. THEN, 


00180* THE SECTIONAL PROPERTIES (MOMENTS OF INERTIA 1Ү,12,1Ү2) ARE INPUTTED, 
00190* AS WELL AS THE BENDING MOMENTS, PINALLY, THE COORDINATES ОР THE POINT 
00200* WHERE THE BENDING STRESS IS DESIRED ARE ENTERED, 


00210+ 

00220% OUTPUT: 

00230% THE BENDING STRESS АТ ANY POINT ON THE CROSS SECTION MAY BE 
осаго OBTAINED, AS WELL AS THE ANGLE OF INCLINATION OP THE NEUTRAL AXIS. 
0250* 

00260* VARIABLES: 

00270% ІҮ,12,1Ү72 = SECTIONAL PROPERTIES (MOMENTS OF INERTIA) 

00280% MY,MZ аға BENDING MOMENTS 

00290* SIGMA === BENDING STRESS АТ THE DESIRED POINT ON THE SECTI 
00300% TALPHA s THE TANGENT OP THE ANGLE OP INCLINATION ОР THE 
003104 NEUTRAL AXIS 

00320% АШРНА кемені THE ANGLE ОҒ INCLINATION ОР THE NEUTRAL AXIS 
00330* Ү,2 一 一 一 COORDINATE OF THE POINT WHERE STRESS DETERMINATI 
00340% IS DESIRED 

00350* АМЅ 一 一 一 DENOTES ІР USCS OR SI UNITS ARE TO BE USED 
502924 UNIT w GIVES THE USCS OR SI UNIT FOR STRESS 

бра, ka sasnasssassqakqaquqauykaqkuiaqawsasqayapaqkuqayásqaqqkaq 

00390%%%лж MAIN PROGRAM жазала 

he 

00410* 


00420% VARIABLE DECLARATIONS 


kul т. 
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004308 
00440 
80450 
00460 
00479% 
00480% 
004903 
60500 
00510 
00520 
00530 
00540 
90550 
00560 
00570 
00580 
00590 
00600 
00610 


00620 
00630 
00640 
00650 
00660 
00670 
00680 
00590 
00700 
00710 
09720 
00730 
00740 
60750 
00760 
00770 
00780 
00790 
00800 
00810 
00820 
00830 
908404 
50850 
00860 
баа?о 
90880 
90880 
00900 
90910 
00920 
00930 
00940% 
00950" 


REAL ІҮ,12,1Ү2,51СМА,МҮ,М2,ТАГРНА,АТРНА 
INTEGER ANS 
CHARACTER UNIT+4 


us INPUT 


PRINT*,' PLEASE INDICATE YOUR CHOICE OF UNITS: ' 

PRINT*,'1 一 USCS' 

PRINT*,'2 - SI' 

PRINT*,' ! 

PRINTA, 'ENTER 1,2' 

READ* , ANS 

PRINT*,' ' 

PRINT*,' ' 

PRINT*,'NOTE, THE COORDIRATE SYSTEM USED HAS THE X-AXIS ORIENTED' 
PRINT*, "SO THAT ІТ IS POSITIVE INTO THE PAGE AND ACTING А8 THE' 
PRINT* , 'NEUTRAL AXIS OF THE SECTION, THE POSITIVE Y-AXIS IS DIRECTED' 
PRINT*,'DOWNWARD, WHILE THE POSITIVE Z-AXIS IS ТО THE LEFT АБ ONE' 


PRINT*, FACES THE SECTION. (IT IS A RIGHT HANDED SYSTEM.) ' 
PRINTA,' ' 
РВІМТА,' ' 
IF (АМ8.Е0.1) THEN 
PRINT*,'PLERSE ENTER THE SECTION PROPERTIES IY,IZ,IYZ ,(IN"4):! 
ВЕАр%,1Ү,12,1Ү2 
PRINT*,' ' 
PRINT*,'PLEASE ENTER THE MAGNITUDE ОҒ THE BENDING МОМЕНТЕ MY,HZ' 
PRINT* ,' FOLLOWING THE SIGN СОНУЕНТІОН STATED {LB-FT}: ' 
READ* МҮ, MZ 
MY = Мүй12 
MZ = M7*12 
ELSE 
PRINT*,'PLEASE ENTER THE SECTION PROPERTIES IY,IZ,IYZ ,{HM^4):' 
READ*, IY, IZ, IYI 
PRINTA, ， 
FRINT*,'PLEASE ENTER THE MAGNITUDE OF THE HENDING MOMENTS MY,NZ' 
PRINT*,'FOLLOWING THE SIGN CONVENTION STATED {KN-Ħ):' 
READ# , HY, MZ 
MY = МҮЗ1ЕБ 
MZ = М7%41Е6 
ENDIF 


PRINT*,' ' 
PRINT*,'ENTER THE Y AND 2 COORDINATES OF THE POINT WHERE STRESS ' 
PRINT*, 'DETERHINATION IS DESIRED., (FOLLOW THE SIGN CONVENTION STATED 
IF(RNS.FO.1) TRER 

PRINT*,'Y AND Z ARE DISTANCES IN INCHES FROM THE NEUTRAL AXIS: ' 
ELSE 
PRINT*,'Y AND Z ARE DISTANCES IN MILLIMETERS РАСМ NEUTRAL AXIS:' 
F 


END USER INPUT 


ПІЛ АЕ ЕДТ ЕТЕТ ЕТЕ ЭХ ТЕРТІТІЗІЗЕТТТТІГҮУ 


00970% 
90980% 
. 009903 
01000" 
01010 
01020 
01030 
01040 
01050% 
01060% 
01070* 
01080 
01090 
01100 
01110 
01120 
01130 
01140 
01150% 
011603 
01170* 
01180 10 
01190 20 
01200% 
01210 
01220 


CALCULATIONS POR BENDING STRESS AND THE ANGLE ОР INCLINATION 
AS FUNCTIONS ОҒ TEE APPLIED PENDING MOMENTS AND THE SECTION 
PROPERTIES 


SIGMA=([[MZ*IY + MY*IYZ)*Y) +[(-MY?IZ ~ MZ*IYZ)2Z))/(IYwIZ - IYZ**2 
TALPEA ={ {MY*I2 + MZ*IYZ)/(N2%IYV + MY*IYZ)) 
ALPHA = ATAN(TALPHA) 
ALPHA = А/РНАЯ180/3.14156 
PRINTING OUTPUT 


ІР (ANS.EQ.1} THEN 


UNIT = ' PSI! 
ELSE 

UNIT = ' MPA' 
ENDIF 


PRINT 10,'THE BENDING STRESS АТ (',Y,',' E,') IS',SIGMA,UNIT,'.' 


PRINT 20,"ТНЕ ANGLE ОҒ INCLINATION OF THE NEUTRAL AXIS IS',ALPHA,'DEG.' 
FORMAT STATEMENTS 


fal 
FORHAT{//,2X,A23,F6.1,Al,F6:1,A4,F10.1,A4,ALl) 
ҒОВМАТ(/,2Х,А,Р8.2,1Х,А) 


STOP 
END 


ЯЙ 12.9 利用 题 12.8 中 的 FORTRAN 程序 重 解 题 12.6。 


ЕР 使 用 该 程序 需 输 入 题 12.6 中 的 言 矩 分 其 和 截面 的 几何 性 质 。 关 于 诲 扎 分 量 方向 的 考 


下 


аа та - ты бале ее w 
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起 指出 :峰值 应 力 将 发 生 在 图 12-23 中 的 B A ЕЊЕ y ==3、z = -1.5。 程序 运行 的 输出 
WF: 

run 
PLEASE INDICATE YOUR CHOICE OF UNITS: 


1 ~ USCS 
2 - SI 


ENTER 1,2 
? 1 


NOTE, THE COORDINATE SYSTEM USED HAS THE X-AXIS ORIENTED 

SO THAT IT IS POSITIVE INTO THE PAGE AND ACTING AS THE 
NEUTRAL AXIS OF THE SECTION. THE POSITIVE Y-AXIS IS DIRECTED 
DOWNWARD, WHILE THE POSITIVE Z-AXIS I5 TO THE LEFT AS ONE 
FACES THE SECTION. (IT IS A RIGHT NANDED SYSTEM.) 


PLEASE ENTER THE SECTION PROPERTIES IY,IZ,IYZ ,(IN^4): 
? 13.5,54,0 


PLEASE ENTER THE MAGNITUDE OF THE BENDING MOMENTS MY, MZ 
FOLLOWING THE SIGN CONVENTION STATED (LB-FT): 
2 1000,1732 


ENTER THE Y AND Z COORDINATES OF THE POINT WHERE STRESS 
DETERMINATION IS DESIRED. (FOLLOW THE SIGN CONVENTION STATED) 
Y AND 2 ARE DISTANCES ІН INCHES FROM THE NEUTRAL AXIS: 

? 3,-1.5 


THE BENDING STRESS AT ( 3.0, -1.5) 18 2488.0 PSI. 
THE ANGLE OF INCLINATION OF THE NEUTRAL AXIS IS 66.59 DEG. 
SRU 0.895 UNTS. 


RUN COMPLETE. 


Ш 12.10 利用 题 12.8 中 的 FORTRAN 程序 重 解 题 12.7。 


解 ЕР 向 该 程序 输入 题 12.7 ИТЛ ТН ЕВН A 点 的 坐标 ,可 得 到 如 下 的 答 
出 结果 , 这 些 结果 是 与 题 12.7 结果 一 致 的 。 


run 

PLEASE INDICATE YOUR CHOICE OF UNITS: 
1 ~ USCS 

2 - SI 


ENTER 1,2 
>? 


NOTE, THE COORDINATE SYSTEM USED HAS THE X-AXIS ORIENTED 
SO THAT IT IS POSITIVE INTO THE PAGE AND ACTING AS THE 


NEUTRAL AXIS OF THE SECTION. THE POSITIVE Y-AXIS IS DIRECTED 
DOWNWARD, WHILE THE POSITIVE Z-AXIS IS ТО THE LEFT AS ONE 
FACES THE SECTION. (IT XŠ A RIGHT HANDED SYSTEM.) 


ж 
PLEASE ENTER THE SECTION PROPERTIES ІҮ,12,1Ү2 ,MM 4): 
2 7.41E+6,7.41E+6,-4.201E+6 


PLEASE ENTER THE MAGNITUDE QF THE BENDING MOMENTS MY, MZ 
FOLLOWING THE SIGN CONVENTION STATED (КЫМ) ғ 
? 0.10 


ENTER THE Y AND Z COORDINATES OF THE POINT WHERE STRESS 
DETERMINATION IS DESIRED. {FOLLOW THE SIGN CONVENTION STATED} 
Y AND Z ARE DISTANCES IN MILLIMETERS FROM NEUTRAL AXIS: 


rr 


т қыша 


` же Bana ы ез 


12.4 Ж ГЕЛ -2456 


? -39.9,-29.9 
THE BENDING STRESS AT { -39.9, -39.9) IS -124.3 MPA. 


THE ANGLE ОҒ INCLINATION OF THE NEUTRAL AXIS IS -29.55 DEG. 


12.4.3 ШЕ 


题 12.11 |Ë JR Bi ЕНІНЕН (АЈ, 该 梁 轴 曲线 平面 也 是 各 横 截 面 的 对 称 面 , 弯曲 载 
荷 作 用 在 该 对 称 面 内 。 推 导 模 截面 上 任意 点 弯曲 应 力 和 弯 矩 之 闻 的 关系 表达 式 。 
假定 材料 是 服 闪 表 克 定律 的 。 

Ж ss 曲 梁 如 图 12-25 所 示 , R 表示 从 曲率 中 心 C 到 (各 模 截 面 形 心 组 成 的 } 曲 梁 轴 线 的 距 
Ж. FE M RERA H AEE, 亦 即 它 使 曲率 趋 于 增 大 (使 午 率 半径 减 小 ) 时 为 止 。 


图 12.25 


考查 形变 前 相应 于 中 心 角 dg 一 段 曲 梁 的 行为 ,形变 后 , 这 个 角 变 为 dg + Ada, 如 图 12-26 所 
示 。 正 如 在 题 8.1 中 研究 过 的 初始 直 梁 的 情况 , 假定 初始 竹 直 于 梁 畏 线 的 平 截面 硒 曲 后 仍 为 平 
面 。 因 此 , 加载 前 的 法 向 裁 面 CD 加 载 之 后 移动 到 CD 。 为 方便 考虑 , 可 以 假设 AB 在 空间 上 哥 
持 固定 ,该 写 不 影响 所 得 结果 。 我 们 仍然 假定 有 -个 轴线 , 即 中 性 轴 。 中 性 轴 上 的 纵向 纤维 的 长 


d# + Ade ， | 


>: 


246: 


第 12 章 弹性 梁 理 论 的 特殊 瑟 题 


题 12.12 


ERE, 因此 把 截面 CD ЧЕЗАРЕ ВНЕ ЯН, 如 图 12-26 БУХ. 但 是 并 无 理由 认为 中 性 轴 遂 过 横 
截面 的 形 心 , 就 像 题 8.1 中 的 初始 直 梁 那样 。 在 当前 的 曲 梁 问题 中 ,图 12-26 表明 ;纵向 纤维 的 
总 体 伸 长 会 随 着 与 中 性 轴 些 离 y 的 不 同 而 变化 ,坐标 y 远离 曲率 中 心 时 为 正 。 很 明显 ,这 些 级 
向 纤维 在 如 载 前 的 长 度 是 不 同 的 ,因此 ,单位 售 长 , 即 法 向 庶 变 与 离 中 性 轴 的 距离 不 成 正比 ,这 -- 
点 就 是 曲 梁 行为 与 题 8.1 中 讨论 的 初始 直 梁 行为 之 间 最 基本 的 不 同 。 内 为 假定 该 曲 梁 服从 胡 克 
定律 ,所 以 这 些 纤 维 的 应力 也 不 与 至 中 性 轴 的 距离 成 正比 。 
现在 考虑 距 中 性 轴 为 y 纤维 的 伸 长 。 由 图 12-26 可 知 , 这 段 伸 长 就 是 yadi). ЖЕН 
长 除 以 纤维 的 初始 长 度 (r у) ав, 得 到 法 向 应 变 。 
y(Ad0) 
ès C + yid (a) 
Ж r йл HERRAR., ЖЕРІМЕН ДАН, ҚЫМ 
Ey(Ad0) 
# = G ( 346 (b) 
现在 通过 今 整 个 截面 上 的 法 向 合力 为 零 来 确定 中 性 轴 的 位 置 , 即 
EÉy( Adf Jda da 
f aaa = 0 A гі - L 124 J = (0 fe) 
ХАЛА Е ТЕЕ A 上 进行 的 。 如 果 zx =r +y( 即 从 曲率 中 心 C 到 任意 纤维 的 距 
离 ), 那么 (c) 式 就 成 为 


人 即 -å (d) 
A Š [аали 


式 中 分 母 上 的 积分 表示 模 截 面 面 积 的 数学 特性 , EAF EAE Р ІН НВ ЕЕ. 
地 外 ,纤维 上 法 应 力 的 力 短 之 和 - 定 竺 于 沦 逢 ， 


Ey А40)4а 2da 
м = | oyda = ваш T 
将 上 式 化 简 , 有 
| уча = | yda - к yda 
arty А Ar + y 
第 一 个 积分 表示 机 截面 面积 关于 中 性 输 的 一 次 抵 或 静 矩 ,根据 {e) 式 第 二 个 积分 等 于 零 . TE 


м = EA (As) сө) 


AF y 是 由 形 心 轴 到 中 性 轴 的 距离 。 联 合 {b) 式 和 {e) 式 可 以 得 到 任意 纤维 上 的 法 庶 力 是 

255 == (0 

y(r +y) 

由 (人 ) 式 显然 可 知 , ЛУНА SEL Ж. ЖА ЕКЕ Е ge III M Аы 
维 处 , 而 且 中 性 妓 位 于 形 心 轴 和 曲率 中 心 之 间 。 
U 形 杆 为 矩形 截面 ,尺寸 为 40 mm x 60 mm, 受 一 对 共 线 ,方向 相 攻 的 集中 力 9680 
N 作用 ,如 图 12.27 所 示 。 力 的 作用 线 距 U 底 横 截 面 形 心 120 mm。 求 点 A 和 点 
B 处 的 法 应 力 。 


i 120 mm 
Г we Pn 
60 mm 


h = 0.06 m 


ІН 12-27 图 12-28 


12.4 # ЕЎ 4247. 


Ш ЕР 首先 必须 运用 题 12.11 中 的 (q) 式 确定 中 性 轴 的 位 置 ,与 4 点 及 B m dk rB) KP ТИТ 


如 区 12-28 所 示 , 图 中 引入 变量 e 计算 题 12.11(d) 式 的 积分 , 亦 即 曲率 中 心 笠 中 性 轴 的 上 距离 为 


" bh A 0.6 m _ 
r= = z= 
(каму/и (In) Fe Int0.1 m/0.004 m) 


因此 变量 у =0.07 m 0.0655 m = 0.0045 тп, 
题 12.11 ОНТ Sh p.k E, 由 于 载荷 趋 于 使 曲率 减 小 , 故 M = - (9680 М) 
(0.12 m), 2 Эр ЗН. ÆR 12-28 中 的 A 点 处 ,y= -0.0255 m, А ЮУ 


(= 1162 N + m) + (— 0.0255 m) L 68.6 MP 
ЗА = (0.06 m)(0,04 m)(0.0045 m)[0.0655 m - 0.0255 m] 7 58. š 


E B Ah, у= 0.0345, B YE E А9 


(~ 1162 N- m) + (— 0.0345 m) 2-2 371 MPa 
98“ (0.06 m)(0.04 m)(0.0045 m)[0 0655 m + 0.0345 m] : 


除了 这 些 过 曲 应 力 之 外 , 施加 载荷 的 拉 伸 作用 在 A-B IN Pa PEB ТОУ Л, 


P 9680N -- 
А (00.04 г)00.06 m) 


= 0,0655 m 


g = 4.03 МРа 


因此 A 点 处 的 法 向 合 应 力 为 
s= 68.6 MPa + 4.03 MPa — 72.63 MPa 
B 点 处 的 法 向 合 应 力 为 
он-- 37.1 MPa + 4.03 MPa = ~ 33.07 MPa 

En 12.13 编制 一 计算 机 FORTRAN 程序 , 3Ë i B: 5 2 ЫРА ЕНЕ, 如 图 
12-25 所 示 。 
Ж se 根据 题 12.11 中 给 出 的 一 般 理论 , 首先 必须 葡 定 中 性 层 的 位 置 , 亦 即 图 12-26 中 中 性 
BS rh Bir. HER 12.11 HORTA, EN r 被 看 作 是 截面 形状 的 少数 , 从 一 般 表 
达 式 (由 出 发 , 我 们 编制 一 计算 机 程序 , 它 适合 于 三 种 常用 的 横 截 面 ,(a) 甜 形 , (ONE, {c) 梯 形 。 
下 面 的 程序 对 三 种 截面 的 每 一 种 都 计算 了 全 截面 上 ( 题 12.11) 的 (d) 武 积分 。 然 后 根据 (人 起 计 
算 了 图 12-25 ARA AAGE M 作用 下 外 层 纤 维 的 应 力 ,这 里 应 注意 .车 奇 答 作 用 使 梁 的 曲 
жадана. ЖЕГЕ. 


Ноты ы ТЕТТЕРТТТЕЗПТІТІҮРТІТГГТҮТІТЕТЕРРІТІІ 


00020 PROGRAM CRVBEAM 

ШЕ аманы ТЕТЕГГТТТТІТТЕЕТРТТТЕТІПГІТІТІТІТТЕРГІТІІТІ 
00040* 

00050* AUTHOR; KATHLEEN DERWIN 

00060* DATE : FEBRUARY 5, 1989 

00070% 

000804 BRIEF DESCRIPTION: 

00090* THE FOLLOWING PROGRAM CONSIDERS THE BENDING ОҒ AN INITIALLY 


00100* CURVED ELASTIC BEAM FOR WHICH THE PLANE ОР CURVATURE 15 ALSO А 

00119% PLANE OF SYMMETRY AT EVERY CROSS SECTION. THE HENDING LOAD ACTS IN 
001204 THIS PLANE OP SYMMETRY., THE MAXIMUM BENDING STRESS OCCURS AT THE 
00130* EXTREME FIBERS OF THE SECTION, AND CAN BE DETERMINED FOR A RECTANGULA 
00140% CIRCULAR, OR TRAPEZOIDAL CROSS SECTION. NOTE, THE RZELATIONSEIP BETWEE 
00150% THE BENDING MOMENT AND BENDING STRESS INVOLVES TAKING THE NATURAL 
00160* ГОЗАВІТИМ OF THE RATIO BETWEEN THE DISTANCE РВОМ THE CENTER ОР CURY= 
00170% ATURE TO THE OUTER AND INNER EXTREME FIBERS, FOR EXTREMELY THIN 
00180* CROSS SECTIONS, THIS RATIO MAY BE QUITE CLOSE TO UNITY, IN WHICH 
00190* CASE THE CALCULATION REQUIRES PRECISION BEYOND THE CAPABILITIES OF 
00200* MOST COMPUTERS, ТО AVOID TEIS PROBLEM, А SERIES EXPANSION HAS BEEN 
00210% EMPLOYED TO APPROXIMATE THE LOGARITHMIC PUNCTION, FOR THE САБЕ OF 
00220* THE TRAPEZOIDAL CROSS SECTION, TAË LOGARITHMIC FUNCTION IS USED, 
00230% ASSUMING THAT ІР THE BEAM WERE SUFFICIENTLY THIN TO CAUSE PROBLEM 
00240* IN THE CALCULATIONS, THE USER COULD APPROXIMATE THE CROSS SECTION 
00250% AS RECTANGULAR WITE CONSIDERABLE ACCURACY. 


80260% 
00270% INPUT: 
002804 THE USER IS FIRST ASKED ІР USCS OR SI UNITS ARE DESIRED, AND THEN 


00290% FOR THE GHAPE ОҒ THE BEAM CROSS SECTION. THEN, DEPENDING ON THE SHAPE 
003001 ОР THE SECTION, THE PHYSICAL DIMENSIONS AND THE DISTANCE FROM THE 
00310% CENTER OF CURVATURE TO THE INNER FIBERS ОР THE SECTION ARE INPUTTED. 
003201 FINALLY, APTER THE PROGRAM FINDS THE CENTRAL AXIS LOCATION, THE USER 
00330% MUST DETERMINE AND ENTER THE BENDING MOMENT BASED ОН THE LOADING. 


00340^ 
002502 OUTPUT: 
00360% THE PROGRAM INITIALLY WILL DETERMINE THE LOCATION OF THE CENTRAL 


00370* AXIS POR THE PARTICULAR CROSS-SECTION, {FROM THIS INFORMATION, THE 
00300* USER THEN MUST DETERMINE THE BENDING MOMENT BASED ÖN THE LOADING. } 
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00390“ 
00400% 
00410» 
00420% 
00430* 
004403 


00450% 
00460* 
00470 * 
00480% 
004903 
90500% 
00510% 
00520" 
00530* 
00540 * 
080550% 
00560% 
09570% 
00580* 
00590 * 
00600% 
00610% 
00620* 
006303 
00640* 
00850 


ULTIMATELY; THE BENDING STRESS AT THE EXTREME FIBERS OF THE CROSS 
SECTION IS GIVEN, 


АНС --- UBER INPUT FOR CHOICE OF UNITS 

SHAPE --- USER INPUT FOR CHOICE OF X-SECTIONAL SHAPE 

B,H --- DIMENSIONS OP BASE, HEIGHT FOR RECTANGULAR SECTION 

D т-- DIAMETER OF CIRCULAR SECTION 

Bl,B2,H --- DIMENSIONS OF INNER BASE, OUTER BASE, AND HEIGHT 
FOR TRAPEZOIDAL SECTION 

НІ,КО --- DISTANCE FROM THE CENTER ОР CURVATURE ТО THE INNER 
AND OUTER FIBERS OF THE SECTION RESPECTIVELY 

А т-- AREA ОЕ THE SECTION 

RR === БІЗТАМСЕ FROM THE CENTER ОҒ CURVATURE TO THE CENTRA 
AXIS ОҒ THE SECTION 

YBAR --- DISTANCE FROM THE CENTRAL AXIS TO THE NEUTRAL AXIS 

R --- THE DISTANCE FROM THE CENTER ОР CURVATURE TO THE 
NEUTRAL AXIS (THE DIFFERENCE BETWEEN RR AND YBAR) 

к --- А CONSTANT USED POR THE CASE ОР THE CIRCULAR SECTIO 

YI YỌ --- THE DISTANCES FROM THE NEUTRAL AXIS ТО THE INNER АН 
OUTER FIBERS RESPECTIVELY 

М ə“-- THE BENDING МОМЕНТ ACTING ON THE SECTION 

SIGMAI,SIGMAO--—- “THE BENDING STRESSES AT THE INNER AND OUTER FIBERS 


А1,А2,Ү.1,ҮК, --- VARIABLES USED ТО FIND THE CENTROID ОР TRAPEZOIDAL 
SUMAY , SUMA , HOLD SECTION 
UNIT --- CHARACTER VARIABLE DENOTING THE APPROPRIATE UNITS 


ТЕ ТЕТУРОРЕРГІТГГГІТТТГТІТГҮІТТҮТТТҮТТТТТТТГТТТТТТТТР 


Ты MAIN PROGRAM ы 
О ТЕЕ Е ТАЕ ТЕТТЕ ТТЕ ІТТТТІІТТТТТТІТТТТТТТТТТТТТУ: 


00690 
007004 
007104 
00720 
00730 
00740 
00750 
00750% 
00770% 
007804 
00790 
00800 
00810 
00820 
00830 
00840 
00850 
00850% 
00870 


VARIABLE DECLARATION 


REAL B,H,D,B1,B2,RI RÒ, A, RR,YBAR,R,K,YI ,Y0,M,SIGMAI,SIGMAO 
REAL A1,A2,YJ,VKE,SUMAY, SUMA, HOLD 

INTEGER ANS,SEAPE 

CHARACTER UNIT*7 


USER INPUT 


PRINT*, PLEASE INPUT YOUR CHOICE ОР UNITS; ' 
PRINT*,'1 - DUSCS' 

PRINT*， 2 - SI 

PRINT*,' ' 

PRINT*, 'ENTER 1,2 :' 

READ* ,ANS 

PRINT*,' ' 


PRINT#,' ' 


00880 10 PRINT*,'PLEASE INPUT THE SHAPE OF THE BEAM CROSS SECTION; ， 


00890 
00900 
00910 
00920 
60930 
00940 
00950% 
00960 
90970 
00980 
00990 
01000 
01010 
01020 
01030% 
01040% 
01050» 
01060 
01070 
01080 
01090 


01100 
01110 
01120 
01130 
01140 
01150 
01160 
02170 
01180 
01190 
01200 
01210 


PRINT*#*,'1 – RECTANGULAR' . 
PRINT*,'2 - CIRCULAR' 

РКІНІЗ,!3 ~ TRAPEZOIDAL' 

FRINT*,' ' 

PRINT*,'ENTEA 1,2,3:' 

READ* , SHAPE 


IFIANS. EQ.1} THEN 
PRINTA,'PLEASE INPUT THE FOLLOWING DIMENSIONS ІК INCHES...: 
UNIT='INCHES.' 

ELSE 
РНІМТЯ,"РІЕАЗЕ INPUT THE FOLLOWING DIMENSIONS IN METERS...’ 
UNIT ='METERS.' 

ENDIF 


PROMPTS FOR THE DIMENSIONS OF THE APPROPRIATE SECTION 


PRINT*,' ! 

IF (SHAPE. ЕО.1) THEN 
PRINT*,'PLEASE INPUT THE DIMENSTONS ОҒ THE BASE AND HEIGHT, * 
PRINT*,'AND THE DISTANCE PROH THE CENTER ОР CURVATURE та THE ' 


PRINT*, ‘INNER FIBERS ОҒ THE X-SECTION: (B,H,RI)' 
READš ,B,H,RI 
PRINT*,* ! 
ELSEIF (SHAPE,EQ.2) THEN 
PRINT*,'PLEASE INPUT THE DIAMETER AND DISTANCE FROM THE CENTER O 
PRINT:,'CURVATURE TO THE INNER FIBERS OF THE Y- i Ы 
READE D В THE Х-ВЕСТІОН: {D,RI) 
PRINT*,' ' 
ЕҺБЕТР (SHAPE.EQ.3) THEN 
PRINT*,'PLEASE INPUT THE DIMENSIONS ОҒ THE INSIDE, THEN Ы 
PRINT*, BASES, THE HEIGHT, AND THE DISTANCE FROM THE CENTER ORo 
PRINT* , CURVATURE TO THE INNER FIBERS OP THE X-SECTION: (B1, B2,H, RI) ' 


тынмын Ape AE лы никак аа ла nas талын адан аны ланы нанды ыла ETEA ыса аса ар лиалы талан usar TAE да 
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01220 
01230 
01240 
01250 
01259 
81270 
01280% 
01290% 
01300% 
01310% 
013204 
01330% 
01340% 
01350% 
01360% 
01370 
01380% 
01390% 
014004 
014102 
01420 
01430 
01440 
01450 
01460 
01470 
01480 
01490% 
01500% 
015103 
01520 
01530 
01540 
01550 
91560 
01570 
01580 
01590 
9156004 
016105 
01620» 
01630 
01640 
01650 
01660* 
01670* 
01680* 
01690 20 
01700 
01710 
01720 
61730 
01740 


01750 
01760 
01770 
01780 
01790 
01800 
01810 
01820 
01830 
01845 
01850 
01860 
01870% 
01880 
01890 
01900 
01910 
01920 
01930 
01940* 
01950* 
01960% 
01970% 
019804 
01990 
02000 
02010 
02020 
02030 
02040 
02050 
02060 
02070 


READ* ,B1,B2,H,RI 
PRINT*,' ! 
ELSE 
PRINT*,'YOU MUST ENTER А 1,2 OR 316 
GO TO 10 
ENDIF 


END USER INPUT 


CALCULATIONS --- IN EACH CASE, THE DISTANCE FROM THE CENTER ОР 
CURVATURE TO THE CENTRAL AND NEUTRAL AXIS IS 
FOUND (RR АМО R) ,AND THEN THE DISTANCE FROM 
THE NEUTRAL AXIS TO THE EXTREME FIBERS [YI, YÖ} IS 
DETERMINED, 


IF (SHAPE.EQ.1) THEN 
IP SHAPE EQUALS ONE, THEN THE SECTION IS RECTANGULAR 


А = B*H 

RO = RI + H 

RR = [H)/2 + RI 

YBAR = H*##2/[123RR) 

R = RR=YBAR 

YI = YBAR -ін/2) 

ҰО = YÐAR +(H/2) 
ELSEIF (SHAPE.EQ.2) THEN 


IF SHAPE POUALS TWO, THEN THE SECTION 18 CIRCULAR 


А = {(3.,14159%/4)*D**2 
RR = RI + (D/2.) 
K = ((р/(2%88))%%2)/4 + ((в/(24Вв))9%49/8 
YBAR = (K#RR)/(1-K) 
R = RR - YBAR 
YI = YEAR - (0/2) 
YO = YBAR +(D/2) 
ELSEIF (8НАРЕ.Е0.3) THEN 


IF SHAPE EQUALS THREE, THEN THE SECTION IS TRAPEZOIDAL 


A = ((Bl + B2)/2)*H 
RO = RI + H 
HOLD = 0.0 


FINST, THE CENTROID OF THE TRAPEZOIDAL SECTION 15 FOUND 


IF (B1.GT.B2) THEN 
А1 = (Н/4)%(В1-В2) 
= В2%Н 
YJ = н/з. 
= Н/2, 
SUMA = (2941) + А? 


SUMAY = |А1%Ү7%2) + [AB2%YK) 


ELSE 
HOLD = B2 
B2 = Bl 
Ві = HOLO 
GG TO 20 
ENDIF 


IF {HOLD. EQ.0.) THEN 

RR = RI + (SUÚUMAY/SUMA) 
ELSE 

RR = ВІ + {H - (SUMAY/SUMA)) 
ENDIF 


R = ((H**2)%(Bl + B2))/2. 
R = R/(((B1*RO) - (B2ARI))*(LOG(RO/RI)) ~ H*(Bl - 52)) 
YBAR = RR-R 
YI = YÐAR - (SUMAY/SUMA) 
YO = YÐAR + (H-(SUMAY/SUMA)) 
ENDIF 


ONCE THE CENTRAL AXIS HAS BEEN DETERMINED, THE USER 
IS PROMPTED FOR THE BENDING MOMENT WHICH THEY MUST 
CALCULATE BASED ON THIS DIMENSION AND THE GIVEN LOAD 


PRINT*,'THE DISTANCE FROM THE CENTER OF CURVATURE TO THE CENTRAL' 
PRINT 15,"АХІБ OF THE CURVED SECTION IS;', RR UNIT 
PRINT#,' ' 
РВІМТЯ,"СІУЕМ THIS DIMENSION, THE USER MUST HOW CALCULATE THE’ 
PRINT*, МОМЕНТ ACTING ON THE CROSS SECTION, .. THE KOMENT IS THE' 
PRINT*, 'PRODUCT OF THE APPLIED LOAD AND THE DISTANCE TO THE CENTRAL 
PRINT*, AXIS FROM THE POINT ОҒ APPLICATION, NOTE, THE MOMENT 15 ' 
ЕЛІКТІ, ,NEGATIVE IF ІТ ACTS ТО REDUCE THE CURVATURE! ' 

r 
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02080 PRINT*,'PLEASE ENTER THE MOMENT (IN М-М OR ЕВ-ІН):! 

02090 READ*, M 

02100 PRINT*,' ' 

02110% s 
02120* CALCULATING TEE BENDING STRESS АТ THE INNER AND OUTER FIBER 
02130% 

02140 SICMAI = (M*YI)/(AFYBARWIR+YI)) 


02150 SIGMAD = (M*YO)/(A*YBAR*(R+YO)) 

02160% 

02170 ІР (АМ6.Е0.1) THEN 

02180 UNIT = ' PSI.' 

02190 ELSE 

02200 STGMAT = бІСМА1/1Е6 

02210 SIGMAO = $ІС̧МАО/1Е6 

02220 UNIT = ' МРА,' 

02230 ENDIF 

022404 

02250* PRINTING OUTPUT 

02260* 

02270 PRINTA,' ' 

02280 PRINT 15,'THE BENDING STRESS АТ THE INNER FIBERS IB :',SIGMAI,UNIT 
02290 PRINT 15,"ТНЕ BENDING STRESS AT THE OUTER FIBERS IS :',SIGMAO,UNIT 
02300% 

02310 15 ҒОНЮМАТ(1Х,А,Ғ11.3,1Х:А) 

02320* 

02330 STOP 

02340 END 


REN 12.14 运用 题 12.13 的 FORTRAN ЖЕЖ, ЕЙ 12.12, Ë A 点 处 的 弯曲 应 力 。 
Ñ 0 运用 题 12.12 中 的 弯 奸 和 几何 性 质 ,程序 半 算 得 到 A AAR S HI EZ 3 5 68.58 MPa, 


和 题 12.12 中 求 得 的 值 非常 一 致 。 要 注意 一 点 , 若 要 求 A 点 处 的 法 向 合成 应 力 , 还 必须 加 上 均 
АЛЕМ 4.03 MPa。 下 图 的 计算 机 程序 仅 仪 求 得 窗 曲 必用 的 结果 。 


run 
PLEASE INPUT YOUR CHOICE ОҒ UNITS: 
1 - USCS 
2 - SI 


ENTER 1,2 : 
? 2 


PLEASE INPUT THE SHAPE OF THE BEAM CROSS SECTION: 
1 - RECTANGULAR 

2 ~ CIRCULAR 

3 - TRAPEZOIDAL 


ENTER 1,2,3: 
? 1 
PLEASE INPUT THE FOLLOWING DIMENSIONS IN METERS... 


PLEASE INPUT THE DIMENSIONS OF THE BASE AND HEIGHT, 
AND THE DISTANCE FROM THE CENTER OF CURVATURE TO THE 
INNER FIBERS OF THE X-SECTION: (B,H,RI) 
? 0.04,0.06,0.04 


THE DISTANCE FROM THE CENTER OF CURVATURE TO THE CENTRAL 
AXIS OF THE CURVED SECTION IS: .070 METERS. 


GIVEN THIS DIMENSION, THE USER MUST NOW CALCULATE THE 
MOMENT ACTING ON THE CROSS SECTION, ..THE MOMENT IS THE 
PRODUCT OF THE APPLIED LOAD AND THE DISTANCE TQ THE CENTRAL 
AXIS FROM THE POINT OF APPLICATION, NOTE, THE MOMENT IS 
NEGATIVE IF IT ACTS TO REDUCE THE CURVATURE! 


PLEASE ENTER THE MOMENT (IN N-M OR LB-IN): 
? -1162 


THE BENDING STRESS AT THE INNER FIBERS 16: 
68.58 


Басы сан ады nan api amanaya an amien yun ынны Та и. 


1 
L 
Т 
А 
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1215s 考虑 一 承受 5000 lbf ЕЛЕНЕ, 其 横 截 面 为 梯形 , 如 图 12-29 所 示 。 应 ; 
用 题 12.13 的 计算 机 程序 求 A 点 的 拉 应 力 。 


5000 Ibf 


+ 


ЕН 12-29 


Қ F 在 这 里 , 题 12.11 ЮНЕЖЕНІ, ЕЕЕ (ОКЖ, 因此 对 题 
12.13 中 的 FORTRAN 程序 输入 图 12-29 所 示 的 几何 性 质 。 程 序 首 先 输 出 从 曲率 中 心 到 形 心 轴 
的 距离 ,为 2,287 in。 和 由 此 可 以 计算 出 必用 力矩 为 
M = {1.18 + 2287 in)(5000 lbf) = – 17335 lbf. in 
现在 再 把 这 个 力矩 输入 程序 ,就 可 得 到 内 ,外 层 纤维 的 应 力 ,它们 在 商 后 两 行 输出 。 


run 

PLEASE INPUT YOUR CHOICE OF UNITS: 
1 - USCS 

2 — ŠI 

ENTER 1,2 : ! 
? 1 

PLEASE INPUT THE SHAPE OF THE BEAM CROSS SECTION: 
1 - RECTANGULAR 

2 - CIRCULAR 

3 - TRAPEZOIDAL 

ЕМТЕК 1,2,3: 

? 3 

PLEASE INPUT THE FOLLOWING DIMENSIONS IN INCHES... 


PLEASE INPUT THE DIMENSIONS OF THE INSIDE, THEN OUTSIDE 
BASES, THE HEIGHT, AND THE DISTANCE FROM THE CENTER OF 
CURVATURE TO THE INNER FIBERS OF THE X-SECTION:(B1,B2,H,RI) 
? 1.57,0.40,2.76,1.18 


THE DISTANCE FROM THE CENTER ОҒ CURVATURE ТО THE CENTRAL 
AXIS OF THE CURVED SECTION IS: 2.287 INCHES. 


GIVEN THIS DIMENSION, THE USER MUST NOW CALCULATE THE 
МОМЕНТ ACTING ON THE CROSS ЅЕСТІОМ...ТНЕ MOMENT IS THE 
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PRODUCT OF THE APPLIED LOAD AND THE DISTANCE TO THE CENTRAL 
AXIS FROM THE POINT OF APPLICATION. NOTE, THE MOMENT IS 
NEGATIVE IF IT ACTS ТО REDUCE THE CURVATURE! 

PLEASE ENTER THE MOMENT (IN N-M OR LB-IN): 


? -17335 
THE BENDING STRESS АТ THE INNER FIBERS IS : 19878.782 PSI. 
THE BENDING STRESS AT THE OUTER РІВЕН5 IS : -12928.359 PSI. 
SRU 1.134 UNTS. 


除了 这 些 弯曲 应 力 之 外 , 由 于 5000 ]bf AAEREN, FEE IN Ав 上 还 有 均 布 拉 应 
力 ,为 


P 5000 ЈЫ 本 
А ~ [057+ 040)/2 in](276 m) 7 1839 lbf/in 


计算 机 求 得 的 弯曲 应 力 必 须 再 加 上 此 应 力 , 因此, A 点 处 的 真实 应 力 为 
da= 19879 ibf/in? + 1830 lbf/in? =21718 Ibf/in2 


g = 


12.5 J АД 


ES 12.16 АЖА НІП НЕ БІН 82 ish (EI 12.30). СЕ. ¿= 2R) 


E 12-30 


Е 12-31 
题 12.17 试 求 图 12-31 ARBRE ajo REH AIEE, ( 管 案 ;e =0.51 in) 
题 12.18 试 求 图 12-32 所 示 的 薄 壁 截面 的 前 切中 心 。( 管 案 ,。 = 6.85 in) 


pP 


15 mm 


25 mm 


25 mm 


15 mm 


图 12-32 


图 12.33 


Æ 12.19 试 求 图 12-33 Pran 4-4 ЛЕР BU 39 TI ТЕЙ 《答案 EEC 0.747R) 
题 12.20 斌 求 图 12-34 所 示 薄 壁 截面 的 前 切中 心 。 (2.867 0.7032) 
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已 


图 12-34 图 12-35 
题 12.21” T FJ TH Sh HRR, ЕЕЕ 2500 mm, ЖЕН 50 mm。 受 一 位 于 与 贺 直 对 称 轴 倾 斜 2 
HTE ASER (АЕ 12-35)。 求 弹性 拉 应 力 比 为 矩 作用 在 铝 直 对 称 面 内 时 增加 的 百 分 值 。 
此 截面 的 [= 57 x 106 mmf, 1,=3.3x 106 mmt。{ 管 案 ,30% ) 
是 12.22 2Z 形 截面 结构 铝 . 尺 寸 如 图 12-36 所 示 , 模 截面 于 何 性 质 为 ; = 4.1 x 10% mm*, I, = 10.7 x 106 
mm‘, le = 5.0 X10 пт“. FEE М, = -2.235 kN'm, M, = 4.47 kNm, ЖА 点 的 弯曲 应 力 。 
(答案 ; ~ 35.5 MPa) 


一 85 mm ыз P 
1 Вт. | 
75 mm 20а 
z 
У 
ІҢ 12.36 E 12-37 
Ш 12.23 应 用 题 12.8 Б) FORTRAN ЕЕ, Ж 12.7 中 日 点 处 的 弯曲 应 力 , ЕКЕНІН, (EF3E.153.3 


MPa) 

题 12.24 正方 形 截面 的 半圆 形 曲 杆 , 一端 固 定 , 另 … 端 受 力 P 作用 , 如 图 12.37 所 示 。 横 截面 边 长 为 4 in， 
曲 杆 的 半径 为 20 in。 如 时 固定 端的 最 太 拉 应 力 不 得 想 过 28000 Jbhfrin2z, 求 力 已 的 最 大 允许 值 。 
【答案 ;6460 0) I 


ОВАА Е 50 mm, 译 老 根据 计算 结果 补充 了 这 一 数据 。 一 一 详 者 注 


ЖІЗЖ жал 


пі 


13.1 PE 


结构 设计 的 某 些 情况 可 以 允许 构件 产生 适量 的 永久 形变 。 在 这 种 情况 下 ,许可 载荷 有 可 
能 大 于 弹性 理论 给 出 的 许可 载荷 , 因为 弹性 理论 不 允许 结构 中 任何 点 处 的 应 力 达 到 材料 的 届 
服 点 。 这 种 结果 有 利于 更 有 效 地 使 用 材料 ,被 称 为 塑性 设计 。 这 种 更 有 效 的 设计 是 可 行 的 , 其 
原因 在 于 某 些 材 料 ,如 结构 钢 , 在 达到 届 服 点 之 后 , 仍 能 承担 相对 较 大 的 塑性 形变 。 这 可 由 图 
1-5( 第 2 页) 应 力 -应 变 曲 线 水 平 区 段 来 表示 。 


13.2 #1 &@ 


伴随 作用 在 梁 上 的 横向 载荷 不 断 增加 , 在 梁 上 某 个 特殊 位 置 的 最 外 层 纤维 开始 届 服 , 并 且 
届 服 相当 快 地 向 内 部 纤维 扩展 。 最 终 , 中 性 轴 一 侧 拉 伸 纤 维 的 应 力 全 部 达到 拉 伸 届 服 应 力 , 另 
一 侧 压 缩 纤 维 的 应 力 全 部 达到 压缩 届 服 应 力 时 ,该 位 置 将 产生 流动 或 镑 链 作 用 , ӘНЕС; 
通过 塑性 匀 传 递 的 弯 甜 将 保持 不 变 。 在 本 书 中 塑性 匀 将 用 中 空 小 贺 环 表示 。 


13.3 х= ж 
EME атан Жетен зх ЕТЕ 8 章 中 讨论 过 。 
13.4 塑性 铵 的 位 置 
通常, 塑性 接 将 在 最 大 邦 惩 作用 处 产生 。 对 于 承受 集中 力 和 集中 力 偶 的 梁 АЕ K E 
会 在 这 此 载荷 之 一 作用 处 ,或 在 菜 些 约束 处 ;因而 刻 性 匀 必 然 首 先 发 生 在 这 些 位 置 。 对 于 分 布 


载荷 , 塑性 饺 的 位 置 较 难 确定 , 经 常 需 研究 若干 个 可 能 位 置 。 这 将 在 题 13,8 和 题 13.9 中 讨 
论 。 


13.5 М 


ЗЕНА ОАЕ ОЕТ, 结构 会 发 生 一 个 全 塑性 承载 能 力 的 问题 , 此 时 结 
构 ( 如 梁 或 刚 架 ) 位 于 贸 链 之 间 的 区 段 在 载荷 没有 任何 进一步 增长 的 情况 下 仍 会 移 位 ， ЖЕҢІ 
链 之 问 部 分 的 行为 类 似 于 机 构 。 本 质 上 , БАЛ rE ah i ЕЖ, МЕТ, — XH bk 
< |3J8J 83916 E РАН ЫН ERERKEN, B HL 的 典型 表示 方法 可 见 
题 13.2、 题 13.4 和 题 13.8~13.10。 


13.6 极限 载荷 


足以 导致 结构 成 为 机 构 的 载荷 称 为 极限 载 倚 或 诗 声 载荷。 任何 基于 有 机 构 产 生 这 一 概念 
的 设计 称 为 极限 设计 。 本 章 的 所 有 问题 都 是 讲述 极限 载荷 的 计算 问题 。 
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13.7 Ж 题 


题 13.1 如 图 13-1(a) 所 示 的 简 支 梁 在 中 点 处 承受 集中 力作 用 , ik 82 Je: H Jš JR v 21552 38000 
lbf/in? 的 钢材 制 成 的 , 其 截面 为 图 13-1(b) 所 示 的 筷 形 ,宽度 为 5, 高 度 为 1,65, 梁 
长 40 in。 试 求 使 该 梁 全 塑性 时 的 宽度 b, 此 外 着 只 使 染 最 外 层 纤维 届 服 , 再 求 宽度 


b'o 
П Op I 
c 
0.8b 
М.А 085 
Т 
0.85 
F 
F Te 
600 lbf 600 Ibf 
(a) (5) (с) 


图 13-1 


М EF 由 对 称 性 可 知 ,A Я C #Ë B) 3 B 600 lbf, 中 点 B 处 的 峰值 弯 第 为 
(600 ТЬР (20 in) = 12000 ibf*in 
Ең, ЕНЕ Sa ЕКЕ, 合力 为 C, 下 出 的 纤维 受 拉 伸 , 合力 为 了 ,如 图 13-100) к, 上 
述 两 力作 用 线 的 位 置 也 如 图 13-1(c) 所 东 。 由 力 TANC ARIRE 
M, -(ғ,)(0.86)(5)(0.85) = 0.64530, 
= 0.6453(38000) 
于 是 


0.6462(38000) = 12000, à = 0.79 in, 1.65 = 1.26 in 
于 是 , 梁 的 截面 积 是 0.995in2 
由 题 8.25 可 知 , 对 于 短 形 截面 最 大 可 能 莘 性 弯 矩 { 亦 即 蝶 外 侧 纤维 刚好 达到 屈服 点 ), 为 


KRY 
M, = а 
因此 
ғ А 2 
12000 - МӨР Y (38000) 
解 出 


b = 0.905 іп, 1.65 = 1.45 in 
此 时 , 截面 积 为 1.312 ins ЕЙНЕЗЕЯМІНІШЕ Ж 1.312 in, 因而 ， 若 允 洗 全 塑性 作用 , 对 于 任 
意 的 深长 , 均 可 使 粱 的 重量 降低 24.2% 。 根据 建筑 规范 ,对 以 上 的 每 个 计算 都 应 引入 适宜 的 安全 
系数 。 


题 13.2 试 求 图 13-2 所 示 简 支 梁 的 极限 载荷。 


图 13-2 
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Қ тсе 由 静 力 学 可 知 4 端 及 CC 端的 约束 反 力 分 别 是 P/4 和 ЗР/4, EE E SE #E [sJ bk ӘРЕ 
TAERE. PETER Ч АГ Р 施加 点 处 ,等 于 (P/4)(3L /4) = 3PL716。 当 这 个 雪 系 达到 
使 B 处 截面 全 塑 生 的 数值 时 ,将 之 记 作 M, 在 ВАЕ ВЕЕ, REJ P ЖЕК 
曲 继续 增加 的 情况 ,形成 如 图 13- 3 ЖӨНІН, 


Р; 


ІҢ 13-3 


相应 于 上 述 条 件 的 载荷 P ОЯНАР, АЯЫХЫЕЛАСР/АНЖЕ ВЫ 
(P./4)(3L/4)= M, 
ЖЕН PL =16М,/31. ЖР, 除 以 某 个 适宜 的 安全 系数 , 得 到 许可 的 工作 载荷 , 这 个 过 程 称 为 极限 
设计 。 
题 13.3 题 13.2 中 梁 的 矩形 截面 为 1.75 inx3 in НКА ТІ-ЯМа 制 成 , 屈服 点 为 115000 
lbffin*。 如 果 梁 的 长 度 是 5 ft, 试 求 在 B 处 形成 塑性 铵 时 的 力 P。 
М кғ 由 题 8,25 知 ,矩形 截 南 的 全 盟 性 碍 给 为 


bh? 
M, = op а 


将 有 关 数 据 代 入 ,有 
А -ұ2 
М, = (115000 Ibf/in2) 0-75 iU) (3 а) = 453000 Jbf - in 


利用 题 13,2 78 # 


p 16M, _ 16(453000 Ibf · in) 
FU gL S 3(60 in) 


= 40300 lbf 


此 即 为 梁 的 极限 载荷 。 
由 题 8.25 可 知 此 粱 可 承担 的 峰值 弹性 夺 托 为 


M, = ayp "g = 302000 !bf ,in 


由 此 可 以 得 出 基于 弹性 设计 的 最 大 许可 载荷 为 


16 M. 
Р, = 721. = 26850 lbf 


国 而 ,使 用 极限 设计 的 许可 载荷 较 弹 性 设计 提高 50% ,但 设计 者 应 注意 对 上 述 极 眼 载荷 引入 某 个 
安全 系数 。 


题 13.4 试 求 承受 均 布 载荷 的 简 支 梁 的 极限 载荷 , 见 图 13.4， 


Е 13-4 图 13-5 


E =F 根据 第 6 章 的 方法 ,在 梁 中 点 处 发 生 的 峰 慢 容 抵 wL2/8, 对 于 中 点 处 的 全 塑性 情况 , 此 


13.7 fl 题 


SAMAH M, 表示 。 当 中 点 形成 塑性 锐 时 , 均 布 载荷 的 数值 记 作 wi (极限 载荷 ), 上 是 


1? 8M 
BE S M, Row” 


题 13.5 如 图 13-5 所 示 , ЖЫ ЕХ, 承受 图 示 的 集中 力 。 试 求 相 应 于 坟 塌 机 构 
的 极限 载荷 Pio 
М Ep 这 是 一 个 超 静 定 梁 , 在 B 处 形成 一 个 塑性 匀 时 不 可 能 发 生 刻 性 十 塌 ,因为 AB 段 仍 被 约 
,只 可 能 发 生 很 小 的 侧 向 挠 曲 , 直到 在 溢 的 某 一 个 位 置 出 现 另 一 个 塑性 铵 为 止 。 普 经 在 第 6 章 
中 证 明 过 ;承受 集中 力作 用 的 梁 , 最 大 弯 息 只 可 能 发 生 在 这 些 力 的 施加 点 处 或 约 东 反 力 作用 处 。 
对 于 此 题 的 情况 , 另 一 个 塑性 铵 只 可 能 出 现在 4 处 , 当 А.В ТРАЕН, 可 穆 之 为 运动 许可 
Уран. ЕЛ Янғын, 塑性 贸 形 成 的 顺序 并 不 重要 ,十 塌 机 构 如 图 13-6 所 示 。 


ajin 


13-6 ІҢ 13-7 


当 力 PP 等 于 极限 载荷 Pi 时 , КЕСКЕ M. 点 到 力 P 作用 点 右 侧 ) 的 分 离 体 图 如 图 
13-7 тт, 图 中 M, 表示 B еа, НАЕ, 有 


MM д) 
其 次 ,由 全 染 的 分 离 体 图 (图 13-8), ТЧ A MB 处 
не, я 
У), = R + Мер, = 0 ( 
м, 


解 出 


Хмс-,-м,-РД4|-0 (3) 


将 (2) 式 的 Ra 代入 (3) 式 ,可 导出 


图 13-8 


БНАЖ АІ, 
13.6 题 13.5 中 讲 到 的 梁 是 中 空 图 截面 的 , 如 图 13-9 所 示 。 该 梁 由 钢 制 成 , 届 服 点 为 
200 MPa。 如 果 外 半径 г = 20 mm, KÆ L = 2 m, 试 求 能 承担 的 极限 载荷 。 
М tF 为 简单 起 见 ,首先 求 半径 为 + 的 实心 圆 截面 的 全 
塑性 弯 逢 M,。 中 性 输 以 上 的 部 分 截面 作用 有 数值 等 诗 局 
ЖА 服 点 的 均匀 分 布 法 应 力 ,这 些 应 力 的 合力 作用 在 上 半截 面 的 
形 心 处 , 亦 即 在 中 性 轴 上 方 距离 为 {4r/3r) 处 , 类似 的 情况 发 
生 在 中 性 轴 的 下 方 , 只 不 过 法 应 力 与 上 半截 面 的 法 应 力 是 反 
向 的 ,于 是 


ЕЕЕ 


对 于 中 空 圆 截面 的 全 塑性 弯 短 为 


_ 42 2)2 4(r/2 7,3 
м, = 竺 ow - 2 op OE G)... 


对 于 此 题 给 定 的 数据 ， 


‹ 258 ` 第 13 章 梁 的 塑性 形变 


M, > — (0.02 m) (200 x 106 N/m2) = 1867 №. m 


由 题 13.5, 可 有 


20M, _ 20(1867 М.т) _ 
3 = 3(2 m) 6225 N 


РІ, 
此 即 为 极限 载荷 。 
题 13.7 113.5 中 的 梁 为 工 字 形 截面 ,尺寸 如 图 13-10 所 示 , 材料 是 结构 钢 ， EIRA Æ 250 
МРа, 长 度 为 2 m。 试 求 极限 载荷 Pi 。 
$ W к 正如 在 题 8.29 中 指出 的 , 54 %pk nr 


下 ”中 性 轴 将 截面 分 为 面积 相等 的 两 部 分 。 此 处 , 由 
mm 于 对 称 中 性 轴 与 中 线 重合, 上、 下 半截 面 的 形 心 


Smi 
қата» 
C.L. С < 
75 mm ранч == —  - y = ыз 
(75)(101(37,5-5)- (27.5)(55(27.5/2) 
10 mm Б (75)(10) + (27,5)(5) 
= 29. 6{ тат) 
са T Шақан 
м, = 25 ( Yit Fa) 

图 13-10 =250[ (753(10) + (27.5)(5)1(29.6--29.6) 


=13.13(kN:m) 


由 题 13.5 ТЫНЫ 


3 
р, = 20131307 дз BCN) 


ЧНЫ ТАЕ УІН, 在 这 种 情况 下 , 外 层 纤 维 的 应 力 刚好 达到 届 服 点 ， ERE 
度 是 线性 变化 的 , 中 性 轴 处 应 力 为 零 。 由 第 7 章 欧 方法 可 知 截面 的 二 次 矩 汶 

Ж В L L 

1 = 09005» 190700055) 
= 1.67 x 108 таш?) 
анана а, R 20 MOLS нту, ан katsu 
М, = 11.13 kN-m. 由 题 1.11 可 知 , А ASEN 0.116РІ., Ñ B 处 的 咨 答 是 0.159 Ppl。 由 后 者 
的 结果 可 以 得 到 金 泣 性 作用 时 , 梁 能 承担 的 最 大 载荷， 
0.159Р1. = 11,13%М-ш 或 P,- 35kN 

ЖЗ ЕНЕДІ P. $z P. 超过 25% 。 


题 13.8 如 图 13-11 所 示 。 两 端 固定 的 粱 ,承受 均 布 载荷 作用 。 试 求 极限 载荷 。 


Е 13-11 13-12 


М кк НЫН 13-12 所 示 , 此 时 在 A.B A CAERSE, 由 对 称 性 可 知 , 中 点 C 处 


的 前 为 为 零 ; 因 此 可 画 出 此 粱 右 半 部 分 的 分 离 体 图 . 如 图 13-13 所 示 。 下 静 力 学 ,有 


Хм, -2м,- РЕЗ (2) = 0 


13.7 例 题 159. 


H 13.9 


极限 载荷 为 w <16М,/12, HIB 11.6 380265 ЖЕ, 基于 
外 层 纤维 屈服 ,内 部 纤维 全 处 于 弹性 范围 的 许可 载荷 为 w, 
= 12Af./L*。 在 这 种 情况 下 ,极限 载荷 w, 和 最 天 弹性 载荷 v, 
w, 2 8(4/3)М,/ М, Ж, 比值 M,/ M, ARREN, W 
题 8.25 ЗНАЧ, TEERDE НН (3/2). РА 


wL 4 M 3. ы 
nome ao ІН 13-13 


此 即 表明 ,在 这 种 特殊 的 情况 下 ,极限 设计 的 许可 载荷 是 弹性 分 析 许 可 载荷 的 2 68. pishita 
荷 之 间 如 此 之 大 的 差别 , 部 分 原因 是 由 于 梁 的 超 静 定性 质 决定 的 。 应 该 指出 ,对 于 超 静 定 系统 , 可 
能 存在 极限 载荷 与 最 大 弹性 载荷 相等 的 例外 情况 。 

如 图 13-14 所 示 梁 , 左 端 图 定 、 右 端 简 支 ,承受 均匀 分 布 载荷 的 作用 。 试 求 相 应 于 骤 
ТЕ RH. 


图 13-14 Æ 13-15 


Ж F 此 是 与 题 13.5 EREA A, E R h ШЕРТИН, 必须 形 
RATEBEER, КНТЕУ А 处 , Н ЕВ ОКАН Е, wak. 它 肯 定 
ЕЛЕНЕ ХАҚҚА В), ERRA., (ЕЕ, ERASER, 前 力 等 于 零 ,我 们 可 以 画 
出 此 梁 的 长 度 为 La 的 右 区 段 的 分 离 体 图 , 并 将 a BERAE, 如 图 13-15 所 示 , 图 中 M, Ёл 
шнен. 


由 静 力 学 ,有 
SIF, = В, – аа = 0 (1) 
2 2 
Ума = 2м, – 0 = (2) 


其 次 , 考虑 整 梁 的 分 离 体 图 ,如 图 13-16 所 示 。 л 有 


人) Ma =- ВА + 2 


о (3) 


| 2-У2) | 
Р, 2— V2)L a 


图 13-16 图 13-17 


联 立 求解 方程 (1).(2) 和 (3), 得 到 确定 相对 最 大 夺 矩 截面 位 置 的 一 元 方程， 
а? - 4а+2 = 0 
解 此 方程 , 得 到 252-2, 方程 的 另 一 个 根 尖 意义, 被 会 去 。 
将 此 结果 代入 (2) 式 , 得 到 


M 
wi = (6 +4/2) 12 


“260, 


Жізе 梁 的 塑性 形变 


题 13.10 


EQ 13.11 


ЖЗНЕ. PRIME 13.17 所 示 。 
两 靖 固 定 梁 承受 集中 力作 用 , ШІН 13-18 Ж. ЖЖЯНЫ ТЕН ЖЕДІ, 


13-18 图 13-19 


Қ F 唯一 台 乎 明 辑 的 其 翰 机 构 如 图 13-19 WR, EA BHC ERMEE Ш ДАВС 的 
几何 杂 件 ,有 


азф-8 (1) 
或 
ETF = 0 (2) 
EI 8 PS ИН ЕЖ 8 GUL FHJI ЯВ ХВО, ROR, 得 到 
$ = ві l- а.) (3) 
由 几何 分 析 , 可 得 到 
a= [i - 2), =% (4) 


L L 
与 题 13.5 和 题 13.8 类 似 , AEDH TE REE, 但 是 我 们 拟 引 入 一 种 新 方法 , 这 
种 新 方法 对 于 更 复杂 的 问题 将 会 很 有 效 。 此 种 方法 要 考 虚 发 生 曙 性 坊 塌 后 ， ЖЕР, 所 作 的 功 ， 
ШЫМЕН ФЕН ЖІ ИЫН ЖЫН ЛЪВ, MARE Р, ЖЕУ REHN A Pas REHN 
Зн h YNAT RE, AEM 2, AESA жыр, 载荷 P. ШЕН ЖАР, IHR, 
A.B fl C ЕАН ЕМЕ M,. EARE REEMS FRI Р, 所 
作 的 功 。 
A 处 塑性 镁 所 作 的 功 为 Mx, B 处 和 处 塑性 镑 所 做 的 功 分 别 为 MB 和 MB8。 邻 P, 所 做 
ЕТ СӘМЕН, 并 利用 上 式 , 有 


Pè = M A| 1- e| + M + мы # | (5) 
ЖЗА 9 代入 (5) 式 , ПИЯ А 
P, 2M,L 


一 et 工 -а) 
矩形 截面 50 mm x 120 mm 的 水 平 梁 АС 长 度 为 1.5 m, HEN A АБЕ, КЕС 
处 由 截面 积 为 3 cm? 的 同 材料 杆 支 撑 , 如 图 13-20(a) 所 示 。 材 料 的 届 服 点 为 200 
MPa, ERE B 处 亲 受 集中 力 P 作用 , 试 求 极限 载荷 Pis 


і 


== 


120 mm 


(a) (b) 


图 13-20 


М ҰР БАУКЕ АС 哪 一 个 先 屈服 , 可 假设 铅 直 杆 先 届 服 ,其 内 力 为 


13.7 той 


EG 13.12 


F, = (200 x 106 N/m°)(3 cm?)(1 m/100 cm}? = 6 x 10% N 
梁 的 分 离 体 图 如 图 13-21 所 示 。 
6 x 10N 


A 


一" 一] 
-2 


ЕҢ 13-21 Е 12-2 


УМ, =- P(1 m) + (6 х 10+ N)(1.5 ш) = 0 
可 和解 出 
Pi=9xlioN 或 90kN 
其 次 ,假设 梁 AC EB 处 产生 塑性 贸 ; 而 铝 直 杆 仍 为 弹性 的 。 位 于 A MERANER, 
梁 芍 左 区 眉 分 离 体 图 如 图 13-22 所 示 。 由 此 鼻 的 平衡 方程 为 
Y Ma = M, - A,(1 m) = 0 
考虑 全 梁平 衡 ,关于 C 点 的 转动 平衡 方程 为 
D Me = PL (0.5 m) — A,(1.5 m) = 0 
可 解 出 F; =3M, 
АЖЖ, EAEE LA 8.25) 


2 


м, = 9р 4 


2 
= (200 x 105 N/m2) 9-12 ш 9.05% _ 15000 N- m 


Р Pr =3(015000) = 45000 N 或 45 kN, 

因为 45 kN 先 于 90 ЕМСЕ ИЕЛЕ, 显然 极限 载荷 是 45 kN, 这 将 使 在 B 处 形成 
塑性 镁 ,而 铅 直 杆 仍 是 弹性 的 。 
如 图 13-23 所 示 刚 架 , 两 个 基础 4 、D 均 为 固定 的 , 辣 时 受到 两 个 等 值 载荷 P (ЕН. 
试 求 刚 架 发 生 塑性 南 塌 时 的 载荷 。 


图 13-23 


Ж IF 此 题 刚 架 共 有 三 种 可 能 的 塑性 地 塌 机 构 ,如 图 13.24 所 示 。 其 中 情况 工 和 情况 了 相 
应 于 单个 载荷 作用 的 结果 ,情况 加 是 将 情况 T 和 情况 下 组 合 而 成 的 复合 机 构 , 条件 是 删除 B 处 
的 -~ 个 塑性 铵 。 我 们 将 逐一 地 计算 三 种 情况 的 坊 塌 载 共 ,然后 选择 其 中 的 一 个 作为 真正 的 击 圳 
载荷 。 

情况 工 , 可 使 用 题 13.1 的 方法 ,立刻 可 以 得 到 Pa = 4M,/L, 
情况 下 ,使 用 与 上 面 同样 的 方法 ,也 可 以 得 到 Р,, =4M,/L. 


: 282 - Ж1ІЗЕ ЖИЕН AE 


ЖЕП.А.Е.СИрАЖЯЯНЕЫ,ПвАНЕ-ТИНЗА. ЖЕНЗЖЕЖ 
Рзд; + Pisd3 = ГМ,014 + ІМ,(2991- + [ M,(20)], + LMP], 


或 
Pial LO) + Piat LO) = 6M,0 
因此 解 出 
3M 
Pa = T 


МЕНЕН Р,-Різ-3М,/1., НЕН máy Ш BDE Bris iB ЗЕ, 
题 13.13 如 图 13-25(a) 所 示 , 连续 梁 有 
=+ BE, 并 且 承 受 单独 
的 集中 力作 玫 。 试 求 此 梁 逆 
性 地 塌 时 的 载荷 。 
М EF EPAR, AE 
谊 只 发 生 在 - BZA. ҒЫН, 
将 会 由 于 产生 图 13-25(b) 所 示 机 
HARER 此 时 在 节点 日 和 
CERERE., MEESE р 
Риё = (м,01, + [M,(28)] 
或 
图 13-25 P, £ 
ВЕНИ Р, -6М,/1.. 
ЕЙ 13.14 еа р: ШІН 13-26(а) Т. ЖИЯР 3 2 in 高 
Ж 4 in, 材料 的 屈服 点 为 380001bf/in2, ОК ОТЕ ЕВЕ P. 


解 оғ НАПЕВУ ИЖ АС 内 ,并 且 形 成 图 13- 26(b) 所 示 的 机 构 。 在 B.C 处 
PE BES SE, UE T SSE р 


中 -= зм, 


2P,(100) = [М,(20)], + [м2 或 P, = 5 


БАЈ 


157 й a "263: 


ШЕ 13.15 


аман але АДЫ 


图 13-26 


ЖҰ, A IHR ВТ EERE СЕ A, EREA 12-2 (ОЕ, НА CDF B) JILI 3% 


系 , 有 
g = а + В ; 
但 是 a AIIE CE MEEME A, 上 式 成 为 . 
8, 8, 
%727% 


式 中 51 必须 是 相符 的 单位 ( 亦 即 ,上 ,于 是 81 =8g/5。 由 几何 关系 ,有 
ал фі B = 4/5 
АЗЕ F. С.р AESA, ВЕ нзр 


ЗР, (8а) = [Mie] + [Mø] Ж Р = м, 


НХ ЧА СРАВНЕНИЕ В 0, Е.З, AC BT B9 L18368 ЕНЕҢ, 
因为 第 形 截面 的 多 塑性 奇 矩 是 M, = =,,(bh2/4), БЕА 


P, = 50712)(38000) алау = 3800(IbÍ) 
式 中 分 母 上 的 因子 {12) 是 为 使 单位 一 致 而 引入 的 。 


矩形 截面 50 mm x 75 mm 的 简 支 梁 , 承受 图 13-27(a) 的 载荷 ,材料 的 届 服 点 是 250 
MPa。 斌 利用 极限 设计 准则 求 最 大 载荷 P. 


НҚ ЕР 由 静 力 学 可 得 约 东 反作用 力 R,=3+(P/4KN Н R,=1+(3P/4)kN, 
与 此 梁 全 塑性 作用 相应 的 弯 邱 是 
M, = op(bh?/4} = 250 аит = 17.6(kN - m) 


在 含有 多 个 载 耕 作用 的 任意 问题 中 , Ж-Е ШЕШ ЖА Жа шін, eA A BI 
能 性 。 第 一 种 可 能 (图 13-27(b)), RKAS EREE AMB 点 之 问 ,如果 这 是 正确 的 辱 矩 图 ， 


' 264 · 3136 PAE 


当 =< 4 时 必 有 某 个 点 处 前 力 为 零 , 注 总 到 前 力 方 程 为 


v = зЁ а= 
我 们 必须 由 上 述 方程 中 求解 P。 
P z zap E 
0-3%%-: 或 r= 3+ 3 


在 这 种 考虑 中 z <a, 导致 P<4。 简 单 的 计算 指出 , P=4 kN 不 会 产生 17.6 kNm HERTE, 


75 mm 


4m 2т 2т : 50 тт 


(с) 


图 13.27 


第 二 种 可 能 性 (图 13.27(e)), RAS EREE СЕНА. у САННЕ НУВ Р 
是 
3P 
4 
在 这 种 情况 下 , B ДЕНЕЛЕР С ҚЫЗ ХЕН БЕН ЕКЕН H НЕН: 
同 的 切线 ,因此 可 不 考虑 в ла, RIERREN, P = 10.4 kN 即 为 允许 施加 的 峰值 载 
Ж. 


(1 | (2) = 17.6 KN m 或 P = 10.4 kN 


13.8 J ЕЛ 


题 13.16 ЯМ64ФЕКПМЕЖЕМЕВЖСӘНЛПЯ ЕЖ AD, 如 图 13-28(a) 所 示 。 如 图 


图 13-28 


13.8 35 题 


中 所 指出 的 , 施加 的 载荷 是 端 部 力 偶 M. 和 M./2, Е ТЭУ T 2 如 图 13-28(b) 所 示 , 这 曾 
在 题 8,32 中 考 虎 过 。 如 果 材 料 的 居 服 点 是 39000 1М/ г, 试 求全 塑性 作用 时 施加 载荷 的 最 大 值 。 
(CER: M, = 360750 [bf'in) 

М 13.17 肯 次 考虑 图 13-28(a) 中 的 梁 及 载荷 。 CREARNE RI E ch SF ИЕ Ж, 如 图 13.29 Жж МІН 
服 点 是 39000 1/2, ARENE EARRA. CEE 546000 lbf"in) 


图 13-29 图 13.30 


Шізів RA 13-30 所 示 简 支 梁 的 极限 载荷 。 (Ж.Р: =4.5М,/1) 

Æ 13.19 ÆR 13-30 PARRE EEEN, Ж) 25 mm>x 50 mm, 由 Hy- 80 钢 制 成 , 屈服 极限 为 500 MPa, 
长 度 为 1 m。 试 求 如 图 所 示 施 加 在 梁 长 1/3 处 的 载 薪 极限 值 。 CER: P, =35.2 ЕМ) 

题 13.20 13.4 FHR, 长 度 为 2 m, 截面 为 正方 形 50 mmx 50 mm, 材料 是 结构 锅 , 届 服 点 为 250 MPa, 16 
RERE. (FR: w = 15.6 kN/m) 


题 13.21 WER, 另 端 简 支 的 梁 如 图 13-31 所 示 , ЦАГ Р,, СЖ. P, = M, 


El 13-31 图 13-32 


Æ 13.22 在 题 13.21 中 , 试 求 >, 以 使 P ЖЖ, (ЖЖ. =ÜD.41L,(P,)an=5.64M,/ L) 

题 13.23 如 图 13.32 所 示 的 简 支 粱 AD, 2k 26 3E 3 Jr 承受 两 个 集中 力作 用 。 试 求 极限 圾 荷 P... (ЖЖ. 
P, = Мр/21.) 

题 13.24 试 求 图 13-33 тИ, CFR: w, = (6+4/2)M,/L2) 


- 


ШШШ 
ІҢ 13-33 图 13-34 


MOE 
A 


ЯВ 13.25 试 求 图 13-34 ERRAR DEAR. CFR: Pr = 6M,/L) 


题 13.26 连续 梁 ABCD 承受 医 13-35 所 示 的 载荷 。 试 求 比 信 (wr) 上 L/P; ,以 使 在 AC EA CD 段 中 同时 出 
HERRE., OFE 2/3) 
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ls --| Е f LSL — А 


图 13-35 图 13-36 


题 13,27 图 13-36 ИЕ УЖЕ ТИЕ, АСЕН з М, 邻近 的 CD 段 全 塑性 
计算 是 M,, 铅 直方 向 的 集中 力作 用 硅 AC Ву, Л ЦЕ P; 。( 答 案 ; Pi -7М,/1/) 
题 13.28 试 求 图 13-37 МАЕ ЕНЕДІ P. (Ж.Р, = 6M,/ L) 


图 13-37 图 13-38 


Шіз.29 如 图 13-38 ГЕ ИЗ, В Тр Е А А ОЕ НУРЕ И P. 
СЕЖ.Р,-1.2М,/1,) 
题 13.30 RATAR E ТЕХ BIB R EHARA P( 见 图 13-39)。( 管 案 : P, = 4M,/31) 


а е. 
Ез! 


13-39 图 13.40 


Шіз.зі 图 13-40 所 示 非 对 称 刚 架 , ЗЕН ЕЕ. АННЫ ТІ. СЕЖ.Р, = М,(4,58,)/ 
hiha) 


ES 13.32 RRE 1341 АТИНА ЛТ, (ARP = 1) 


图 13-41 


ж14 ж ж 


14.1 柱 的 定义 


承受 轴 向 压 弟 的 细 长 杆 称 为 柱 。 术 语 " 柱 "经 常 被 用 来 描述 铅 直 的 构件 ,而 术语 "支柱 ”有 
时 用 于 讲述 倾斜 的 杆 。 

例如 很 多 飞机 构件 .空间 火箭 各 级 助 推 医 之 间 的 连接 构件 .桥梁 梅 架 中 的 基 些 构件 以 及 建 
筑 物 的 结构 框架 等 ,都 是 “ 柱 ” 的 常见 实例 。 


14.2 ЖЖЖЖ 


柱 的 失效 是 由 于 届 曲 引起 的 。 所 请 届 曲 是 指 杆 件 发 生 侧 向 措 曲 。 需 指出 的 是 , 短 压 缩 构 
件 的 失效 是 由 于 材料 届 服 发 生 的 。 柱 的 届 曲 亦 即 失效 , 甚至 在 柱 中 的 应 力 低 于 材料 届 服 点 时 
也 会 发 和 后。 振动 或 往复 机 械 中 的 连 杆 也 会 固 尾 则 兴 效 。 


14.3 柱 的 临界 载荷 的 定义 


轴 向 压缩 细 长 杆 的 临界 载荷 是 特定 数值 的 轴 向 力 , 该 数值 对 于 保持 杆 件 的 微 弯 构 形 是 怡 
好 有 效 的 。 图 14-1 表示 的 是 两 端 铵 支 压 杆 受 临界 荷载 P.. 作 用 的 屈曲 构 形 。 


二 ec 一 一 


图 14-1 


14.4 ЖЕКА 


АВ УЯАТ ЗЕ НИАЕТ ВО АН НИ, k А а В, i 
算 截 面 回 转 半径 的 方法 在 第 7 童 中 讨论 过 。 
如 果 柱 在 每 个 端 部 转动 是 自由 的 , 那么 柱 将 绕 回转 半径 最 小 的 那 根 轴线 发 生 届 曲 。 


14.5 细 长 柱 的 临界 载荷 


ШЕШ НІН, 并 且 和 承受 轴 向 压缩 ,那么 引起 届 曲 的 载荷 P 是 
TEI 
L? 
AF E 是 弹性 寞 量 , ! 是 横 截 面 面 积 关于 形 心 轴 的 最 小 二 次 征 , ERRUER, RAR 

在 题 14.1 中 导出 。 

上 述 公式 首次 由 瑞士 数学 家 欧 拉 (Euler L,1707 一 1783) 得 出 , 因而 荷载 P, 又 称 欧 拉 届 曲 
载荷 。 正 如 在 题 14.2 中 将 要 讨论 的 , 如 果 与 P。 相应 的 轴 向 应 力 o, = P. / A (ch A 为 杆 件 
的 横 截面 积 ) 超 过 材料 的 比例 极限 , 比 公 式 不 能 直接 使 用 。 例 如 , 对 于 材料 比例 极限 为 210 
MPa 的 钢 杆 , 下 述 公 式 只 对 柱 的 长 细 比 超过 100 才 是 正确 有 效 的 。 公 式 (14.1) 给 出 的 P. 是 
失效 载荷 ,因此 必须 引入 安全 系数 才能 得 到 设计 载荷, 这 个 公式 的 应 用 将 在 题 14.5- 题 14.7 


(14.1) 
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中 讲述 。 


公式 (14.1) 可 以 改写 为 如 下 形式 
El (14.2) 
(Кі)? 


AP KL ВУНЕ. FARE, K = 1; 如 果 两 端 是 固定 的 , К = 0.5; XF — 
АЕ Е x Ву, К = 0.7: 2 — S En E, 加 载 端 自 由 (无 约 东 ) 的 柱 ,天 =2。 见 习题 
14.1.8 14.3 和 题 14.4。 


Po = 


14.7 偏心 加 载 柱 的 设计 


欧 科 轴 曲 载 荷 的 导出 过程 中 ,曾经 认为 柱 是 完全 {理想 ) 轴 向 受 载 的 。 如 果 轴 向 力 P 有 偏 
心 e, 那 么 在 杆 件 中 点 的 外 层 纤 维 产 生 的 峰值 压缩 应 力 为 


брақ Б, + “sed 2 ГЕ! (14.3) 


式 中 = 为 外 层 纤 维 到 中 性 轴 的 距离 , > ЖЫРЫҒЫ, 为 柱 的 长 度 , A SERER, Бон 
的 割 线 公 式 ,将 在 题 14.22 中 详细 讨论 。 


14.8 非 弹性 柱 的 屈曲 


将 欧 拉 届 曲 载荷 公式 中 的 杨 氏 横 量 换 为 切线 横 量 E, 该 公式 也 可 推广 应 用 至 非 弹性 范 
B. 那么 , 所 得 到 的 切线 模 量 公式 是 
mE 
P. = ЖЕН (14.4) 
А 14,9 


14.9 中 ,小 长 细 比 柱 的 设计 公式 


对 于 具有 大 长 细 比 的 受 压 构件 设计 , 可 应 用 前 面 提 到 的 欧 拉 公式 及 适当 的 安全 系数 来 进 
行 。 对 于 较 短 的 受 压 构件 设计 , 按 惯例 是 选用 半 经 验 公式 计算 。 这 些 半 经 验 公式 给 出 的 是 局 
服 应 力 和 长 细 比 之 间 的 关系 。 

对 于 钢材 制 成 的 柱 , 一 个 广泛 使 用 的 设计 公式 是 由 美国 钢 结构 协会 (AISC) 给 出 的 。 该 公 
式 可 表述 为 ;长 细 比 为 L/r 的 钢 柱 ,许可 的 轴 向 工作 应 力 为 


= [1 - (KL/r)° 1 2 
Е AKLIN) KETT” (KL/r < C.) 
i ü 8с, (14.5) 
=— тЕ 0 
““ (23/12)(KL/r)2 (KL/r > C.) 
2 ШЕ 
=. gyp (14.6) 


AP о, МЕННЕН, ЕЖЕН, МШ 14.11-- 14.14, 


在 结构 稳定 研究 学 会 (SSRC) 给 出 的 方程 应 用 中 提出 了 另外 一 种 看 法 ， 该 方法 直接 应 用 平 
均 轴 向 压 应 力 о, 预测 声场， 


ua 


14.13 Ë 题 
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aT (O <à < 0.15) 
a, = s, (1.035 - 0.2024 — 0.2224?) (0.154 <1.0) 

m, = pf- 0.111 + 0.63647! + 0.087472) (1.0<2А<2.0) (14.7) 
mu = 0300.009 + 0.877472) (2.0<А < 3.6) 

o = суд (ЕКЕН) (А > 3.6) 


其 中 r-t |% (14.8) 
上 述 公 式 中 没有 安全 系数 ,应 由 设计 者 引入 。 见 题 14.15。 


14.10 计算 机 应 用 


由 美国 钢 结构 协会 (AISC)? 改 进 的 .用 于 钢 柱 的 许可 应 力 的 设计 公式 ,以 及 由 结构 稳定 研 
究 学 会 (SSRC) 提 出 的 ,给 出 极 近 良 塌 平 均 轴 向 应 力 的 方程 都 很 适合 应 用 计算 机 , 在 题 14.17 
和 题 14.20 中 分 别 给 出 使 用 上 述 方法 编制 的 FORTRAN 程序 。 为 了 根据 上 述 两 种 关系 式 得 
到 的 柱 的 承载 能 力 , 只 需 向 自 提示 程序 中 输入 该 柱 的 几何 与 材料 常数 。 程 序 的 应 用 见 蓝 
14.18% 14.19 和 题 14.21。 


14.11 梁 柱 


同时 承受 轴 向 压缩 和 俩 向 载 检 的 杆 被 称 为 粱 柱 。 在 题 14.25 中 将 给 出 一 个 实例 。 


14.12 ЖЕЖ АЈ 


ЕТЕНЕ АВ Ж, TIERRAS Б НІН, SARERA 
PRAE: -AREAN ERREA ЕНХЖ ЕЖЕНЕЕН, Вн — 4 sk К 
承 。 在 某 些 情况 下 , 施加 荷载 可 能 会 引起 此 杆 突然 移动 到 另 一 个 邻近 的 平衡 位 置 。 这 也 是 系 
统 失 去 稳定 的 一 种 形式 , 见 题 14.26。 


14.13 Ж 题 


题 14.1 ”两 端 铵 支 的 细 长 杆 在 其 两 端 承受 轴 向 压缩 作用 , 旦 力 的 作用 线 通 过 各 横 截 而 的 形 
De МК, 
Ж ЕР KRR EER R RRAS REA, 在 力 P 03 EH F АА 52 А 


14-2 所 示 。 为 了 合 侧 向 措 曲 成 为 可 能 , 必须 由 一 个 支 诸 相 对 于 另 一 个 支 座 可 沿 输 向 移动 。 B ill 

线 的 油分 方程 与 第 9 вра аена, E ik uh a 
2 

EI 52 = M (1) 


此 处 4 点 (坐标 是 с, у) ЯН СОСЕ АЕН ЕО PEFEA 点 ,与 书 纸 平面 垂直 轴 的 力 


Р 
! 
k 
> 
H 
i 
i 
i 
А 


4270. 


第 14 童 柱 


题 14,2 


上 第。 在 此 我 们 要 特别 指出 , 这 个 力 司 杆 产生 止 商 向 下 的 弯曲 。 按 照 第 9 章 的 符号 规则 , хет 
HH. RENEE M = - Py, TE 


aS =- Ру (2) 
€ 
如 果 令 ден (3) 
《2) 式 将 成 为 

2 

іу ыы, = Ü (4) 


使 用 微分 方程 著作 中 讨论 的 任何 一 种 标准 的 方法 , 都 可 以 很 容易 地 求解 此 式 。 只 要 找到 一 个 
Ж, 将 两 数 微分 两 次 后 再 加 上 函数 本 身 { 雪 一 个 常数 ) 等 于 零 , 解答 几乎 立即 可 以 写 出 来 。 显 然 ， 
48Ж sinkz 和 coskr 均 具有 这 种 性 质 。 袜 际 上 ,将 以 上 两 个 函数 组 合成 如 下 形式 ， 

y = Csinz + Deoskr (5) 
就 可 以 作为 (4) 式 的 解答 。 将 [3 是 给 出 的 y 代入 (4) 式 ,很 容易 验证 上 述 事 实 。 
在 得 到 形 如 (5) 式 的 y 之 后 ,下 一 步 的 工作 是 确定 常数 C、D。 在 杆 的 左 回 z=0 处 ,应 有 y = 
0, 将 这 些 数 值 代入 (5) 式 , 有 
0=0+D 或 D = 0 
在 杆 的 右 端 z= 工 处 ,有 ?=0; 将 这 些 数值 代入 (5) 式 ,并 注意 到 D = 0, 得 到 
0 = CsinkL 
显然 ,或 是 C=0, 或 是 sinkL =0。 但 是 如 果 C=0, 那 么 y 到 处 都 是 零 ,我们 只 得 到 直 杆 的 平凡 情 
况 ,这 是 一 个 先 于 屈曲 的 村 形 ,对 这 样 一 个 解 我 们 没有 任何 兴趣 , 手 是 必须 到 


вл. = 0 (6) 
为 此 ,必须 有 
Ы. = nz WME) (w = 1,2,3,9) (7) 
Ж 好 = P/E 代入 (7) 式 ,有 
JEL = wx 或 p = 2581 (8) 
当 =1 时 ,显然 取得 这 些 P 中 的 最 小 信 , 我 们 得 到 所 谓 的 局 曲 第 一 模 态 , 间 时 恪 界 载荷 是 
P, = TEL (9) 


ED y kit i Г, HEPARA 
Fe) 


у = Csin EF (10) 


将 (9) 式 带 入 这 个 方程 , 得 到 


у = Сат F (11) 


ПКЕЕ ДЕК Е В. ЖЕ ЖАН УЕЗ А ТАНЫ, ІШ ЖӘНЕ ПЖ CHR 
的 届 曲 形状 幅 值 。 

正如 由 (9) 式 能 看 出 , 杆 的 局 本 将 关于 模 截面 内 一 个 特殊 的 轴 发 生 ,截面 关于 该 轴 的 惯性 抑 为 
最 小 。 

(9) 式 也 可 改写 成 如 下 形式 ， 


_ EI 
= (KL: (12) 


式 中 кі. 即 为 柱 的 有 效 长 度 。 有 效 长 度 定 义 为 挑 曲 杯 零 曲率 两 点 之 间 的 长 度 。 例 如 , 对 于 两 端 较 


ХЮ. КТЕ, K - 0.5; —t ШЕ, ARRE, K = 0.7; F A НІН ЖҒНЕ, 
K=2, 


ARE 14.1 中 柱 的 轴 商 应 力 。 
М £F 在 题 14.1 中 求解 临界 荷载 时 曾经 用 到 公式 EIl d y/dr’) = M, 在 导出 这 一 公式 时 曾经 


俱 设 应 妨 和 应 变 立 问 服从 线性 关系 ( 见 第 9 m), 因而 ,只 有 尖 应 力 不 超过 材料 的 比 全 极限 时 ,由 
题 14.1 (ОҚА ПЕНЕН ІІІ, 


Р, 


814.3 


13.13 f#l 是 
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当 杆 件 极其 接近 出 曲 构 形 的 时 候 , 轴 向 应 力 仍 可 由 下 式 计算 : 


fa = {1} 
AP A 为 村 的 横 截面 积 。 对 于 式 中 的 P. ,代入 是 14.1(9}) 式 给 出 的 数值 ,有 
_ EI 
в, 二 AL: (2) 
但 是 ,由 第 7 章 可 知 
I = Ағ? (3) 
AF r 表示 截面 的 回转 半径 。 将 (3) 式 代入 (2) 式 ,得 到 
a = EAr. F| E| (4) 
或 
ŻE 
9 5 (Lir) (5) 
式 中 比值 ( 工 /r) 称 作 柱 的 长 细 比 。 


我 们 考 虐 比例 极限 为 210 MPa fl E =200 GPa 的 钢 柱 。 庶 方 210 MPa 表示 可 应 用 (5) 式 的 应 
力 极 限 ,为 了 求 得 与 这 些 数据 柯 应 的 {( 工 /r), 将 上 述 资料 代入 (5) 式 有 


9 
210 x 105 + 0000) 或 + == 100 


因此 可 知 , xF MEER (7) 22100 时 , ЕШ 14.1 g 
(9) 8 H 65 ЕГ, PI S HR (ЗЕНИТ ІЛДІ мра 
才 是 正确 的 。 对 于 那些 {LAr)< 100 的 钢 柱 , k H: a 
性 屈曲 之 前 巫 应 为 超过 比例 极限 ,并 且 上 述 各 方程 者 
是 不 正确 的 。 

式 (5) 可 通 出 如 图 14-3 所 示 的 图 形 , 对 于 上 面 所 
给 出 的 比例 极限 和 弹性 模 量 的 特定 值 , (L /r)= 100 
左 俩 的 部 分 曲线 是 不 正确 的 。 因 此 , 对 此 种 材料 , A Bl 14.3 
атын атыны ЕВ, 
两 端 男 定 、 承 受 轴 向 压缩 的 细 长 杆 如 图 14-4 所 示 。 试 求 其 临界 载荷 。 


上 
+], 


y 


L £ £ 
4 t 4 | 4 
А 


L 


E 14-4 


Ң EF 我 们 引入 坐标 系 zy 如 图 14-4 所 示 , 并 且 令 (z,y) 和 示 杆 上 任意 一 点 的 坐标 。 在 这 …- 
点 处 的 弯 抢 等 于 此 点 左 侧 的 所 有 力 对 过 此 点 并 垂直 于 并 面 的 轴 之 此 的 代数 和 ,因此 ,此 点 FEA 
М = – Py + Mo ЖАЛЫ Eld y/úz2 = -~ Py + Mp EË 

中 P M 

TI t EP = EI a) 
正如 在 微分 方程 教科 书 中 所 讨论 的 ,方程 (1) 的 解答 由 两 部 分 组 成 ,第 一 部 分 即 所 谓 的 齐 次 方程 的 
解 管 , 亦 即 (1) 浇 右 端 项 等 于 零 所 得 到 的 解答 , 解 方程 


dy P 
а кә» = 0 (2) 
此 方程 的 解答 曾经 在 题 14.1 中 络 出 , 即 
y= Aucos| ГЕ, + Bisinl JE.) (3) 


方程 (1) 解 答 的 第 二 部 分 为 特 解 , ОВЕ Е ЫЖ, 显然 这 样 的 函数 为 


er a kamanisa 一 


em 2-2. 
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ШІ 14.4 


ШІ 14.5 


mia 柱 


y = М - 常数 ) (4) 


方程 (1) 的 全 解 为 (3) 式 的 齐 次 解 与 (4) 式 的 特 解 之 和 , ҢІ 


y= Ані [Es] + Bis JE (5) 
> =- A|, JEn [E+B [Ecl [E] (6) 


ЖЕНА >= D, WA у О ЖАНЕ Қ K (5) 6,88 S A t Mo/P。 此 外 在 左 端 点 x = 


0 处 ,还 应 有 dy/dx =0, 将 这 些 数 据 代 入 (6) 式 ,由 0=0+ Bi y Р/ЕІ , 2 В = 0. 
ЖЕНА r= L. A dyidz =0, 将 之 代入 (5) 式 ,同时 注意 到 В,-0,18 


0=- А SEs [E] 


但 是 已 有 A= -My P, ARAR: РЕ аш / P/EIL)=0, RAH /Р/ЕП,-нт(н =1,2,3, 
…) 时 才 有 可 能 ,于 是 


且 有 


(7) 


Ят 14-4 НН НІН 5-5, ЗЕ ЕВ Е >= L/2 处 有 水 平 切线 , mA 
dy/d7 =0。 而 此 时 (6) 式 到 如 下 形式 ， 


sin T (67) 


只 有 当 n ЖЕНЕ "=2.4.6.… 时 ,上 式 才能 满足 。 
ТЖ, 对 于 最 小 可 能 值 x= 2, (7) 式 成 为 
р. = ФЕ 
细 长 杆 一 端 固定 , 另 端 自由 , 并 在 自由 端 承受 轴 向 压力 。 试 求 临界 载 敬 。 


解 te m 14-5 所 示 , 临界 载荷 是 刚好 能 保持 微 弯 平衡 构 形 的 轴 向 压力 P。 图 中 Mo ERE 
端 支 承 的 影响 , 它 将 防止 任意 的 角 位 移 。 
м, | р PEMBERIAN, 图 14-5 中 的 
整 杆 相当 于 题 14.1 讨论 过 的 两 端 馆 支 挠 曲 杆 
的 1/2, 于 是 当前 考虑 的 柱 长 L Н РЕ 
L 一 一 一 的 半 长 度 。 因 此 用 2L 代替 题 14,1 中 (9) 式 的 
L, TARSAR, Вр 
p. 2 ŻEL _ ФЕЈ 
”LY ша 
矩形 截面 40 mm x 50 mm РАЯН, 如 果 材 料 的 比例 极限 是 230 MPa, E = 
200 СРа WOR REE ARKAE BH К HE, 


Ң E Нр 1-482/12-(50)(40)3/12 2.67 x 105 mm, 央 此 最 小 的 回转 半 


яз 
- L [267x10 _ 
r= Jx = J (407050) = ll.5(mm) 


在 古 14.2 中 得 到 轴 向 加 载 的 轴 向 应 力 为 


图 14-5 


a = ŻE 
“O (L/ry2 
令 上 式 中 的 临界 应 力 等 于 230 MPa, 即 可 解 出 公式 适用 的 最 短 长 度 , 即 


22 (200 x 10° 
230 x 10° = 5200 x 10 
(1711.5)? 


Ў L = 1.065 m 


14.13 # 题 
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题 14.6 PHRA Н Ш 400 mm >x 50 mm ӘРІ, ЖАНЫ ЕН, ЖЕ 
2 m, H. E = 200 GPa, 试 求 欧 拉 公式 适用 的 导 曲 载荷 ， 
ЖМ EF 在 题 14.5 中 已经 得 到 截面 积 的 最 小 二 次 处 为 2.67 x 105 mm, MAM 14.1 中 的 (9) 式 
的 届 曲 载荷 公式 


TEI _ к2(200 x 109)(1075)(2.67 x 1055 


p. = "a 2x 1053: = 132(kN) 
相应 于 这 个 载荷 的 轴 向 应 力 是 
Pe _ 132x10 | 
2. = A = (40 х 50) = 6 MPa) 


ED 14.7 试 利用 欧 拉 理论 , 计算 截面 为 W10 x21 КҮЙ У ERRAI ЖЕІОІ,Е- 
30 x 105 lbhfrin2。 
解 же ШЕ Жал IEEE 9.7 in, TE 


ЕР _ =2(30 x 1081/12) < (9.7 int) 
Ir = (144 ш)? = 1380001, 


题 14.8 长 度 为 工 的 细 长 杆 , 刚 度 为 El; A WEE, B 端的 转动 受到 反作用 力矩 的 约束 , 每 
转动 1 弧度 约束 力 征 为 4%。A 端 和 B 端 沟 不 能 发 生 侧 向 位 移 , 但 4 端 可 自由 向 BB 
端 移动 。 试 导出 关于 轴 向 届 曲 载荷 P 的 方程 。 | 
解 F ЕНА Р 14-6 所 示 , 图 中 м, Әлия ЛЕЕ, тана 


Р,- 


中 
E! РЕ = Vx - Ру 
或 
Фу P _ V 
de? EP Er 
y 
令 а1- P/EI, 有 
dy o, _ V 
452 Жа y= FPZ 
fB #@ 5 8 i; y l) 2: W. 
y= Asinar + Bcosoz + 2, (1) 
作为 第 一 个 边界 条 件 , щ == 0 Е, у= 0; B= 0. 作为 第 二 个 边界 条 件 , 当 += L 时 ， у-ФИН 
此 由 位 ) 式 ,有 
Ü = AsinaL + PL 或 р = ~ A ainal 
于 是 
у = A(sinar — паі.) (2) 


(20%, 可 以 得 到 x = L ЫЖ 


[Z]. = A | acosa _ unal | (3; 
ВЕК ОНЫ 


М = A| өсегі. - L ainar | (4) 
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此 外 ,因为 一 般 地 应 有 M = EI (dP y/dz2), H (2) 24831 


М, = — Аа? ElsinaL. (5) 
我 们 特别 注意 到 ,在 B 诺 MM 增加 时 ,dy/dz ERS, SORE УАН ЕН М-С, 
- Aa2Elsinal. = 一 | Aàacosal, + А ъа | (6) 
каға, RRE HRE P 的 方程 为 
PL _ aL соға, + 1 = 0 (7) 


А 
对 于 给 定 的 EILL MA 的 数值 ,此 方程 必须 用 数值 方法 求解 。 


Ші14.9 当 许 中 的 平均 轴 向 应 力 超过 材料 的 比例 极限 时 , 讨论 柱 的 行为 。 


Қ шаны 中 导出 欧 拉 届 曲 载荷 时 , 是 基于 假设 柱 在 


到 处 都 处 于 强人 性 范围 之 内 ,如 图 14-7 的 OA ЕШ, ERTER 
之 内 , 杨 氏 模 量 E 是 直线 DA WAR, МЫЗ МЕНЕШШ 
线性 迹 即 到 达 A 点 的 右 侧 时 , 曲线 的 斜率 叫做 切线 模 量 E, 并 
ВЕ, AMEZEK. TE F. 必须 出 材料 实验 来 确定 。 在 
这 种 情况 下 必须 考虑 非 弹 性 屈曲 。 这 项 工作 最 早 的 一 个 研究 成 
Ж 14-7 果 是 德国 工程 师 因 格 赛 {( Engesser) 提 出 来 的 { 目 前 有 时 还 在 使 用 
此 种 方法 ), 他 于 1889 年 建议 用 切线 模 量 E; 代替 题 14.1(9) 
Ж.ДА Е. ОХНА Е, ВЗ У 
AE 
(L/r): 
此 即 为 切线 模 其 公式 , 且 P. = Ао, ЕЗЯЕНЖЕН, ЕИЛЕМЕНЯҒЫН, ТЕ 14.10; k Py 
出 的 届 曲 载荷 略 低 于 试验 给 出 的 非 弹 性 屈曲 载荷 。 这 种 理论 也 有 某 些 不 足 之 处 ,但 不 便于 在 此 处 
讨论 ,因而 也 不 是 理论 性 设计 的 最 好 方法 。 
МИН ТЕКЕ НОВ АНТЫН 14-8 
Жж. FEAF, OF JH HHAH z{ 除 以 材料 
的 届 服 点 应 力 ) 表 示 为 长 细 比 (上 /+ ) 的 血 数 。 试 
验 结果 表现 出 如 图 所 显示 的 较 大 分 散 性 。 实 验 
数据 分 布 在 两 条 实 线 所 框 定 的 范围 和 内。 数据 分 
散 性 的 原因 在 于 杆 轴 对 直线 的 初始 多 何妨 离 , 以 
及 加 工 制造 中 产生 的 残 作 应力。 根据 (L/r} 值 
不 同 , 可 有 三 种 不 同 的 图 形 表 示 方 式 , 第 一 种 是 
фа). ЕРУ ИН ЕНЕ ЕН; 


Cr 


= 
2, 


“im 


二 种 是 图 中 的 {b), 亦 即 对 于 中 等 长 度 的 皇 ( 此 种 “| .| 。 
压 杆 在 工程 中 有 广泛 的 应 用 ) 发 生 的 是 非 弹 性 届 Q © © 
眼 ;第 三 种 是 图 中 的 (c), каак, EATE FREMI KAMA 
ТТС (QAHAREER АҚ. 14-8 


ЭНЕН КЕН ТІЗЕ 14.1--Ш 14,7 中 处 
理 过 。 相应 于 条 件 (b) 的 柱 的 合理 设计 应 依赖 于 在 下 述 几 个 题 中 所 要 讨论 的 几 个 半 经 验方 法 。 


题 14.10 两 端 镑 支 的 柱 长 度 为 275 mm, 并 且 是 实心 圆 截面 的 ;必须 承担 的 轴 向 载荷 是 250 


kN, 求 所 需要 的 半径 ;计算 中 使 用 切线 模 量 理论 , 是 实 验 测 得 的 切线 横 量 与 轴 向 应 
力 的 关系 曲线 如 图 14-9 所 示 。 
Ж 027 由 是 14.9 可 知 。 根 据 切线 模 量 理论 , 临界 载荷 为 
TE, 
Р, = (А) ВЫ = ЕІ а) 
对 于 半径 为 R 的 实心 图 截面 ,= xR*/4; 于 是 (1) 式 变 成 


_ (250000 N)(0.275 тау? 
E, = (250000 N) (0.275 m)? 2498 Nj, 


(x R3⁄4) R m (2) 
ЖҒЕН- ЕЕЕ ЕЕЕ, 很 容易 求 得 轴 疝 应 力 为 


_ P _ 250000 (3) f 
Е, кра 1 
250 : 
200 | 
150 | 
| 
100 i 
4 
50 x 
200 100 600 800 wy Mpa i 
š 
E 14-9 I 
{ 
Ë 


对 子 尾 一 个 法 应 力 a 值 , 由 图 14-9 者 能 确定 一 个 E, RWE, ТЕНЫНЫШ Ы k (2) 
《3) 式 。 
首先 , 试 R = 0.012 m, 由 {3) 式 可 以 得 到 
250000 
95 Ц0.012 m) 
相应 于 = 值 ,由 图 14-9 得 到 E, = 175 ОРа. НУР) 


_ _— 249 __ 
E= moar 117 GPa 


显然 ,这 样 一 个 E, 值 是 不 行 的 , 假设 半径 太 大 了 。 
其 次 , 斌 只 =0.011m, 出 (3) 式 有 


ж-е sm peu a 


= 553 МРа 


bi - Миша aras —— — жа. - -----. 


_ 25000 _ 
z = RO DL mY кейн 658 МРа 


根据 КН, 由 图 14-9, 可 有 Е, = 125 GPa, 然 而 ,由 (2) 式 有 


2222439 
(0.011 њм)“ 


将 这 些 数值 制图 , 如 图 14.10 所 示 , ERTEN ЕРНЕУ 0,011 m 和 0.012 m 27.18], Hz 
试探 值 R =0.0112 m。 册 方程 (3) 有 


250000 
ал 900.002 mj = 634 МРа 


由 图 14-9 可 得 相应 的 Е, = 152 GPsa。 由 方程 (2) 得 到 


Е, = 167 GPa 


14-10 


a, _ 


а-ы 


“276 ， 
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题 14.11 


题 14.12 


2439 


E, = (0.0112 m} = 155 GPa 
这 两 个 二 已 经 很 接近 了 ,可 以 取 半 径 为 0.0112 m, ËI 11.2 mm, 


讨论 结构 钢 柱 的 设计 准则 。 
ШЕ s= 根据 美国 铀 结构 协会 (AISC) 提 倡 的 方法 , 对 于 长 度 为 工 , 截面 最 小 的 癌 转 半径 为 >, 材 
料 的 届 服 点 为 rw, 杨 氏 模 量 为 E 的 钢 柱 , 由 半 经 验 公式 给 出 的 许可 辅 向 庶 力 为 


(к/т) 
Е  2C2 k 
а, = Е KL жылғ (KL/r < CG.) (1) 
+ 3(KL/r) _ 
з 66, 8C3 
“EE (KL/r > C.) (2) 
“ (23/12)XKL/r-)° ， 
其 中 
ce (3) 
бу) 


此 处 K 是 题 14.1 РОЛЕН. STARAT AE SI 单位 系统 .也 可 以 在 USCS 单 
位 系统 下 使 用 。 在 (1) 式 和 {2) 式 中 ,分 母 表 示 安 爹 系数 ,显然 他 是 伴随 长 细 比 (LAr) 增加 而 增加 
的 。 

第 二 种 方法 ,也 可 能 是 和 实际 结果 符合 最 好 的 一 种 方法 ， РЕЧЕ $Ë (Bjorhovde , R ` ) 提 
出 的 。 他 在 1971 年 分 析 了 大 量具 有 初始 缺陷 及 (加 工 ) 残 佘 应 力 的 全 尺寸 柱 。 这 些 柱 具有 相对 
轻 或 中 等 重量 、 热 轧 工 字 铀 截面 ;要 弧 宽 度 小 子 2 in(50.8 mm), УЖА Е 49000 16/2 
(335 MPa)。 他 发 现 , 极 近 塌陷 时 的 平均 (全 截面 ) 应 力 由 下 列 公 式 给 出 


шақа 0<2<0.15 
а, 6,,(1.035 - 0.2024 – 0.22242), 0.15<А< 1,0 
4, = 4,(-0.111 + 0.63647! + 0.087472), 1.0<24<220 (4) 
2, = 4,,(0.009 + 0.87742), 2.0<2л< 3.6 
o, = оуд ВЯ), 423.6 
其 中 д= |22 (5) 


тг E 
这 些 结果 用 图 表示 如 结构 稳定 研究 学 会 (SSRC) 曲 线 2, 表示 图 14-8 b KEE Н 


行为 。 这 些 公式 既 可 以 使 用 S 单位 系统 ,也 可 以 使用 USCS 单位 系统 。 因 为 (4) 式 中 的 应 力 o 
极 近 塌陷 , 式 中 义 无 安 全 系数 ,必须 由 设计 者 引入 。 布 乔 哈 伍德 还 曾经 给 出 适用 于 其 它 类 型 瞧 
ША АҚ, 
利用 在 题 14.11 中 讨论 的 AISC 建议 的 设计 公式 , 确定 W8 x 19 截面 .10 ft 长 柱 的 
许可 和 轴 向 载荷 。 该 性 的 两 端 是 铵 支 的 。 届 服 点 是 36000 Ibf/in2, E = 30 x 106 
Ibf/in2, 
解 (55 由 第 8 章 的 表 8-1, 可 以 得 到 给 定 截面 的 几何 性 质 ， 
Lmin = 7.9 i, À = 5.59 in2 

由 第 7 章 的 方法 得 到 回转 半径 是 

r= [z2 = 1.189(in) 


тж = ОШ = 00.9 
根据 题 14.11 的 (3) 式 ,有 


c- ЖЕ _ {230 105 i/o) 
: с,» 36000 lbf/in? 


= 128,26 


* Bjerhovde,R 和 Tall,1({ 最 小 柱 强度 和 ЖЕНІНН 2), Repon 337.29, LehighUniversity, Fritz Eng. Lab. Bethlehem, 
PA,1971.Bjorhovde, ROM tE RLA BD A ЖІ ОУ ЗЕУРҺ. dissertation .lehigh University, Bethlehem, РА, 1972. 


маз я 9 27. 


18 14.13 


18 14.14 


Ш 14.15 


ATAARE, K = 1 Am K(L/ry< Со: ВЕ 14.11 中 和) 式 给 出 的 许可 轴 疝 应 旋 为 


(KL/rY. I (100.9)2 | 
i _ 一 
[ 202” ры _ 1- (126260 (36000) 
ыз TIEL) _ (KL/rY' „ 3000.90 _100.9 
3 BE вс? + 80128.26) — 8(128.26)3 


= 13100(Ib[/in2) 
许可 轴 向 载荷 为 
P, = (5.59 іп 3413100 1662) = 73100 lbf 
重新 考虑 题 14 .12 FHIAR E, 本 题 将 其 长 度 取 作 15 ft。 采 用 AlISC 建议 的 方 
法 确定 许可 的 轴 向 载荷 。 


М 注意 到 本 题 L/r =(15){12)/1.189=151.4, 增 加 后 的 长 度 ( 与 题 14.12 相 比 ) 使 得 
K L = 151.4) > C.(= 128.6) 


因而 , 必须 使 用 题 14.11 中 的 会 式 (2)? 计 算 许 可 的 轴 向 应 力 ， 


_ BE _ 1272030 х 10 |bf/in2) 
“< 23(KL/r) 23(151.4)2 
于 是 ,许可 的 轴 向 载荷 为 
Р, = (5.59 in*)(6740 Ibf/in2) = 37670 lbf 
Pii EZ > kE BJ IS EA 3 m, 截面 为 W203 x 28; ЖЕН ЕҢ Ж 250 MPa, Е = 
200 GPa。 试 用 АІС 建议 的 方法 计算 许可 的 轴 向 载荷 。 
М r 由 第 8 章 的 表 8-2, 可 得 到 截面 的 几何 性 质 ， 


Imin = 3.282 105 тт", 


= 6740 ІМ/ ші 


А = 3600 mm? 
回转 半径 


6 4 
13.28 х 106 лігі ІП 


V 3600 mm? 
于 是 Ё. =99.4 


由 题 14.11 的 {3) 式 ,得 到 
_ |р (200 x 10° N/m2) 
250 х 10% N/m 7 125.7 


c = | ZČE 
HREH K=1, AE K (L /ry< C. PETAS B] Z Н 14.11 中 (1) 式 计算 ， 


r= 


Ұ S; 


f- (KL/r¥ Y. 
2c? э? 
625 3(KL/r) _ кол) 
37 ac. 8С? 
1- 4 | 250 x 105 
20125. 7)! 90.35(МРа) 
= . а 
75, 3094) _ (99.4) 
3 86125,7) B8(125.7) 


许可 和 轴 疝 载荷 为 


P, = (36000 man) | J (90.35 x 105 N/m?) = 325000 N 或 325KN 


To mm. 
再 次 考虑 题 14.12 中 的 柱 , 本 题 要 求 用 在 题 14.11 中 讨论 过 的 .SSRC 建议 的 方法 
计算 最 大 的 承载 能 力 。 


М ігішен 14.11 讨论 的 , 首先 要 计算 


(= KL 1 | 
ғ т Е 
-QUZ infi) 36000 Ibfrin2 
(1.189) т V 30 x 105 а 7 1-13 


жын H 


出 题 14.11 Я. РРА А, РЕ Н A EGE E RE ЛІ, 


0.636 0.087 
ғ, =a |- 01 + 1 + д? | 
0.636 0. 087 
= у - 42 
= (36000 lbf/in Jl 0.111 + 1 115 T 887. | = 19000 lbfzin 


ABA T' WE ЛИН ИЕДІ 
Р = (5.59 in2) (19000 ibf/in2) = 106200 1 
这 个 载荷 表示 此 种 形式 的 柱 甬 承 芝 的 峰值 载荷 平均 什 。 要 注意 的 是 , EIL B rh 8 ti Ф 
МАН, 对 此 种 构件 的 设计 载 敬 应 小 于 106200 ІМ, 

题 14.16 两 端 铵 支柱 ,长 着 为 3.5 ИННА 250 MPa, E = 206 GPa ЯН. Ж 
受 的 轴 向 压缩 载荷 750 kN ;试用 AISC 建议 的 方法 ,由 第 8 章 表 8.2 中 选择 工 宝 弄 
截面 。 

E ғғ 为 得 到 第 1 个 近似 信 , 使 用 公式 P = As, 有 


222750000 N 
250 x 10° N/m? 

LARET, EE fel II АЗ 3000 mm 的 截面 均 是 不 能 使 用 的 。 
其 次 ,试探 选择 W203 x 28 截面 , 由 表 8-2 有 ,4 = 3600 mm, Imin= 3.28 x 105 mmt, АЛЫН 


回转 半径 是 
{3.28 < 10 mat 
r= 3600 2 = 30.2 mm 


由 此 可 得 长 网 比 工 /r= 3500/30,2 = 116 
由 题 14.11 中 的 (3) 式 ,有 
с = [=m x10 N/m) _ 125.6 


250 x 10° N/m 


= 0.0030 m”, 或 3000 mm 


HTAR EH, 有 
K Eta 116) < C.(= 125.6) 


WW BE 14.1 中 的 41) 式 ,可 有 


_ —(116)2 

L 1 = 825 ро 

“ Е + -23116) __ (116)? 
3 8(125.6) 8125,6)? 


= 74.95(МРа) 
J 74.95 


出 此 得 到 


Р, = (3600 mo) | m 


103 mm 
这 表明 , 第 一 次 选择 的 截面 太 小 了 。 
第 二 次 , 试探 选择 W254 x 72 截面 , A = 9280 mm2, Г. = 38.6 x 10° таға; 最 小 的 回转 半径 


6x 10° mm“ 


此 时 ,长 细 比 是 3500/64.5=54,26, 再 次 有 


2 
| (74.95 x 106 N/m2) = 27000 М, 3 270 kN 


K biz 54.26) < C.( = 125.6) 
再 次 使 用 题 14.11 中 的 (1) 式 计算 许可 应 为 为 


a, = 2025.6% 124.6(МРа) 
ч 5. 3054.26) (54.26) | 7” a 
3 8(125.6) 8125.6) 


由 此 得 
1 2 
TE a| (124.6 x 10f N/m2) 
=1.15 x 106 N 3 1150 KN 
这 个 窟 面 又 有 些 太 大 了 。 


Р, = (9280 mm) | 


400% FE YAA kanuni a — OL 


4. P Bi p 29. 


4 


再 试探 研究 W254 x 54 A, A — 7010 ғал, Г. 17.5 х 105 mmi FE a 8518136 e А, 
т 50.0 mm, ӨН L / r -= 3500/50 = 70; EAH 0 14.11 PRODR, F] о, = 114 MPs, 由 此 
得 许可 载荷 P. - 799 <N. 

使 用 同样 的 方法 研究 内 小 一 号 的 截面 W254 x 43, 此 时 许可 载荷 仅 为 478 kN, 

Кн, ЕЕЕ ІНІ 7254 x 54, 它 能 承担 轴 阅 载荷 为 799 kN, 超过 了 所 要 求 的 750 
kN。 更 详细 的 结 梅 钢 形 状 表 格 可 能 党 肯 助 选 到 较 W254 x 54 更 小 的 截面 。 

题 14.17 试 针对 题 14.11, 编写 计算 钢 柱 轴 向 载荷 的 FORTRAN 程序 (用 ALSC 建议 的 方 

Ps). 
М кв 符号 仍 如 题 4.11, 并 且 该 题 中 的 (11.(21 式 给 出 (KIL УАР K F AAE C. 时 


MERTA A ИТКЕ E F 


МАРЫ ыы А А ДЛАКА ОДАККА ВАВ КАКАЯ КЛА ВАВАААИДАЙ 


АҒАР далады с екітілді ДЫСЫ pr 


00020 PROGRAM STEELCL (INPUT,QUTPUT) 

0003034 {AMERICAN INSTITUTE ОҒ STEEL CONSTRUCTION} 

ОООО анаан НАВАНТА hi kk ia kika ankkhkaqikkakwwawakkwkhkkakakankkak a 
00050* 

00060 * AUTHOR: KATHLEEN DERWIN 

00070% DATE : JANUARY 24, 1989 

00080% 

00090% BRIEF DESCRIPTION: 

00100* ONE APPROACH TO CONSIDERING DESIGN CRITERIA FOR STRUCTURAL 


001108 STEEL COLUMNS IS GIVEN BY THE А.1.5.С. (AMERICAN INSTITUTE ОҒ 
00120% STEEL CONSTRUCTION). THIS PROGRAM DETERMINES THE ALLOWASLE AXIAL 
001304 COMPRESSIVE STRESS AND LOADING OF A STEEL COLUMN USING THE RELATIO 
00140% DEVELOPED AND ACCEPTED BY THE А.1,5.С. 


00150% 

00160% INPUT; F 
00170% ТЕБ USER 15 FIRST ASKED ІР USCS OR SI UNITS WILL ВЕ USED. TREN, 

00180% THE COLUMN LENGTH, THE MINIMUM MOMENT OF INERTIA AND AREA OF THE i 
00190% COLUNN CROSS SECTION, THE MATERIAL YIELD POINT, AND YOUNG'S MODULUS Ë 
00200% ARE ІКРОТТЕр. ALSO, THE END РІХІТҮ COEFFICIENT IB ENTERED, і 
002104 š 
00220% OUTPUT: И 
00230* THE ALLOWABLE AXIAL COMPRESSIVE STRESS AND LOADING ОР ТНЕ COLUMN 1 
00240% ІЗ ГЕТЕНМІНЕР. : 
00250* , 
00260% VARIABLES: L 
00270% ANS = DENOTES ІР USCS OR SI UNITS ARE DESIRED ; 
002804 L,I N --- LENGTH, МІК.МОНЕНТ ОР INERTIA, AREA ОР COLUMN X-SECT is 
00290% БІСҮР,Е --- YIELD POINT, YOUNG'S MODULUS ОҒ THE MATERIAL L 
003404 R --- MIN, RADIUS ОҒ GYRATION AS CALCULATED FROM THE : 
00310» CROSS-SECTIONAL AREA AND MOHENT ОР INERTIA i 
00320* сс --- CRITICAL CONSTANT ОР THE СОШОМЫ...А FUNCTION ОР ITS i i 
00330% PHYSICAL AND MATERIAL PROPERTIES . 
00340%* CHECK 一 一 一 THE COLUNN CONSTANT AS CALCULATED FOR THE SPECIPIC ; 
00350* САБЕ CONSIDERID. THIS IS COMPARED ТО TEE CRITICAL р. 
00360% CONSTANT TO DETERNINE WHICH ОР ТМО RELATIONS TO USE ! 
00370% K --- END РІЖІТҮ COEFFICIENT ОР THE COLUMN : 
00380% HOLD1,HOLD2--- PARTIAL CALCULATIONS ОР THE MORE COMPLICATED FUNCTIO 

00390* {USED FOR БАБЕ ІМ РВОСВАМИТЫС) 

004004 BIGA 一 一 一 ALLOWABLE AXIAL COMPRESSIVE STRESS 

009410» LOADA --- ALLOWABLE AXIAL LOAD 

00420% PI --- 3.14159 

00430% 

ОООО АНАЛА АБИТАЕВА КАТКАЛАН КААК АЯ ВЕАВАВАА КЕН КАВККЯ ВАВАЙ 

0045020 йа MAIN PROGRAM жалай 

ТЫНЫШ ТТЕЕТЕР ЕТТЕТТТІТІТІТІТІІТТІГІТГІТІТІІТІТІІТТТТ 

00470% 

00480% VARIABLE DECLARATIONS А 
00490* . 
00500 REAL L,I,A,SIGYP,E,R,CHECK,CC,K ,SIGA,LOADA, PI, HOLDI ,HOLD2 

00510 INTEGER ANS 

00520% 

00530 РІ к 3,14159 

00540% 

00550% USER INPUT 

00560%* 

00570 РКІМТ%,!РҺРАВЕ INDICATE YOUR CHOICE ОР UNITS;' 

00580 PRINT*,'1 ~ USC8S8' 

00590 PRINTA, 2 - Si" 

60600 PRINT*,' ' 

00610 РВІМТ#, ENTER 1,2' 

00620 НЕАрЯ,АНВ 

00630 IF (АМ8.Е0.1) THEN 

00640 тердім», “PLEASE INPUT ALL БАТА ІН UNITS ОР POUND AND/OR INCH...:' 


00660 РВІМТА, PLEASE INPUT ALL DATA IN UNITS ОР NEWTON AND/OR METER.. 


+ 280 ` 


ваш 柱 


00670 ENDIF 
00680 PRINT*,' * А 
00690 РВІМТ%, ЕМТЕВ COLUMN LENGTH: 
READ*, L 

90700 PRINT ,+EMWTER TER CROSS-SECTIONAL PROPERTIES.,..' 
00720 PRINT*,'MOMENT ОР INERTIA, I:' 
00730 READ* ,I 
00740 PRINT*, AREA: ' 
00750 READ», A 
00760 PRINT, 'ENTER THE MATERIAL YIELD POINT: ' 
00770 RZAD* , SIGYP 
00780 PRINTA, ENTER THE VALUE РОК YOUNG'S MODULUS: ' 
09790 READ* , Е 
00800 PRINT*, 'FINALLY, ENTER TRE ENO РІХІТҮ COEFFICIENT, Кі! 
00810 READ%,K 
00820* 
008304 END USER INPUT 
098404 
00850» 
00860еаллан CALCULATIONS айлаға 
00870% 
008804 MININUM RADIUS ОР GYRATION 
000904 
00900 R = (I/A)#*0.5 
009104 
09920% CRITICAL CONSTANT POR THIS COLUNN SPECIFICATION 
4 
00940 CHECK = (L/R)*K 
00950» 
00960% THE CRITICAL CONSTANT FOR АШ, COLUMNS ОР THIS MATERIAL 
90980 СС = ((2% (ві%42) + Е)/5ІСҮР) 440,5 

990% 
01000 COMPARE СС АЮП CHECK ТО DETERKINS WHICH RELATION ТО USE 
01020 IF (СНЕСК.ІТ.СС) THEN 
01030 HOLD1 = (1 - ((СНЕСКЯЯ2)/(2%(СС442))))%БІСҮР 
01040 HOLD2 = ((5./3)%1(3%СНЕСК)/(8%Ссс)) - ((CHECK*w3)/(B*(CCw*3)))) 
01050 ELSE 
01060 HOLDI = (РІЗЯ2)%Е 
01070 BOLD2 = (23./12)*(CHECK**2) 
01080 ENDIF 
01090% 
01100% THE ALLOWABLE AXIAL STRESS AND LOADING 
01110% 
01120 SIGA а HOLD1/BOLD2 
01130 LOADA = SIGA*A 
01140* 
01150хечаға PRINTING OUTPUT ы 
011604 
01170 PRINT*,' ° 
01180 PRINTA,' ' 
01190 РАТИТ*, AMERICAN INSTITUTE ОР STEEL CONSTRUCTION (AIBC) STANDARDB:' 
91200 PRINT*,' * 
01210 ІР 4АН8.Е0.3) THEN 
01220 PRINT 10,SIGA,'PSI.' 
01230 PRINT 20,LOADA, ' LB, ' 
01240 ELSE 
01250 STGA=SIGA/1000000,0 
01260 PRINT 10,БІСА,"ИРА.! 
01270 PRINT 20,LOADA, ' NEWTONS, ' 
01280 ENDIF 
01290+ 
013004 FORMAT 8ТАТЕМЕНТБ 
01310» 


01320 10 FORMAT (2X, ТНЕ ALLOWABLE AXIAL COMPRESSIYE STRESS 18",Р19.1, 
% 1X } 

61340 20 FORMAT ( 2X, ' THP. ALLOMARLE AXIAL LOAD IS',F10.1,1X,A) 

01360 STOP 

01370 END 


ГЕТЕТЕЗ ІЗІ ТТІ W8 x 19, 材料 的 屈服 点 为 33000 lbf/in?, E = 


30 x 10° ibf/in*s ЗНН 14.17 中 的 FORTRAN ЖЕНИТЕ АГН ЛУ УРАТ 
{用 AISC 建议 的 方法 )。 


E 由 第 8 章 的 表 8-1, 可 有 Іа = 7.9 int, A =5.59 证 。 自 瀑 示 程序 及 计算 机 运行 结果 为 


14.13 f 题 281. 


run 
PLEASE INDICATE YOUR CHOICE OF UNITS: 
1 ~ USCS 
2 ~ ВІ 


ENTER 1,2 z 
? 1 ; 
FLEASE INPUT ALL DATA IN UNITS OF POUND AND/OR INCH... 


ENTER COLUMN LENGTH: š 
? 180 ; 
ENTER THE CROSS-SECTIONAL PROPERTIES... i 
MOMENT ОҒ INERTIA, І: : 
? 7.9 ; 
AREA: : 
了 5.59 : 
ENTER THE MATERIAL YIELD POINT: ў 
? 33000 


ENTER THE VALUE FOR YOUNG'S MODULUS: | 
? 30Е+6 ! 
FINALLY, ENTER THE END FIXITY COEFFICIENT, K: : 
? 1 ; 
АМЕКІСАМ INSTITUTE ОҒ STEEL CONSTRUCTION (AISC) STANDARDS; 


THE ALLOWABLE AXIAL COMPRESSIVE STRESS IS 6738.2 PSI, | 
THE ALLOWABLE AXIAL LOAD IS 37666.5 LB. 


SRU 0.780 UNTS. 


题 14.19 两 端 馆 支 的 钢 柱 , 长 度 为 10 m, 截面 为 W305 x 37, 材料 的 届 服 点 为 270 MPa， 
Е-200 GPa。 由 第 8 章 的 表 8-2 可 以 得 到 T ,=6.02Xx10-6m4.4=4760x10-5 
т? 。 试 利用 题 14.17 的 程序 计算 许可 轴 向 应 力 及 载荷 (基于 AISC 建议 的 方法 )。 
Ж r 利用 这 些 数 据 , 计算 机 运行 线 果 为 


run 
PLEASE INDICATE YOUR CHOICE OF UNITS: 
1 - USCS 
2 - SI 


ENTER 1,2 
? 2 

PLEASE INPUT ALL DATA IN UNITS ОР NEWTON AND/OR METER... 
ENTER COLUMN LENGTH: 

? 10 

ENTER THE CROSS-SECTIONAI PROPERTIES... 
MOMENT ОҒ INERTIA, I: 

? 6.02E-6 

AREA: 

? 4760E-6 

ENTER THE MATERIAL YIELD POINT; 

? 270E+6 


ENTER THE VALUE FOR YOUNG'S MODULUS; 
? 200E+9 


7 aLr, ENTER THE END FIXITY COEFFICIENT, K: 


AMERICAN INSTITUTE ОЕ STEEL CONSTRUCTION (АІ5С) STANDARDS: 


THE ALLOWABLE AXIAL COMPRESSIVE STRESS IS 


THE ALLOWABLE AXIAL LOAD IS 61998,2 NEWrONS. 128 MPA. 


SRU 0.777 UNTS. 
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题 14.20 采用 SSRC 建议 的 方法 , 编制 FORTRAN 程序 , 用 以 计算 在 题 14.11 中 讨论 过 的 ， 
Зе Р Bj PHH 8] He 38 RN o f 
解 ағ 各 符号 仍 如 在 题 14.11 中 所 定义 的 ,及 是 14.11 9 (А) Н T ACSR у) 
ШЕЛЕК Әле» Теге ВЕ ЛУ 7. R: 


РЕА газ ТЕ ТТТҮЗЕТТІЕРІЗТҮТҮТІТІІГІТТҮУІІГТТІТІТТІТІ 


00020 PROGRAM STEELCL (ІМРОТ,ООТРИТ) 

00030* {BJORHOVDE, STRUCTURAL STABILITY RESEARCH COUNCIL) 
пида ала ТТТ ЕРІТЕІТГЕРТІЛІТІҮГІГІТТТҮГІТТТІТТТҮГІІ 
00050% 

00050% AUTHOR: KATHLEEN DERWIN 

00070% DATE : JAHUARY 24, 1989 

90080% 

00090% BRIEF DESCRIPTION: 

00100% ONE APPROACH ТО CONSIDERING DESIGN CRITERIA FOR STRUCTURAL 


00110% STEEL COLUMNS WAS DEVELOPED BY R. BJORHOVDE, AND IS POSSIBLY 

00120% IN THE BEST AGREEMENT WITH EXPERIHENTAL EVIDENCE, THE MEAN AXIAL 
001304 COMPRESSIVE STRESS JUST PRIOR TO COLLAPSE САМ BE OBTAINED FOR THE 
00140% SPECIFIC COLUMN BY FIRST CALCULATING THE 'COLUMNN СОНБТАНТ' AND THEN 
00150% DETERMINING THE MEAN STRESS AT FAILURE FRON THE APPROPRIATE RELATION. 


00160* 
00170% INPUT: 
00180% THE USER IS FIRST ASKED IF USCS OR SI UNITS WILL ВЕ USED. THEN, 


001904 THE COLUMN LENGTH, THE MINIMUM МОМЕНТ OF INERTIA AND AREA OF THE 
002004 COLUMN CROSS SECTION, THE MATERIAL YIELD POINT, AND YOUNG'S MODULUS 
00210* ARE INPUTTED. ALSO, THE END FIXITY COEFFICIENT IS ENTERED. 


00220* 

00230% OUTPUT: 

00240% THE MEAN (OVER THE CROSS SECTION) AXIAL COMPRESSIVE STRESE AND 
902504 THE MEAN РЕАК LOADING CONDITIONS ARE DETERMINED, 

00260 

00270% VARIABLES: 

00280* ANS --- DENOTES ІР UBCS OR SI UNITS ARE DESIRED 

00290% L IA --- LENGTH, MIN.MOMENT ОР INERTIA, AREA ОҒ COLUMN X-SECT 
00300% SIGYP,E --- YIELD POINT, YOUNG'S MODULUS ОР THE HATERIAL 

00310% R --- МІН. RADIUS ОР GYRATION АЯ CALCULATED FROM THE 
00320% X-SECTIONAL AREA AND MOMENT OF INERTIA 

00330% LAMDA --- CRITICAL CONSTANT ОР THE СОІЛИН...А FUNCTION ОР ITS 
90340% PHYSICAL AND MATERIAL РИОРЕӘТТЕЯ 

00350% K --- END FIXITY COEFFICIENT OP THE COLUMN 

00360% SIGU --- KEAN AXIAL COMPRESSIVE STRESS АТ FAILURE 

0037074 LOADU =m. MEAN AXIAL LOAD AT FAILURE 

00380% PI --- 3.14159 

00390% 

ы ЕР РЕГТЕТІТТЕТІТІТІТТЕТТІТТТІТІТІТІТТТІТ 
00410 %чке MAIN PROGRAM зай 
МӘН ААА ТАНКАЛАНАВН ЗАКА ЕКАКАК АЛАВ ДАВАН ВАКАЯАВНАЛАДАААА 
00430% 

00440% VARIABLE DECLARATIONS 

00450% 

00460 REAL L,I;A,SIGYP,E,R,LAMDA,K,SIGU,LOADU, PI 

00470 INTEGER ANS 

00480% 

00490 PI = 3,14159 

00500* 

00510* USER INPUT 

00520% 

00530 PRINT*,'PLEASE INDICATE YOUR CHOICE ОР UNITS:' 

00540 PRINT*,'1 ~ USCS' 

00550 PRINT*,'2 - БІ! 

00560 PRINT*,' ' 

00570 PRINT*, ЕНТЕЯ 1,2' 

00580 READ* , ANS 

00590 IF (АМ8.Е0.1) THEN 

00600 PRINT*, 'PLEASE INPUT ALL DATA ІН UNITS OF POUND AND/OR INCH...' 
00610 ELSE 

0062) PRINT*, PLEASE INPUT ALL БАТА ІМ UNITS ОР 

90620 ШЕШ: NEWTON AND/OR METER.. 
00640 PRINT*, > 

00650 РАІМТ*, 'ENTER COLUMN LENGTH: : 

00660 READ*, L 

00670 PRINT*, 'ENTER THE CROSS-SECTIONAL PROPERTIES. .,' 

006680 PRINT*, 'MOMENT ОР INERTIA, I:' 

00690 READ>, I 

00700 PRINT*, 'AREA;' 

00710 READ*, À 


00720 PRINT* , 'ENTER THE MATERIAL YIELD POINT: ， 
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00730 READ* ,SIGYP 

00740 РНІНТ”,"ЕНТЕН THE VALUE РОВ YOUNG'S MODULUS: ' 

00750 READ#* ,FE 

80780 FRINT*,'FINALLY, ENTER THE END FIXITY COEFFICIENT, Кі! 

00770 ВЕАр%,К 

00780% 

80790% END USER INPUT 

00800% 

00810” 

008204%залх CALCULATIONS ыы 

008304 0 | 

00840% MINIMUM RADIUS ОҒ GYRATION 

00850% 

00860 R = (І/А)%%0,5 

00870* 

00880% CRITICAL CONSTANT FOR THIS COLUMN БРЕСІРІСАТІОН 

60890% 

00900 LAMDA w {({K*L}/{R*PI}})*{{(SIGYP/E)**0,5) 

00910% 

00920% MEAN AXIAL COMPRESSIVE STRESS АМО LOADING 

00930% 

00940 IP (LAMDA.LT.0.15) THEN 

00950 5160 = SIGYP 

00960 ELSEIF (ҺАМБА.СЕ.0.15 .AND. LAMDA.LT.1.0) THEN 

00970 SIGU = SIGYP*(1.035 ~ 0.202%.АМрА 一 Ü0.222*{LAHDA**2})} 

00980 ELSEIF (LAMDA,GE.1.0 .АМО. LAMDA,LT.2.0) THEN 

00990 SIGU = SIGYP*(-0.111 + 0.836/LAMDA + 0.0872/(LARMDA**2)) 

01400 ELSEIF (LAMDA.GE.2.0 AND. LAMDA.LT.3.6) THEN 

01010 SIGU = SIGYP*10.009 + 0.877/(LAMDA*AW2)) 

01020 ELSEIF {LAMDA.GE.3.6) THEN 

01030 SIGU = SIGYP/(LAMDAWA2) 

01040 ENDIF 

810504 

01060 LOADU = SIGU*A 

01070% 

DE PRINTING OUTPUT ыы 

01090% 

01100 PRINTA, ' ' 

01110 PRINT#,' ! 

01120 PRINT#, 'STRUCTURAL STABILITY RESEARCH COUNCIL (EJORBOVDE) STANDARDS 

01130 PRINT*,' ' 

01140 IF (ANS.EQ.1] THEN 

01150 PRINT 10,SIGU,'P8S8I' 

01160 PRINT 20,LOADU, ' LB 

01170 ELSE 

01180 SIGU=SIGU/100000D.0 

01190 PRINT 10,5160, 'МРА' 

01200 PRINT 20 ,LOADU, ' NEWTONS ' 

01210 ENDIF 

01220* 

01230% FORMAT STATEMENTS 

01240* 

01250 10 FORMAT (2X АНЕ HEAN AXIAL COMPRESSIVE STRESS AT FAILURE IS',F10.1, 
+ ғ 

02270,20 РОКМАТ ( 2%, ' THE MEAN AXIAL LOAD АТ FAILURE ІБ',Р10.1,1Х,А) 

01280 STOP 

01300 END 


题 14.21 考虑 一 个 长 3.5 m, 工 字 形 截面 为 W254 x 79 РІ ЕНЕ, 材料 的 屈服 点 为 


250 MPa, Е-200 GPa。 试 利用 题 14.20 的 程序 计算 极 近 圭 坊 的 轴 向 压缩 应 力 
{用 SSRC 建议 的 方法 )。 


Жж ЕР 出 第 8 章 的 表 8-2 可 以 得 到 这 个 截面 的 有 美 资料 为 , [=43.1x 10-5 m4, А = 10200 x 


10“m。 利 用 这 些 数据 及 本 题 给 出 的 长 度 、 届 服 点 .弹性 模 量 , 自 提示 稳 序 打印 出 如 下 的 结果 ， 

run 

PLEASE INDICATE YOUR CHOICE OF UNITS: 

1 -~ USCS 

2 ~ SI 

ENTER 1,2 

? 2 

PLEASE INPUT ALL DATA ІМ UNITS ОР NEWTON AND/OR МЕТЕВ... 
ENTER COLUMN LENGTH: 
? 3.5 

ENTER THE CROSS-SECTIONAL PROPERTIES... 

MOMENT OF INERTIA, I: 
? 43.1E-6 
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AREA: 

? 10200E-6 

ENTER THE MATERIAL YIELD POINT: 

2 250Е+6 

ENTER THE VALUE FOR YOUNG'S MODULUS: 

? 200Е+9 

FINALLY, ENTER THE END FIXITY COEFFICIENT, К: 
? 1 


STRUCTURAL STABILITY RESEARCH COUNCIL (BJORHOVDE) STANDARDS: 


THE МЕАН AXIAL COMPRESSIVE STRESS AT FAILURE IS 207.8 MPA 
THE MEAN AXIAL LOAD AT FAILURE IS 2119270.2 NEWTONS 


SRU 0.786 UNTS. 


14.22 ЖЕЛАЯ W 363 ER ЖОЛ Р 作用 的 柱 (如 图 14-11)。 若 它 知 载 
HALES e, 试 求 柱 中 的 最 大 应 力 。 


图 14-11 


Ж ФР 根据 此 柱 的 挠 曲 构 形 , 微分 方程 为 


Фу 
EI = Py 


y= cual ЈЕ.) o= [Za 


HAE r=- L/2 #1 x= L/2 的 两 个 端 部 , 均 有 у= e, 可 得 两 个 积分 常数 为 


С. = 0 a=- 
el (86) 


інге 


Б. 


标准 解 为 


因而 , 读 曲 柱 的 挠 度 曲 线 为 


根据 对 称 性 , RAEE EE = = 0 ЯБ, BD 


yas = та ГЕ. 


引入 题 14.1 中 (9) 式 给 出 的 临界 载荷 P ,上 式 变 成 为 


re 


ЗМ, 当 载荷 P ЖЕШЖННР,Ң, 发 生 在 柱 中 部 的 最 天 挠 度 将 变 得 很 大 ， ЯФ 
缓慢 增加 , 而 不 是 屈曲 。 最 大 的 压 应 力 发 生 在 CAIN, B > 


-E Мс Р Ре л Р 
mm AT I = Е бв fE) 


AP с 表示 从 截面 中 性 轴 到 最 外 层 纤维 的 距 高 。 如 果 引 入 截面 的 回转 半径 r, 上 起 变 为 


-2f ес [z ГЕ)” 
в = 1 十 = = о). 
m Д 294 ar V AE 


这 就 是 关于 受 偏心 载荷 的 网 长 柱 制 线 公式 , 式 中 руд 是 平均 应 力 。 如 果 指 定 最 大 应 力 等 于 材 


њ | 


X 14.23 
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ШЕРІ 

对 于 征 一 个 指定 的 (ec jr*) 值 , 均 可 用 试 凌 法 求解 上 述 方 程 ,并 可 以 曾 出 一 个 (PiA} 一 (Ljr}) 曲 
线 , 这 个 曲线 将 能 指出 首先 发 生 外 部 纤维 屈服 时 的 (Pi 有 A&A) 值 。 

对 于 承受 轴 向 压缩 和 有 和 限 侧 向 位 移 的 匀 支 柱 , 试 求 载荷 一 挠 度 关系 。 

Ж кепіл 中 的 姓 理 方法 限于 非常 小 的 侧 向 挠 度 , X E Sp GAE- I НУГЕ 


RER, TAIE- RHEI, RESIA AE 8 和 弧 长 坐标 s, EAI с, y 坐标 的 
补充 { 见 图 14-12)。 


图 14-12 


变形 杆 放 大 后 的 图 形 更 清楚 地 表示 角 坐 标 [ 图 14-13, 注意 到 d8 是 负 的 , 我 们 研究 由 两 个 
相 邻 裁 面 限定 的 狐 长 元 素 ds, 加 载 之 前 是 彼此 平行 的 ,但 是 在 杆 发 生 侧 向 撕 曲 立 后 ,这 些 截 面 的 
情况 如 图 14- 14 所 示 。 在 这 个 圆 弧 微 段 中 两 个 截面 的 对 强 角 为 9。 用 与 题 8.1 中 使 用 的 间 样 
方法 , P HAS G PERAE y 处 纤维 的 法 应 变 。 


% paž 


图 14-13 Е 14-14 
I _ g 
2 dz Е 

其 中 a ВЕНЕ БАЛУ h, IEE, Н 8.1 有 о = My/ I, TE 

хіб Му 

ds Er 
因为 M = - Ру, = 

dp P 

БЕ == (1) 


MES a= P/Er, А 


dg _ 3 
g 0 y (2) 
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将 上 式 再 徽 分 一 次 ,有 
800 обу 
аз? ds 
与 题 9.1 PHATE, Hi ск SILA SPE EN 9.1 中 的 (51) 式 限于 很 小 的 挠 度 。 


为 了 求解 (3) 式 ,双方 乘积 分 因子 2(d8/ds)， 


- aZsin8 (3) 


d 80 2, . 2140 
2% 4 二 2e (sing) ge (4) 
积分 上 式 , 有 
(4) = 2а2сов0 + С (5) 


当 了 =D 时 ,8= оС Й), у= 0:9, BEDARA адау = 0, TE, HA, E 
0 = 2a2zeosgo + С; 


亦 即 d. -/ а /SSS9 созӣ, (6) 
些 处 取 负 平方 根 是 因为 dg 始终 是 负 的 。 上 式 可 变换 为 
@ 2, TERME (7) 
ТАЗА а S 
sin + = ӛзіпФ (8) 
式 中 由 是 一 个 变量 , НЕЧ = =0 时 ,9= x/2;=z = L /2 it, в = 0, В, 
8 
-0 
Ë = > (9) 
那么 日 = ?arcsih[ 下 Sin 机 7 
且 aa = —2Ëkcos$d$ _ 10 
V 1— E2sin2 8 (10) 
由 (7), (8), (DRONA, Ж 
ds ш-ай 
туша ads (11) 


积分 (11) 式 并 记忆 上 的 定义 与 在 端点 处 数值 ， 
a МА is -- f’ — d _ 
9 w2 y1- k’sin $ 


或 a ро —= (12) 
(120 ЛЕК ЖЫҚ» 和 变量 $ 的 第 一 类 完 全 椭圆 积分 。 对 于 任意 给 定 的 人 值 ,可 以 得 
到 一 系列 的 积分 结果 , PARR. M, АГ A Peirce В.О 编著 的 《积分 简 表 )( 第 四 版 ), Ginn, 
1957。 为 了 使 用 这 些 表格 ,必须 选择 加 的 数值 ,由 方程 (9) 确 定 。 为 了 确定 相应 于 #0 假定 值 
的 轴 向 载荷 Р, 可 将 (12) 式 重 写 为 如 下 形式 


р - | t] 


12 Ша AA ші (13) 

为 了 得 到 发 生 在 z = L/2 处 的 最 大 拨 度 ,由 几何 学 , 有 

2 = sing = 2sin Feos £ (14) 
AODA, YÄ 

dy ady v1 ~ ksing 

J = ЕТІ (15) 
令 {14) 和 (15) 式 右 端 项 相等 , 有 

d i a Laž . - 
- жм аар Pr kus é _ 2£(sin$) У1- А4 

或 ady= ~ 24зіпфаф (16) 
积分 上 式 , 有 


ау = 2kcosó + C; 


14.13 f Ей -2876 


4 y=0 bf, # = x/2, 由 上 式 得 出 C,=0. Ч z= 1/2 BF, $ = 0,y= ym = Д. Н Ез ад = 22, 


或 
2% 2% ËL 
一 = 17 
A= 5 Г" F (17) 
El 9 1 — b°sin?$ 


ВЭ ВИ Еа: 

1. жж о, МНО) РЯ k 

2. 由 数学 用 表 , 利 用 积分 六 ESE CECR Perce B .0 给 出 的 数学 用 表 )， 
然后 由 (13) 式 计算 相应 于 选 定 0, 值 的 轴 向 力 P. 

3. МОТИВ 4。 

对 于 选 定 90 值 的 相应 计算 结果 列 在 表 14.1 H бейін ТА 9.87 НЯ, ШЕН 
аянға, 那么 题 14.1 中 讲述 的 简单 理论 给 出 的 是 精确 解 。 


914.3 
% k тав P: А 
(Be) 9 Мр выпіў EL L 
0 0 пі2 F.B =n) D 
40 0.342 1.6200 10.50 0.211 
80 0.643 1.7868 12.75 0.360 
120 0.866 2,1565 18.56 0.403 
160 0.985 3.1534 39.76 0.313 


н ЕЖЕ Т НЕЕ АЕ E M ES 14-15 所 示 。 


А 
8,-120% 7 = 0403 


Р 8, =0 Р Р P 
 — ti (y —rrcnrnj 
AF 
8,7160% 2 = 0313 
6,-40% + =0.211 
Ë P P P 
Ë 14-15 


欧 拉 曾经 与 1744 年 首次 研究 了 这 个 问题 ,弹性 挠 曲线 的 形状 称 为 弹性 线 。 只 有 利用 此 种 较为 精 
确 的 有 限 挠 下 理 论 才 能 确定 侧 向 樟 曲 的 幅 值 。 题 14.1 中 介绍 的 近似 小 挠 度 方法 无 法 确定 这 个 
в. 


EÑ 14.247 ЛЕНИЕ Н ЭСИН ТЕ Э Е ДН $H 5] R Е T 38 E ЕВ ( g) 28 
曲 ), 这 种 情况 如 图 14-16(a) 所 示 , яу АННИ К, TE SSE JE 
КИНЗА, 假设 在 这 个 刚性 管 中 的 光线 的 行为 是 二 维 的 , 试 研究 光缆 
在 办 向 压力 P 不 断 增加 时 的 行为 。 

М üe 由 题 14.1 可 知 当 轴 向 力 P= ENL PF. ЕЖ, 且 在 中 间 未 知 长 度 L, HERA 
和 管 壁 接触 。 为 使 长 度 为 1 的 左 区 段 平 衡 , 应 月 集 中 力 R 作用 在 饮 链 及 гт 1, Ж, 


н ТРАВА ЗР БОКА EK (Feodoseyev. V. DARZ ЗР АНЬ, ЖЕ А. 
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алан H 


14-160) ЕР. E rz 所 上 区 自 内 形变 杆 的 微分 方程 为 


P Qesr nagar r P 
hegal n 
(с) 


Р Zar aaa 6-23 P 


(9) 


Ё 14-16 


其 中 机 向 力 R 必须 被 认为 是 通过 A ДЕНЕА ЕЙ. Бог Н WK E BJ 
通 解 加 上 非 齐 次 方程 的 特 解 共同 组 成 , 与 题 14.3 相同 , ED 


y = Asinar + Всоваг + КЕ (1) 


RF ds P/EI。 长 度 为 上 | 的 区 段 的 边界 条 件 是 , (3) 当 z=0 时 ,y=0;(b) 当 = 上 1 时 ,y= 
和 ic) 当 工 = 工 | 时 ,还 应 有 dy/dx =0; 由 条 件 (a), 可 有 B=0; 出 条 件 (By 和 (cy, 可 得 到 ， 


AsinaL,, + EL, = À (2) 
AacosaL + к = 0 (3) 


HAPEE =L fü z< (ІҢ tL l АКВ УЕН, пх аа, 
由 题 9.1 中 的 (5) 式 , ЯР ЕЕ, ЕКЕУІ, Х-РО В, Nki- 
利 方程 成 为 


PA ~ Rz + R(z - L.) = 0 (4) 
由 此 式 可 解 出 
R = P(A/L) (5) 
由 (2) 式 , 得 到 
Азіпеі.| + A = А (6) 
于 是 Lyn, 由 此 可 知 a = xy/ ,或 Іл = me。 将 15) 式 及 oL, =r RADA, H 
À 


= (7) 
注意 到 a?= Р/ЕІ, а= к/1.,, TE 
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或 P= El (8) ° 
1 
当 只 有 杆 长 的 中 点 与 管 壁 接触 时 , 亦 即 当 荆 | 一/2 时 ,(8) 式 变 为 
_ dr EI (9) 


这 指出 , 5 рса 

(10) 
时 , ИНЕК I iB rh yt. PEEB x = L /2 ak AERE h: НЕ P > EL / L? B, Ж 
ДАЕ ТЕ ËR ВО ЛЕ КЕН, mE 14-16{b) 所 示 。 


其 次 ,对 于 足够 天 的 压力 P, 长 L, ІҢ 3: K E ti uj EB үн, ЛАНГЕ m Tk. u IE 14.3 
中 的 两 端 固定 的 性 , 255 88 (ap 


р = EI a1) 
Li 
时 ,屈曲 成 为 图 14-16(c) ARRE. ІНЖ,ІНІН 14-16(b) 应 有 
21, + La =L 
注意 到 工 | w/a, 可 有 
з= L -2{x/a) (12) 
如 果 令 (8) 式 及 (11) 式 的 P 相等 ,可 解 出 L= 上 /4。 对 于 这 个 上 值 ,由 {8) 式 可 得 到 
z 
P- Е (13) 
根据 与 上 和 面 类 似 的 分 析 , 可 以 证 明 当 轴 向 力 起 过 {13) 式 给 出 的 数值 时 , 可 得 到 工 , = 上 /6。 
相应 的 构 形 将 保持 到 轴 向 载荷 
P= 36r El (14) 
ЖАҢ, EKARA AE 14-16(d) 所 示 的 构 形 。 因 而 简单 的 届 曲 理论 可 导致 图 14-16 
所 示 的 似乎 真实 的 构 形 。 
ХД 14.25 ШЕ 14-17 所 示 , 两 端 简 支 的 杆 承 受 轴 向 压力 P 和 横向 均 布 载荷 的 共同 作用 。 试 
KER, 


E 14-17 


Ж En 为 措 述 拨 曲 杆 上 的 点 ,方便 的 坐标 系 如 图 14- 17 НАН ЕНЕ АН A, 
挠 曲 杆 上 任意 点 [z, УЛЫН ИЯ АЕН (т, y) 右 侧 所 有 力 揭 矩 之 和 , 写 时 要 注意 服从 村 
曲 的 符号 规则 ({ 见 第 6 党)。 

Hm, Е 


M = P(A D k-aj- oft -alt-a (1) 


* REA- (DRA АННА, ЕНЕТІНІ, — HKE 
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于 是 , 挠 曲 杆 的 微分 方程 是 


dy _ _ wiL _ 2 
Ef =: = РА p + 学 [到 z?) (2) 


如 果 引 入 n= vy 17EI ,可 得 到 非 齐 次 微分 方程 为 
Фу 
ах? 

用 微分 方 得 的 通常 解法 可 将 上 式 的 金 解 写作 ta) 相应 齐 次 方程 的 解 ,与 (b) 非 齐 次 方程 任意 符 解 

ZA, E 


2 
2 1444 L: _ 2) 232 
ЕЕЕ 2%) na 


KP SSS 2) 2ш 
Е 2р 


式 中 A.B 式 积分 常数 。 根 据 对 称 性 , 在 x = 工 /2 4b, Е A E x =0 处 , 找 曲 线 应 有 水 平 切 


y = Acosnz + Bsinnz + +å 


线 ,于 是 可 得 到 
y= a- [ес Hon Q D - | 5 - =] | (3) 
ШЭЗЕКЕНТЕНЕН. ERER EEEE R S (HUDS Е P) sk, HE 


2 20. 型 -EL j, 
4-- (е 2 71) 8 


S 14.26 彼此 相同 的 一 性 杆 AB 和 BC 在 B、C 处 均 为 饺 接 ,并 且 用 饺 链 在 A 处 和 一 个 只 能 


铅 直 运动 的 无 摩 掠 轮 相连 接 。 弹 策 常 数 为 K 的 弹 籁 连接 在 BC HE, 如 图 14-18 
(a) 所 示 。 试 求 此 系统 的 临界 载荷 。 


图 14-18 


E ЕРНАТ Ж Wiki 14-18 (5087Ж. 相应 于 系统 届 曲 后 的 形状 , 其 构 形 
用 一 个 角度 ag 来 描述 。 注 意 到 в.с Муу, БАН НЕ УНЫ. ӘЗ 
KEA а(д0), 对 杆 BC 提供 一 个 拉力 加 (ab)。 对 这 个 分 离 体 来 说 , B ШЕР, БІН ЖШ 
约 东 反 力 。 根 据 毅力 学 ,有 

Х.М, = С,(4а) – Ka (A0)(38) = 0 


с. = 3Ка(А6) 
* 4 


其 次 考 志 下 杆 BC КЕНЕН, WA 14-18 0 ж, 此 时 , B ЖЫ АН, YH 


ж 此 处 前 后 说 法 做 有 了 矛 拓 ;> = 1/2, WA А, 应 理解 为 相对 于 坐标 系统 而 言 , 而 坐标 原点 处 掩 度 最 大 ,是 相对 于 丁 
端 而 言 的 。 按 健 标 而 言 ,坐标 原点 的 挠 度 应 为 符 。 此 处 (3) 式 的 标号 是 译 者 加 的 , 此 时 原文 伺 有 错 。- 一 译 者 注 


14.14 J 题 


ж. 


静 力 学 ,有 
Ом, = 28100), - Pua(2aab) - [Ka(A0)]a = 0 
解 出 р, = Ée 
用 此 方法 ,不 能 确定 Ag。 
14.14 У Æ 


1 14.27 直径 50 mm ARER, РЕСЕ EERE. MRE ЕНЕ Е 210 MPa, Е = 200 
GPa, 试 求 欧 拉 公式 适 有 的 最 小 长 麻 ; 若 此 杆 长 度 即 为 最 小 长 度 时 , 求 欧 拉 启 曲 载荷 。{ 答案 :1 .21 
т,214 kN) 

题 14,28 如 图 14-19 所 示 , 直 径 为 23 mm 的 隐 截 面 钢 柱 ,两 端 锐 支 ,向 上 可 自由 脱 胀 2 mm。 在 图 示 位 置 温 
EH 16 C , 斌 求 此 柱 届 曲 之 前 允许 加 热 升 温 至 多 少 度 。( 已 知 材 料 ;a = 12 x 10 51/C , E = 200 
GPa, 略 去 自 利 。){ 管 案 ,29.3 亿 】 

题 14,29 如 图 14-20 所 示 , 细 长 杆 AB HA WEE, B ИИ ЕЛЕНЕ, TFS B зед), 16 
REFERERTE., BR пап(н1) = п, Ф n?= P/E 


图 14-21 


图 14-20 


题 14.36 如 图 14-21, 长 度 为 工 的 仁 , 下 端 疼 定 ,上 端 自由 旦 受 钳 直 和 水 平方 的 共同 作用 。 铝 直方 P ТЕК 
hrs ЯЗ ТАНУ 174, 试 求 此 柱 上 端的 模 向 位 移 。({ 答 案 :16(4 -ORLEN 

14.31 KEA ЕНЕ E ЕНЕ. ФРЖЯЗЫНЕЛЫР-ЕН(412), FERR 
受 力 偶 M 的 作用 , 试 求 该 端的 村 曲 刚度 , 即 发 生 MERANA. WRAAE 
拉 为 , 重 解 此 题 。( 管 案 :2,47EI/L,3.47EI/LY ` 

题 14.32 初始 直 杆 AC 两 端 饮 支 ,并 在 中 点 BA- ERRA, Ч (АЕТ З) 作用 在 B 点 时 ,该 点 的 
制 向 位 移 为 8。 若 杆 的 长 宦 为 2L, AE SREY ERAAI P ЖИЕС mAP B 处 。 
无 论 杆 挠 曲 成 什么 形状 时 , в 点 处 的 P 始终 平行 于 AC ES, RREA MR, (ER: P, = 


P EE көрлтеланаын L = PO e, 


tan - 3(#— 82) 
题 14.33 KEA LASUEN ЕРИНЕНБИҢН ЖЕЗ ЛЫҚ ЕБ, ЗІ 弧度 弹性 介质 的 反 力 
ЖА, RREH- AHE., CER. untk = -E a RP =) 


мыл ЯНЕ A E, 当 杆 上 任意 一 ЕСЕ 时 弹性 支承 将 产生 阻抗 
ТІЛІП, OER: Po ЕЦ ALL) Же» BUR P МНОО) 
Æ 14.35 CHEEK WOX 54 КЖ, ERES 22 n, 材料 的 信服 点 为 34000 Ibf/in?, E = 30 x 10511 t/in, 试 利用 


AISC зі, ЖИРА ТА Р. (25Ж.197250 bi) 


题 14,36 已 知 截面 为 W254 x 79 的 柱 , 长度 为 14 m, 材 料 的 屈服 点 为 250 МРа,Е-200 GPa 试 利 用 AISE 公 
式 , 求 许可 的 轴 向 载荷 。( 答 案 ;226500 М) 


ET 
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题 14.37 


题 14.38 


题 14.39 


题 14.40 


ER 14.41 


M 14.42 


已 知 截面 为 W12x25 АНЫН, 长度 为 30 (v, НІН ЖУ 36000154/in2, E = 30 x 105167 
іп2, RAE 14.17 中 的 FORTRAN 程序 , 求 基于 AlSC 规定 的 许可 轴 向 应 力 和 轴 向 载荷 。!( 答 案 ; 
23401bf/in2, 17280 ІМ) 

CARA W251 x 79 的 两 端 锭 支柱 ,长 度 为 14 m, ЖЕНЕ ІН A 250 MPa, E = 200 GPa, HA 
题 14.17 中 的 FORTRAN 程序 , 求 基于 AISC 规定 的 许可 轴 向 应 力 和 辅 向 载荷。( 答 案 :,22.2 
МРа,226 ҰМ) 

已 知 截面 为 W203 x 28 Rinat, 长 度 为 9 m, 材料 的 屈服 点 为 250 MPa, E = 200 GPa, 试用 题 
14.20 中 的 FORTRAN 程序 , 求 由 SSRC 方程 给 出 的 极 近 雪 塌 轴 向 应 力 各 轴 向 裁 荷 。( 管 案 ;21.7 
МРа, 78.2 КМ) 

Еж 9 W10 x 54 ВО Е, S E 22 tv, 材料 的 届 服 点 为 34000 lbf/in?, Е = 30 x 105 1b£#/ 
in?。 试用 试 14.20 中 的 FORTRAN 程序 , 求 由 ЗЕН, ОНАН ЯН. 
CEE ,182001bf/in2, 289000 Ibi}, 

МНЕ x FF Fo ЕРІН ЕЕ 90 5 АГАТ О ЗЕ FE] EJ, ПЕ 14-22, ЖИН. 


(答案 :y= 2, фа= JE) 
2Pncos > 


әре 


Æ 14-22 


两 端 饼 支 .弯曲 刚度 为 Er НІНЕН ӘРІ КИЛ ЛА Sk uj ЕВ Ф АЧЕН, ШІН 14-23. 5 
АВ С) ҒИ Rh НИ arb 174, 3k) 0% ТИГӘНЕ ЙЕН 1/2, 试 求 最 大 的 模 
向 挠 度 。( 答 案 :0.0087. ) 


14.14 1] BEN 


“283. 


ЖІ 14.43 


ЙІ 14.44 


ШІ 14.45 


如 图 14-24, 两 个 刚性 村 AR 和 BC 组 成 的 系统 ,在 C МЕННЕН, E А 处 限制 横向 移动 , 但 可 自由 
转动 。 系 统 在 B 点 处 也 是 较 接 的 ,并 由 两 个 线性 弹 千 约束 B 点 的 水 平 位 移 , 每 个 弹 赞 的 劲 度 系 数 
№ klibin 系统 处 于 图 示 位 加 施加 P 力 时 弹 先 是 自由 的 。 试 求 届 昌 载 荷 P,。{ 管 案 ;P, = 12А) 
如 图 14-25 所 示 , 刚 性 杆 OA PJ F bae be E O st, Erma A 处 承受 铅 直 力 卫 作用 ,同时 用 一 个 劲 庶 系 
数 为 上 & HARRA ДЕНЕ, 5 OA 杆 铅 直 时 ,弹簧 是 不 受 力 的 , 略 去 各 徇 件 的 重量 。 试 求 
系统 失 稳 时 的 载荷 P. (1938.212) 

如 图 14-26 ЕЖ AB 在 A ЖЕЗ, 
并 用 由 两 根 拉 线 BC 和 BD 组 成 的 平面 系统 支 
Ж. WIF AB 的 惯性 矩 是 3.00 int, É FE 50 
m, 材料 的 绰 性 模 量 是 30 x 105 Ibf/in?。 拉 线 是 
由 铅 制 成 的 ,弹性 模 量 为 10 x 10 lbf/in?, ЖШ 
积 为 0.1 2, WTE B 处 承担 铝 直 载荷 作用 ， 
жин, GER: DAAR АНЫ 
刚体 转动 , 形成 4B“ 构 形 ; 还 要 考虑 桥 杆 被 弯 曲 
成 单 波 正 蓄 曲 线 时 的 欧 近 屈曲 载 项。)( 答 案 ， 
Р = 35000 lbf) 


еген 


жі5 ж 上 应变 能 法 


到 目前 为 止 , 本 书 讨论 了 求解 形变 和 待定 约束 反 力 的 各 种 方法 ,这 些 方法 基本 上 是 依赖 于 
LAFE. Ri, 尚 有 很 多 问题 ,能 通过 另外 一 些 方法 更 有 效 地 求解 , 这 些 方法 是 以 外 力 功 和 
形变 过 程 中 储存 于 物体 内 部 的 应 变 能 之 间 的 关系 为 基础 的 ,本 章 将 讨论 这 些 方法 。 与 各 种 几 
何方 法 相 比 ,有 时 这 些 方 法 将 基 更 普 过 和 更 有 效 的 。 


15.1 内 部 应 变 能 


当 外 力作 用 在 弹性 体 上 , 且 弹 性 体 发 生 形变 时 , 由 外 力 所 作 的 功 以 应 变 能 的 形式 储存 在 物 
体内 部 。 应 变 能 永远 是 一 个 标量 。 对 于 承受 轴 向 拉 伸 的 直 杆 , 内 部 族 变 能 由 下 式 给 出 ， 
式 中 , 工 是 丁 的 长 度 , A 是 截面 积 , Е 是 杨 氏 模 量 。 这 个 公式 将 在 题 15,1 中 导出 。 

对 于 长 度 为 LEZHE T 的 图 截面 杆 ,内 部 应 变 能 U 是 
TL 
26] 

AF GAIRE, J 是 截面 的 极 惯性 矩 ,此 公式 将 在 题 15,2 中 导出 。 
КЖ І, ЖУН M 的 粱 ,内 部 的 应变 能 D 为 
_ ML 
2ЕІ 
ЖӨНІ ARET HERRE, НОНЕ И 15.3 中 导出 。 
要 指出 的 是 , 在 上 述 公式 中 让 载荷 爹 部 都 是 平方 项 , 因此 内 部 应 变 能 永远 是 正 标量 。 


15.2 符号 规则 


应 变 能 法 特别 适合 于 含有 几 个 构件 \ 且 各 构件 丢 此 成 各 种 角度 的 那些 问题 。 即 使 是 一 些 
平面 弯曲 构件 , 也 不 会 增加 另外 的 困难 。 应 变 能 法 最 大 的 优点 之 一 ,是 对 每 一 个 构件 均 可 选 一 
个 独立 的 坐标 系统 ,而 不 必 考虑 各 坐标 系 正 向 之 间 的 相 容 性 。 这 个 优点 来 源 于 应 变 能 永远 是 
1E PR38109 38: 3, 因此 外 力 的 代数 符号 只 要 求 在 每 个 构件 的 内 部 相符 即 可 。 


15.3 卡 斯 提 良 诺 定理 


这 个 定理 对 于 求爱 轴 向 扭转 、 弯 曲 ， 其 至 是 组 合 载荷 时 弹性 体 的 位 移 特 别 有 用 。 定 理 叙述 
如 下 :全 部 应 变 能 相对 于 任何 一 个 外 载荷 的 偏 导 数 , 等 于 载荷 作用 点 处 , 沿 载荷 作 用 方向 的 位 
%. Dest, 所 使 用 的 “ 方 " 与 “位 移 "都 具有 广义 的 意义 , 即 可 以 是 通常 所 说 的 力 和 线 位 移 , 也 可 
以 是 力 侦 和 相应 的 角 位 移 。 根 据 这 个 定理 , 力 P, 作用 点 处 的 位 移 可 表示 为 如 下 的 方程 形式 ， 
ә 
ӘР, 


u = 


д, 
此 定理 将 在 题 15.8 中 导出 。 


re ee 


15.7 例 题 


295. 


15.4 应 变 能 法 应 用 于 静 定 问题 


在 这 一 类 问题 中 , 所 有 的 外 部 约 东 反 力 均 可 应 用 静 力 学 方程 解 出 。 此 后 , 任 一 外 力 施 加 点 
处 的 位 称 可 直接 由 卡 斯 提 良 诺 {Castigliano's) 定 理 ( 以 下 简称 卡 氏 定理 译 者 注 ) 解 出 ,这 将 
在 题 15.9 和 题 15.10 中 讲述 。 如 果 和 欲求 某 个 无 力作 用 点 处 的 位 移 , 在 该 点 处 就 必须 引入 一 个 
辅助 ( 亦 即 虚报 ) 力 ,将 之 视 为 实际 的 力 , 用 卡 氏 定理 去 求 该 点 处 的 位 移 , 此 后 再 令 辅助 力 等 于 
零 。 这 将 在 题 15.9. 题 15.12、 题 15.13 和 题 15.19 中 讲述 。 


15.5 应变 能 法 应 用 于 超 静 定 问 题 


卡 氏 定理 对 于 求解 超 静 定 问题 的 超 静 定 反 力 也 是 非常 有 用 的 ,这 是 因为 卡 氏 定 理 可 用 于 
每 一 个 反 力 ,并 且 相 应 的 位 移 事 先 都 是 已 知 的 ,通常 应 等 于 零 。 在 这 种 意义 下 ,总 可 建立 起 数 
目 与 装 余 反 为 相等 的 方程 。 这 些 方程 和 静 力 学 方程 共同 求解 , 即 可 和 解 出 所 有 的 反 力 。 待 所 有 
的 反 力 解 出 之 后 ,就 可 以 家 接应 用 卡 氏 定理 计算 任意 待 求 点 的 位 称 。 这 将 在 题 15.16 和 15. 
18 中 讲述 。 


15.6 假设 与 限制 


本 章 自始至终 假设 材料 是 线性 的 ,是 服从 胡 克 定律 的 。 继 而 还 要 求 ,整个 系统 服从 又 加 原 
理 。 这 就 意味 着 , 某 些 特 殊 的 系统 、 如 在 题 1,17 中 讨论 的 系统 就 不 能 用 本 章 讨论 的 方法 求解 。 


15.7 fi 题 


题 15.1 弹性 杆 承 受 轴 向 拉力 P 的 作用 ,如 图 15-1(a) 所 示 。 试 求 其 内 部 应 变 能 。 


(а) (b) 


ІҢ 15-1 


解 6 千 在 题 1.1 中 曾 媳 出 此 杆 的 促 长 入 = РІ/АЕ, АЧА 表示 截面 积 , 工 ЕНҢЕ,ЕЖБЕШ 
量 。 力 -形变 图 将 基线 性 的 , 如 图 15- 1(b) 记 示 。 对 于 力 P 的 任 一 个 措 定 值 , 如 力 -形变 图 中 相应 
的 B 点 ,应 力 所 作 的 功 等 于 图 中 阴影 三 角形 ОВА 的 面积 。 此 三 角形 的 面积 等 于 PA AEF 
JA BI(PL/AE 88, 可 得 到 P2L/(2AE)。 这 就 是 外 力 完成 的 功 ,此 功 以 应 变 能 的 形式 赃 存 于 
杆 的 内 部 , EEU, Am 


实质 上 ,弹性 杆 相 当 于 一 个 鳞 存 能 最 的 弹 管 。 享 时 载荷 是 压缩 的 , 仍 可 应 用 同样 的 公式 ,因为 轴 向 
力 是 作为 平方 项 出 现 的 。 因 此 ,对 于 正 力 和 和 负 力 ,最 后 的 结果 应 该 是 相同 的 。 
如 果 轴 向 力 PP 沿 杆 长 是 变化 的 ,那么 在 杆 的 长 度 ax 的 单元 体内 , 应 变 能 是 
- Рах 
2АЕ 


ад 


4296: 
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题 15.2 


题 15.3 


题 15.4 


整 杆 中 的 应 变 能 应 由 下 述 积 分 给 出 ， 


N P2dz 
Ja 2AE 


如 图 15-2(a) 所 示 , 弹 性 杆 承受 扭矩 T 作用 。 试 求 其 应 变 能 。 


图 15-2 


Ж EF HE 5.31 I, He o= TL/GJ, 其 中 GAURA, LAEE, J 为 截面 的 极 惯性 
第 。 根 据 这 个 公式 , 扭矩 和 扭转 角 之 间 应 是 线性 关系 , 如 图 15-2(b) 所 示 。 当 捏 第 达到 某 个 指定 
а, 如 图 中 B 点 之 后 ,所 作 的 正 功 将 由 阴影 面积 ОВА 表示 。 这 个 三 角形 的 面积 为 T2, 8 TIL/ 
2GJ。 这 功 由 外 部 扭转 力 侦 完成 ,并 以 内 部 应 变 能 的 形式 赃 存 在 杆 中 , 记 作 U。 因 而 


WARME T 沿 杆 长 是 变化 的 ,那么 在 长 dr 的 单元 体内 的 上 应变 能 是 
_ Тах 
dU = xG 


整 杆 内 的 应 变 能 为 


_ N Tĉdz 
da 2GJ 


REFE M 作用 的 纯 弯 曲 弹性 杆 , 试 求 其 内 部 应 变 能 。 
Ж ығ 由 题 8.1 可 知 ,初始 的 直 杆 ,承受 纯 硒 矩 M 作用 之 后 , 将 变 为 曲率 半径 为 p ШІН, 在 
该 题 的 (7) 式 中 , 曙 得 到 M= ETI/p, 其 中 工 是 截面 关于 中 性 轴 的 惯性 矩 。 但 是 杆 长 等 于 图 弧 对 


应 的 中 心 角 #8 和 半径 p HRE, ТЕ 

Hopoi а ei 
AREP 39 ЈА %[ x py а2мижкван, 如 图 15-3 Ат, а 
ЖЕ ЕЕЕ, А B 点 所 士 的 , М 所 作 的 功 为 阴影 三 角形 
ОАВ 的 面积 。 这 个 面积 为 МӨ/2, 或 M2L/(2ET), 这 个 功 由 外 部 力 情 
完成 , 且 作 为 内 部 应 变 能 储存 在 杆 内 , 记 作 U, 因此 


2 
У = ZET 
жж M 沿 杆 长 是 变化 的 ,那么 在 长 dz 的 单元 体内 的 应 变 能 力 为 
dU = М?ағ 
2ЕІ 
Ж 15-3 于 是 整 杆 的 应 变 能 为 


考虑 如 图 15-4 所 示 的 两 个 简 支 梁 。 两 梁 的 截面 为 等 宽度 的 矩形 , 材料 也 是 相同 的 。 
第 一 梁 (图 15-4(a) ) 截 面 的 高 度 沿 全 长 为 常数 , 第 二 梁 ( 图 15.4(b)) 在 其 中 部 有 一 
个 小 缺口 ,该 缺口 前 减 梁 高 度 的 1/5, 缺 口 沿 梁 轴 的 长 度 被 略 去 不 计 。 由 于 中 点 力 P 
的 作用 , 每 一 个 粱 中 的 最 大 应 力 都 等 于 材料 的 怖 服 极限 。 若 略 去 应 力 集中 的 影响 ， 
试 求 两 梁 中 应 变 能 的 比值 。 


H 15.5 


弯曲 应 力 为 = M/Z, Ë SE PJN T КЛУ АНАН), 应 有 


0.167А18 = 0.107А48 或 hz = 1.2581 
考 姬 到 硒 抵 沿 深长 是 变化 的 , SHARO 工 /2] 区 间 内 的 弯 抵 表达 式 ，* 


M = Pr/2 (0 = += L/2) 
根据 对 称 性 , ñj HS — ВЛЕЕ В у 


Li а 
U -2| fie E] 242 = ELE PL 
ЕСІ) 2Е 7 ФЕП)  ” 96El 8Ebh} 
# — F 3 BJ Bv ВЕ OR Eio) 
рат OPPO OPP pig? 


Ua ?| 2Ely 96ЕІ, 8Ebhy 8Eb(1.25h1)’ 


两 梁 中 应 变 能 的 比值 
0): U, = 0.512 


这 表示 , 铅 口 梁 很 不 适 于 绪 存 内 部 应 变 能 。 对 于 设计 承受 动 载荷 作 用 的 杆 , 这 是 一 个 很 重要 


的 结论 。 

如 图 15-5 所 示 , 等 截面 铅 直 杆 在 其 下 端 有 一 个 凸 缘 , 重 物 
w ЕЖЕЛДЕН, НІН КЕНТІНЕН Е, ЖЖ 
大 的 伸 长 形变 和 最 大 应 力 


НО Ы 为 了 求解 这 个 问题 , 引入 几 个 简化 假定 : (аз А Ж 


量 与 W 相 比 是 很 小 的 , (b} 没 有 由 于 摩擦 和 局 部 形变 引起 的 能 量 报 
£, (co) 材料 承 爱 动 载荷 时 的 应 力 -应 变 图 与 静 载 荷 时 相同 。 实 际 
上 ,更 精确 的 分 析 应 考 典 应 变 波 在 杆 内 的 传播 ,但 是 那 已 经 超出 了 
当前 的 研究 范围 。 

重 物 W ТАЕ, 然后 打击 在 凸 缘 上 , 致使 杆 件 产生 未 知 的 
何 长 4&。 在 最 大 的 伸 长 位 置 时 , 杆 中 的 拉 伸 是 最 大 的 ,由 W 所 做 的 
功 和 最 大 形变 位 置 的 拉 伸 应 变 能 之 间 的 关系 是 


P2L 


W(L +À) = AE (1) 


" КЕНЕДЕН ЕЕ ШИНА, 作者 误 使 用 M = const。 的 公式 。 


L 


(a) b 
ІН 15-4 
解 4 对 于 第 一 染 , 截 面 模 量 为 
Z= 1 = wine = 0.167416 
т, ВАА У 
3 
Z= L = оар A12 0.107438 
TERTRES n AKE RERE -2-A еу, аж, EHEM 


图 15-5 


B F8g2 ikan. —— ФЕ 


MA EA 


Не МАЕ 


Ші 15.6 


注意 到 4= PLA4AE, 将 之 代入 (1) 式 ,消去 其 中 的 已 ,有 

АБА: (2) 
21, 

此 杆 由 于 重力 W 产生 的 静 力 伸 长 是 4。= WL/AE, НЕЗ W, 将 之 代入 (2) 式 ,可 以 得 到 

ЖЕЖ д 的 二 次 方程 , 解 此 方程 可 以 得 到 


A 
À = А, + 25 + 60? (3) 


AF g 是 重力 加 速度 , v= v2gL ЕТ Е. WREE ЛН ЕК 
的 ,上 述 表 法 式 将 变 成 如 下 的 近似 形成 ， 
Ға 
А- Pi (4) 
在 这 种 情况 下 , E FR E: 
P АЕ E JA, | жы 2Е 
”TA L `L z” TN 2g AL (5) 
注意 到 有 趣 的 是 ,在 动力 情 闹 , 杆 中 的 应 力 和 长 度 L 及 杨 氏 模 量 下 有关 , 相应 的 静 应 力 中 并 不 包 


会 这 些 因 素 。 对 于 突 加 载荷 W 作用 在 凸 缘 情况 ,应 令 (3) 式 中 重 物 下 落 的 高 度 了 上 为 零 ,于 是 可 得 
到 


W(L + A) = 


А = 2А, (6) 
因而 可 知 ,对 于 这 个 特定 的 问题 , ЗВ аР ЧЕ А А ШЕН 24%, 
EERTE- WZA RAE А АКА TEEM W 的 冲击 ,如 图 15-6。 略 去 梁 的 自 
重 , 试 求 打击 端 处 的 总 措 度 。 


图 15-6 


W E 重 物 冲 击 使 梁 挠 曲 达 到 最 大 值 时 , 重 物 所 作 的 功 为 

W(A + A) а) 
如 果 令 PP 表示 峰值 措 曲 时 重 物 对 梁 的 冲击 力 ， 那么 深 中 的 应 变 能 为 P412, 且 外 力 所 作 的 功 特 立 
到 以 内 部 应 变 能 的 形式 情 存 在 业内 ,于 是 


W(à + A) = PA/2 (2) 
或 
2% 
P = 人 + À) (3) 
由 题 9.2 可 知 , 如 果 此 力 P ЕЕЕ ЫН 由 端 ,该 端的 挤 度 为 
2% Lš 
À = Е + a) |; (4) 


Жері 9088082 ФИ Нн. RT, EARRAN, ЕУ W 产生 的 挠 度 是 


A, = ЗЕР (5) 
由 此 解 出 W, RAR, EEEE 
A? — 2A,A - 2hA, = 0 (6) 
WH: 


A = A, + уд? + 2Ад, (7) 


15.7 Й 题 + 299 - 


此 处 只 取 了 可 以 得 到 最 天 挠 麻 的 正平 方 根 。 对 于 罕 加 载荷 于 自由 端的 特殊 情况 , 即 = 0; (7) 
式 可 给 出 4&= 24,。 众 如 题 15.5 中 的 情况 , 突 加 载荷 产生 的 找 度 等 于 缓慢 加 载 产生 挠 度 的 2 倍 。 
题 15.7 简 支 梁 的 中 点 受到 重 物 多 = 1kN 的 冲击 , 该 重 物 系 由 梁 上 方 上 = 100mm 处 自由 下 
落 的 。 梁 长 5m, 截面 为 直径 100mm 的 圆 形 , 材料 的 Е = 200GPa。 试 求 梁 的 最 大 找 


度 。 
М ЕР 重 物 下 落 , 使 染 中 点 产生 最 大 挠 度 4 时 所 作 的 功 为 
W(h + À) (1) 
如 果 令 P бт Е Pk K ba RE BERT TE FS EW) Jy 那么 染 中 的 应 变 能 为 PA/2。 于 是 
PA/2 = W(h + À) (2) 
或 
P= 2 д) (3) 
注意 到 在 题 9.12 НЕ КЕНАН ЕН, rH sa R: PJ Pa HE A 
2 ВЕ? (4) 
48 ЕІ š 


将 (3) 式 的 已 代入 (43 式 ,有 
A = 2006 + AL? 


A 48EI . (5) 
但 是 ,与 W HD EJES SHE S A = WL3/{48E1), HERA W 代入 (5) 式 ,得 到 
Д? 2A,.A - 2hA, = 0 (6) 
可 解 出 
A = À, + JA +2hhs (7) 


对 于 本 题 所 考虑 的 梁 
І I = È = 4,9 x 105mmt 
шана 


Ші (1000)(5)2(102)5 
< 48(200 x 10° x 10-5)(4.9 x 105) 


由 (7) 式 可 解 出 最 大 挠 度 为 


A=2.66+ y (2,66)? +2(100)(2.60) = 25.9(mm) 
题 15.8 导出 卡 斯 提 良 诺 定理 


М ¿s 考 虞 一般 的 承受 力 Pi Pov HERRER, 如 图 15-7。 用 A 表示 P, 作用 下 沿 P, Ж 


= 2.66(mm) 


图 15-7 


向 的 位 称 , 42 表示 Р, 作用 下 沿 P, 方向 的 位 移 , 其 余 以 此 类 痊 。 候 定 所 有 的 力 都 是 同时 施加 的 ， 
并 且 缓 慢 地 增加 到 给 定 的 数值 P1, P,,…, 于 是 由 所 有 的 力 完 或 的 功 为 


A ааа СЧ ЕНГ ННН 


-300 + 
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Р Р P 
U = 41+ 245 + 245 + 和 (1) 


MESHE pi h ЕЛУ E RE ЕР Е TAHE i. 
现 令 第 = 个 力 增 加 dP,, 这 将 会 引起 形变 状态 和 庶 变 能 的 增 量 。 应 变 能 的 增 量 为 


au 
р ap, dP, (2) 
第 个 力 发 生 增 时 之 后 , 应变 能 是 
U + ар, (3) 


ТТАР КАХ ҚЫМ, ЛЕА ЗЕН ЛЕ, ЛЕВ A H ар, 在 弹性 体 上 , 然后 再 
施加 与 先前 相同 的 方 Pi,Pz、…。 由 于 施加 dP, 将 产生 一 个 沿 dP, 方向 的 无 穷 小 位 移 , 记 作 ад, 
当 再 施加 P;、P，、… 夺 ,它们 对 物 柱 的 影响 不 会 因 有 dP, 的 存在 而 发 生 改 变 , 由 PPa o AER 
应 变 能 仍 如 (1) 式 所 示 。 但 是 当 这 些 力 施加 时 , 小 方 ар, 要 移动 一 个 附加 的 位 移 А, 这 位 移 是 出 
PoPa Pao 等 力 产 生 的 。 于 是 产生 一 个 附加 功 {dP,}) a,, 也 将 以 应 变 能 的 形式 情 存 在 弹性 体 
РЧ, ЫНДА ҮЛЕН 25 


U + (aP,)A, (4) 
最 终 的 应 变 能 与 加 载 顺 序 无 关 , 亦 即 {3) 式 与 144) 式 应 相等 ， 
U+ Жар, = U + (dP,)A, 
或 
au 
A, = aP, (5) 


НІ КЕНЕ, ПВ, РЕБЕ ЕЕ ЛАНЫ, 洛 加 力 方 向 的 位 称 等 于 总 的 应 变 能 对 
该 方 的 偏 导 数 。 在 题 15.1.、 题 15,2 和 题 15.3 中 已 经 分 别 给 出 轴 向 ,扭转 和 弯曲 加 载 时 应 痰 能 U 
的 方 积 . 在 这 些 问 题 中 禁 代 应 用 积分 形式 方程 ,通常 更 方便 的 是 带 着 积分 号 去 作 微 分 运算 , 对 于 承 
ажы ARAS ЦА ИК, 可 得 到 与 P. 相应 的 位 移 为 
А | P(2P/3P,)d: +| T{3T/3P, )ds + | MIaM7AaP Yds 

1 AE GJ EI 


对 于 由 有 限 个 弹性 子 物体 组 成 的 物体 ,这 些 积分 将 会 被 有 限 求 和 所 代 普 ,这 将 在 题 15,9 中 讲 
ж. 

此 处 的 术语 “ 力 " 应 理解 为 最 广义 的 , 可 以 是 力 , 也 可 以 是 力 偶 。 对 于 力 偶 作用 的 情况 , 卡 氏 定 
理 给 出 的 是 力 偶 施加 点 处 、 在 力 偶 转动 方向 上 的 角 位 牧 ， 

注意 到 如 下 一 点 是 很 重要 的 , 亦 即 , 上 述 的 导数 是 对 第 * THP, 计算 的 , 与 其 他 力 设 有 关 
Ж. HM RER P, 必须 是 与 其 他 外 力 静 力 无 关 的 , 这 就 意味 着 能 量 U 总 是 用 系统 内 静 力 无 关 
жт. Б, 静 定 的 约束 反 力 不 能 被 认为 是 静 力 无 闫 的 力 。 

题 15.9 如 图 15-8 所 示 , 杆 AB 和 CB 在 A、C 和 8 КЕЗЕН, HE В 外 承受 水 平 力 P 的 

作用 。 利 用 卡 氏 定理 求 B 点 的 水 平 与 铝 直 位 移 。 


À, 


. 15-8 ІҢ 15-9 


М ЕР 为 了 应 用 卡 氏 定 理 ,在 В 处 必须 有 与 所 或 位 移 一 致 的 力 。 因 为 实际 的 力 P 语 水 平方 向 


作用 , 还 必须 在 B 点 出 引入 一 个 铅 直 的 辅助 {虚拟 ) 力 Q. TEB МТИ 15-9 所 示 。 平 
衡 方程 有 


d 
l 
| 
15.7 @ 是 * 1， | 


EF, ~ P- Finds’ = 0, 于 是 Fl = Pv2 (1) 
! 
IF, = Ез - Q - Foss = 0, 于 是 Fi=P+Q (2) j 
将 卡 氏 定理 应 用 于 杆 系 结 档 ,有 | 
_ F.(ƏF,/2P) Li ! Е,(аЕ,/96)1; 
As так о T, AE (9) 


ЖЕЖ, 有 i 
Е = Р/7, aF,ı/2P -/2, ƏF,/8Q = 0 
Е. = P+ Q, ӘЕ,/ӘР = 1, ӘҒ,/Ә0 = 1 
现在 ,已 经 求 得 相应 于 Р.о HASA 可 令 Q=0。 将 以 上 各 有 关 数 据 代入 (3) 式 ,有 
(P/2)W2)L, (PL: 。2PLI PL, 


À, = 


ae 


АЕ AE, АЕ А,Е, 
4, _ (PZ2)(0)L, + РХ. Ві; 
Е A E AE, 7 A>sE, 


此 结果 与 三 1.12 中 用 几何 方法 得 到 的 结果 sk. 
Eñ 15.10 如 图 15-10 所 示 的 系统 ,水 平 杆 CDF 的 弯曲 刚度 为 BT ЯН СЛ: CDF : 
在 D 处 与 弯曲 刚度 El; 的 DB 杆 牢 固 地 焊接 在 一 起 , 在 B 处 水 平 杆 DB XAMRA > 
FAB BREE, АВ 杆 的 截面 积 为 A 、 杨 氏 模 量 为 E, C 处 的 支承 只 允许 在 zy Ë 
平面 内 绕 Z 轴 转 动 , F 端 限制 绕 x ИЕ) H AFERA m. bUR AFE 
ITF y RAP 力 的 作用 , F АЕН, 


Е 15-10 


Қ ЕРЕСОКГВЕОЖН ІН 15-11 所 示 , 图 中 只 E CRED, 5 是 AB 杆 的 
轴 向 为 。 关 于 х, 轴 的 转动 平衡 方程 为 
Ма = S(L)- Р(2.51) = 0, H S = 2.5P 
у 方向 的 平衡 方程 
-R.- P + S = 0, WH Rc = 1.5Р 

引入 变量 и.о Mw, ІЙ 15-11 所 示 , 用 以 表示 系统 内 FD. CD D 和 BD Канн, 56 
КЕЧЕН ЕНОТ, 

Ер КВ.М = Ри, ƏM/ƏP =u 

CD КВ;М-ЕКсо-1.5Ро, 3M/3P=1.5v 

CDF KE:T = 5031/4) = (2.5Ру(31./4) = 15Р /8 

BD ЁЁ .М = Sw = (2.5P)w, 2М/ӘР-2.5ш 

REFERER, УЕА P КЧЧТ ЛЬН ВЕНЕ, EAA FD. CD 和 BD ERA 
ASHE CDF KEA IE E AB 杆 的 轴 力 ,这 位 移 将 是 
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15-11 


(9 (9 66 @ 
= 2U ( м(ам/арувз , TaTJIP)(2.5L) 5(95/әР)(1,/2) 
âr = эр =Í EI GJ AE 
ФНТИ КЗ, 积分 上 面 回 圈 内 的 字母 表示 积分 的 区 段 ,. 在 CDF KRME 


为 正常 数 ,在 AB 区 段 上 轴 力 是 带 数 , 幻 需 积分 即 可 得 到 相应 载荷 的 应 变 能。 将 弯 乞 、 扭 矩 和 轴 
力 的 上 述 数 秆 代入 上 式 ,得 到 


A Wu. + | SPAL. Soddu p [Et 2.5SPw) (2.5w)dw 
ғ”) ЕП, 9 El, 0 El, 


@ 


+ 15PL/8)O51L78)(2.5L 4 12.5Р)(2.52(1,/2) 
өл АЕ 


PL? 


PL? PL? PL? PL 
FT, + 0.879 ЕІ, + 8.79 +3.13 F 


= 1,875 б, 


ЖЕ 15.11 如 图 15-12 НЕИН ВН, KERERE BC 由 完全 相同 的 两 杆 AB ЖАС 
Же, 下 面 又 和 两 根 稍 短 些 的 杆 BD 和 DC ЖЕ, 这 四 根 杆 的 截面 积 均 为 A、 漳 性 
ЖЕНЕ, Ер 点 受到 铅 直 载荷 P 作用 , 试 求 p 点 的 愉 直 位 移 。 

МШ ғғ 比 题 曾 在 题 1. 11 中 用 包括 位 称 几何 关系 的 方法 求解 


过 ,现在 用 卡 氏 定理 求解 。 在 题 1. 11 中 由 静 力 学 已 经 解 出 各 村 
的 内 力 ， 


Fa = Foc = ЕЙ, 
P + 
Fa = Fac = БЕ 


根据 卡 氏 定理 , DD 点 沿 力 P 方向 的 位 移 是 
ap = У) 5(98/2 P)L 


代入 有 关 的 数据 ,有 


图 15-12 


15.7 {Я ЖА 


303. 


的 的 а) 的 


À 2 | PAADAL | | 2 [| +V29 3) YL) | 
? AE АЕ 


_ PL gl? 
= 1.942 ар + 1.333 АЕ 


此 结果 与 在 题 1.11 中 用 几何 方法 得 到 的 结果 县 一 致 的 。 

结构 为 174 ИЯ А, 圆 环 的 半径 为 R。 该 圆 环 一 端 是 固定 的 , 另 一 端 承受 铅 直 力 
Р 的 作用 ( 见 图 15-13)。 试 求 力 P 作用 点 的 铝 直 位 移 ( 只 考 虚 奔 曲 应 变 能 )。 

Ң ке 由 静 力 学 可 知 ,国定 端的 约束 反 力 包括 一 个 铝 吉 力 PR- -AnA НА ó 确定 的 
ЖЕНЕ М = PR - P( R – созӣ) = РЕсоз0, 由 此 给 出 3M/3P = R cosl 


根据 卡 氏 定理 , A 点 的 铬 直 位 移 为 


A = 20 W. Rd fe’ Сове) посад) Raf PxR5 
“7 ü El Е 


ар ` 0 EI 4EI 


15-13 ІҢ 15-14 


题 5.13 求 题 5.12 中 上 点 的 水 平 位 移 ， 


Ж Er 因为 4 点 没有 水 平 力 ,为 了 使 用 卡 氏 定理 ,必须 暂时 引入 一 个 辅助 力 已, 如 图 15.14 所 
示 。 此 题 幅 和 角 由 锁 直 方向 计 起 , 可 不 必 计 算 中 处 的 芍 东 反 力 。 于 是 在 ?表示 的 截面 处 , SEA 
M = PRsi8 + Q( R - Reos8), 由 此 给 出 3M/3Q= Е – Коб, А 点 的 水 平 位 移 为 


290 ("2 M(ƏM/2Q)R46 
3Q 7 E] 


A, 
计算 偏 导数 之 后 , 可 令 Q = 0, 给 出 
a- |72 (көздін Rosh) вай - РЕ? 

a= 1, EI 


 2E! 


题 15.14 WE 15-15 所 示 , 位 于 ха 平面 内 的 1/4 圆 环 OA 在 A 端 和 直 杆 AB 刚性 联接 在 一 


起 ,自由 端 日 受到 一 个 扭转 力 偶 的 作用 ,表示 该 力 偶 的 双 矢 量 Te 与 x 轴 平 行 。 已 
知 174 B] ОА 和 直 杆 AB 的 弯曲 刚度 EI MRE G AR B 点 位 移 的 y 向 分 
Ë, 


Ң EF 为 能 使 用 卡 氏 定理 , D 38] X БК A 0938 Bb СЕЗУ ол Q 平行 于 у 
轴 , 指 向 下 方 。 给 定 系统 自 y 正 商 的 情 视 图 如 15-16 所 示 { 位 于 zz 平面 之 内 )， HH nn Mre 
ЛАТИ АОН 0 角 表 示 ] 图 环 的 法 线 和 切线 。 在 这 个 图 中 , 施加 的 转 矩 Ts 表示 为 
Ki an 和 t-t 方向 的 分 量 。 附 加 力 Q 用 B 处 的 “@" 表 示 , 表 示 外力 的 方向 是 向 下 的 。 由 图 15- 
16, Æ EFE ВА, ЯА 

M = Qu, ƏM/9Q = x 

T = Ts. aT/aQ = Ü 
在 1⁄4 Жері, ВЕЛ, ің 


Te 


апама етен Жл ада eT D аше іе Aga. 


мтап н тт б ase удро Tm 
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图 15-15 图 15-16 


M = Tpcosd + Q{(R/2)sing, ӘМ/0 = (R/2)sin0 
T = Tpsing + QLR - (R/2)cos0], ƏM/3Q = R - (R /2)cos8 
利用 卡 氏 定理 , 求 尝 慷 导 数 之 后 , 令 入 =0, 可 以 得 到 
_ [ M(3ƏM/2Q)45 тігт/абҙаз 
а = | 5 .| 


6) 0) 9 


= 0 + 0 + Сов) ање) Re 


ЕП 
. (Tgsin0)[ R — (R/2)ceos8 ] Rd8 
0 GJ 


2 2 
= + ер) 


815.15 一 个 由 1/4 图 环 OA 组 成 的 结构 , AB 杆 与 其 刚性 连接 ,在 B АУП 
杆 BC。 这 些 杆 ( 即 OA AB 和 BC) 都 位 于 同一 个 水 平面 z< 内 , 如 图 15-17 所 示 , 5 
刚度 是 ET, 扭转 刚度 是 Gj。 在 C 处 施加 一 个 铅 直 载荷 , ЖЖС 点 处 的 铅 直 位 移 。 


Р 15-17 


Ж F 首先 必须 确定 1/4 ОА 内 任意 点 处 的 弯 矩 和 扭矩, 为 此 引入 图 15-18 所 示 的 坐标 ， 


Б 表示 任意 点 处 的 幅 角 坐标 。 轴 za 和 轴 ы 表示 幅 角 坐标 8 处 圆 环 的 法 钱 和 切线 ,由 图 
15-18 中 的 几何 条 件 , 可知 关于 n-n НШІ” 


ЛО. —— ИЖ 


15.7 = :305- 


M = M,-, = Р(СӘ) = P[(R/2)ceos0 + ( R /2)sin0] 
Хы WHERE о 处 扭矩 一 一 译 者 注 。) 为 

T = T,-, = P[R - (R/2)cos@ + (R/2)sin@] : 
由 上 述 方 程 可 以 得 到 : 

ƏM/ƏP = (R/2)(cos0 + sin0) 
3T/aP = (R/2)(2 — созӣ + sin8) : 
其 次 ,用 < 表示 图 15`18 中 CB 杆 内 的 任意 点 ,该 处 的 奇 短 为 | 
M = Pu, 于 是 3M/3P = w I 
ЖЕ НЕ 2, 
ЖЕН 15-18 的 BA РФ, FEN M = Ри, MEE T = PR/2, F i 
ӘМ/ӘР = v, ƏT/ƏP = R/2 i 
НЕБКЕКЕЯ,ШҒЕРЛ,ЕСДИЯЯН 
M(ƏM/ƏP)ds ` ( TOT/IP)ds i 
â= | ЕІ +Í сі i 


_ 1 x/l PR? " 2 4. "2 рр? _ f А 
= zF 4 ( sin0 + cof) Rd + Sl 4 (2- сой + sin0)2Rd2 


, 


+ | Фоа + Pohodu + (PR/2 X R/2X R/2) 
0 EI ð EI GÍ 


于 是 г. 
зг 3 РИ 
д, = РЕ 2 ++), PR к- 1) 
ЖШ 15.16 ИЯ У ЕН P 的 作用 , 如 图 15-19 所 未。 试 求 
ШЛУ НАМ E 2, 


15-19 15-20 


Ш ағ 如 图 13-20 所 示 半 环 的 分 离 体 图 ,说 明 约 束 反 为 H Ва), EERIE 
жж 
М = (P/2)XR — Roa) — HR sin0 
于 是 
ƏM/ƏH =- Rsng (90 < 0 < x/2) 
根据 卡 氏 定理 ,节点 处 的 水 平 位 移 为 44 = 3U/ H ЕП Барр, 根据 结构 关于 中 
心 线 的 对 称 性 , 可 写作 
0= ду = аи Ш 21 м(ам/ән)в49 
Н 0 EI 
_ іш [(P/2)(R ~ Ксовб) - HRsin0]( - Езіп0) Rae 

t EI 

从 中 可 解 出 H= Р/х, 
题 15.17 试 求 题 15.16 中 ,中 点 力 P 作用 点 处 的 铝 直 位 移 。 


W s> 几乎 所 有 的 超 静 定 同 题 ,在 求 拥 位 移 之 前 都 需要 首先 解 出 赞 余 约束 反 力 。 对 于 当前 这 
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“НЕ HE FEB 15.16 HH, 
ТЕРЕН ЕНЕГЕ ег 
М = (P/2)(R - Reos9) — (Р/х1КвлһӨ (0 < 0 < п/2) 


Ə2M/3P = (1/2)(R - Reosd) — (1/3 алд 
根据 卡 氏 定理 , 力 己 施加 点 处 的 位 称 是 
2U af” М‹ам/әр) ва 
а= ар = 2}, ЕІ 


些 处 已 利用 对 称 性 。 将 M Жәмуәр 代入 ,计算 得 到 
A = 2 [(P/2)(R - Reosd) ~ (PR/)sing I 1/2)R - Reos8) — (R /=)sin0 ] Rd8 
3 т 
aleea 
Ші518 НЕЕ А А, ЕКОЕ НЫ Ч, НЕННЕ МЕУ PP 的 作 
用 ,如 图 15-21 所 示 。 试 求 约束 反 力 。 


图 15-21 图 15-22 


Қ EF A 处 和 CC 处 的 铅 直 约束 反 力 均 为 P/2。 在 这 些 点 处 ,约束 施加 在 半 环 上 的 的 东 反 力 
侦 的 栖息 分量 为 PR/2。 此 外 及 处 和 C 处 约 昌 反 力 个 均 还 有 另外 一 个 分 量 一 “扭矩 Te, 这 两 
种 形式 的 反 力 偶 汐 画 在 图 15-2 中 , 图 中 用 双 舌 量 及 右手 法 则 来 表示 力 个 。 画册 支承 点 到 { 用 8 
表示 的 ) 任 意 点 之 问 的 一 段 圆 环 , 关于 oa WSE 
M = (P/2)Rsin0 — (PR /2)eos8 一 Tosing 
关于 о 输 的 扭矩 是 
T = (P/2)(R – Reos0) - (PR/2)sin0 + Taocos@ 
击 这 些 公式 ,可 有 
DAMfAaTo -- sing, ӘТ/ӘТ, = созд 
因为 半 环 在 A АЛС аР, 可 以 写 册 (考虑 了 对 称 性 ) 
D = фа = gc = 2“ MULO R А 2” — Rat 
其 中 ç 表示 丁 内 任意 点 处 的 转角 , 在 A 处 和 C 处 的 转角 pa өс 应 等 于 零 。 将 有 表达 式 代 入 ,可 
有 


o = |? 28/290 ~ (PR /2)eos6 ~ Tosing](~ sinf) кав 
ЕГ El 


. L(P/2)(R – Рсовӣ) — (PR/2)sin + Tocos ](cos0) Rd? 
0 GJ 


解 出 


15.7 H 是 


题 15.19 如 图 15-23 所 示 的 细 杆 框架 , 直 杆 GFD 在 其 两 端 与 半圆 环 BCD ЖӨН) 相连 , 然后 
再 与 另外 两 段 直 杆 JK MAB 相连。 在 A 点 和 KK 点 之 间 有 一 个 小 院 甸 ,现在 五 及 
C 处 施加 一 对 力 (已 ,已 ), 试 求 际 甸 的 增加 值 24。。 


K , A 
yla, 
В 15-23 


М ғ 注意 到 结构 和 载荷 都 是 关于 过 下 的 中 心 线 对 称 的 , 因而 可 以 只 研究 半 个 结构 的 行为 ， 
譬如 说 , 可 以 取 右 半 结 构 作 为 研究 对 象 ,如 图 15-23 所 示 。 因 为 区 15-23 中 的 下 点 是 对 称 点 , 因 
而 可 和 将 其 视 作 插入 端 。 此 半 结 构 上 的 实际 载荷 是 @Q, 为 了 汁 算 阶 钾 处 的 位 移 ， 引信 一 个 谍报 的 
辅助 力 P, 如 图 15-24 所 示 。 


图 15-24 


只 考虑 弯曲 作用 。 在 幕 个 系统 的 不 同 区 段 , 栾 和 矩 表达 式 如 下 
在 BC 段 :M= PLUR - Rsing) ƏM/7ƏP = R(1 ~ singy 
ДЕ CD Ët , M = P(R + Rsin8) + QR sinë 
ӘМ/ӘР- R + Rsing 
ЖЕ DF В.М =2PR + QR,3M/3P=2R 
根据 卡 氏 定理 , 4 НӨМІР 作用 的 位 移 为 
a= 38 руша 


将 有 关 表 达 式 代入 ,有 


À и P(R - Rsiné) R(1 зіпф) а 
a= 
е EI 


@ 


К W [P(R + Rsin0) + QRsing (R + Rsinf) R dë + Ñ (2PR + QR)(du) 
0 Е ЕН 


0 


将 上 式 积分 , 可 以 得 到 
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a PR r. Л.ЕТЫ А) арашаға F[Z]+a[)] 


, 4PR2 , 2QR: 
EI EI 


令 P=0, 得 到 - 


a, = QR: Отк? 2QR2 
A EI 4E1 EI 


因为 结构 的 左 半 部 分 也 会 发 生 同样 的 形变 , 因而 4 ak RAE 2А,,8) 


QR? 
ZEI 
W 15.20 图 15-25 所 示 弯曲 刚度 为 EI 的 弹性 梁 FDCG ,由 弹性 杆 AB.BC 和 BD 支撑 ,各 弹 
性 杆 的 拉 伸 刚度 为 EA, 且 均 不 能 承担 弯曲 。 此 结构 在 中 处 承受 铝 直 向 下 的 载荷 
了。 试 求 下 点 的 钠 直 位 移 。 


244 = (12 + х) 


Lat C а Р ДАЙРАГА ЈР PT i Irra жағ мағ. ys 


Æ 15-26 


A F 此 题 量 适 于 卡 氏 定理 求 远 , 因为 在 系统 内 斌 有 村 曲 应 变 脂 , XN iD. HER 
求解 外 部 的 约束 反 力 , 系统 的 分 离 体 图 如 15-26 所 示 。 因 为 杆 АВ 不 能 承受 横向 (弯曲 ) 圾 荷 , 所 
以 在 4 处 不 存在 铭 直 向 的 约束 反 力 。 
由 静 力 学 ,有 
Х.М, = G,(L) ~ P4L) = 0, G, = 4P 
УЕн=- А, +4Р = 0, А, = 4Р 


2 Fy= б,-Р= 0, 6, = Р 


8 ЖАҢ АВ 杆 承 受 4P 的 拉力 。 
4P RK, Ej Hi ІН 15-27 所 示 的 分 离 体 图 , Ен — R 
> 面 假想 地 截断 三 个 杆 件 得 到 的 , 目 用 BD 和 BC 表示 相应 梓 中 
вс pp 的 内 力 。 由 静 力 学 ,有 
Š. Fa = - 4P + BDsin45° = 0 


ІН 15-27 У) Fy =- ВС - BDcos45" = 0 


于 是 ,这 三 根 杆 中 的 轴 力 是 
АВ = ар, ВС =-4Р, Вр = 45р 
由 题 15.8 可 以 得 到 只 考虑 三 杆 轴 力 时 ,FF 点 处 的 铅 直 位 黎 , BD 


15.5 3 ЕҢ -309 - ! 


|. 
69 | 
: 


À > S(8g8S/3P)L {4Р)(4)(21), CAPO 4)(1) 
1 AE т АЕ AE 


+ &2P)G 2) 2L) Ры + 32/3] = 69.2 Е (1) i 
最 后 ,考虑 只 由 于 梁 FDCG HARAI RE F A АО, EA 15.8 h? jhi aty (y 3 
为 : 
A; = MOOM (2) š 
Я 15-28 表示 梁 及 其 所 受 各 力 的 分 离 体 图 , жи 和 > 是 为 计算 (2) 式 积分 引入 的 。 梁 的 各 段 
ШЕРІ рг 


Ер: M = Ру, ӘМ/ӘР = x 


DC;M = Pr - (4/2P) (а - L) == 3Pz + АРІ. 
` 


2M/ƏP =- 3 + 4L 
GC iM = Pu, ƏM/3P = w 


只 考虑 弯曲 效应 , (29 МУ 


@ 


af Ped (- 3Pz + APL)(- 3z +4L)dr 
z0 EI z= ЕІ 


© 


22 (Pu)(u)du PL? , 9 
É. El 7367 р š 
此 结构 ЕЖЕЛ А, 和 А, 的 和 , 即 1 ! 
_ PL PL? id 
Ар = 69.2 Е + 3,67 Ek | 
15.8 J H | 


Шізл ЗИТ ННА ERE, MA 15-29 所 示 , 其 单位 体积 重量 为 7, 并 承受 自重 的 作用 。 试 求 铺 : 
ЖСН ИВ. (FR: U= sD?1 3y2/360E) 


D 


图 15.29 
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Ш 15.22 如 图 15.30 所 示 , 两 杆 AB 和 CB (ЕЗ ЕЖ, 且 承 受 单 独 的 铅 直 载荷 已 的 作用 。 钴 个 杆 的 几 
何 和 弹性 常数 如 图 中 所 示 , 试 用 卡 氏 定理 求 B 点 的 水 平 及 铬 家 位 移 。 
PL PL PL PL 
GRas EAE OT 3AE 3AE 
题 15.23 如 图 15.31 RRRA 5 RITARA, ATARIRA A, АНЫН E, E B АЖЕ 
FOREN. EA Q 所 作 的 功 等 于 内 部 应 变 能 的 方法 求 B SHATS. OER: A - 
2.91401./ АЕ) 


图 15-31 Ё 15-32 


А 15.24 如 图 "15-32 所 示 , 截面 为 linx2in, 长 度 为 6ft BP Sr FHA о, МЖ E = 30 х 1066/2, 9 
п-и ВАЕ 10. tA hFE REDRE, ЗСТ ЕЛУ Л 20001? 试 求 重 
р 允许 的 最 大 重量 。( 管 案 ;W = 96]bf) 

题 15.25 KERER ERRIA м, 作用 ,如 图 15-33。 ЖИРЕ ЯЖ ННН, СЖЖ. 
M L2/(2E1)) 

题 15.36 ӘХЕННХИЕРЛЕ М, 作用 ,如 图 5-3. ЖА БЕ НЕ, (ЖЖ. 
М,1?/(16ЕІ)) 


图 15-33 15-54 


题 15.27 长 4m ERRERA W203 x 28 LFN, 材料 E= 200GPa, ЭБЕН 1kN 的 重 物 w Е 
150mm ЕЖА HE F. ТЕН ЕНЕ haah. БОНН СВЕН, ОНОРЕ # IE] 
第 8 章 表 8-2。}( 管 案 ;38. 8mm) 

题 15.28 结构 为 3/4 的 细 圆 环 , 位 于 铬 直 平 面 内 ;其 一 端 是 固定 的 , 另 一 端 承 受 巾 直 载 荷 P 作用 , 多 图 15. 
35。 试 求 A ЖЕКТЕ В, (НАЖОТ УВЕ) CER, РР (2ЕГ)) 

Æ 15.29 如 图 15-36, 结 构 为 半径 R 的 1/4 MER, 其 一 端 固定 , 另 一 端 承 受 力 偶 M, 作用 。 求 A 处 的 角 位 


Bj 15-35 15-36 


15.8 3 题 


"311° 


MgrR MoR? MaR? 


称 、 铅 直 位 移 和 水 平 位 移 。( 答 案 : ЕР» pr 0.571 ер) 
题 15.30 如 图 15-37, 钢 架 ABC 在 AB 段 受到 的 均 布 载荷 s 的 作用 ,在 BC 的 中 点 受到 力 侦 Mo 的 作用 。 试 


) Lt ZoLiH МЫН 
求 4 处 的 铀 直 位 黎 。( 答 案 :8E7 + 3ET ` 2ET ) 


图 15-37 
题 15.31 WE 15-38 А7, АН AC HRR A C 均 为 固 结 在 基础 上 ,在 中 点 B 处 与 直 村 BD 刚性 连接 , АС 
和 BD 位 于 水 平平 面 内 ,在 自由 端 史 处 承受 铝 直 载 入 P БЕН. НТЕНЕННІНА ЕТ, НЕМІ 


. ЗРІ _ PL? 
ERG RRRA PRAD HRE, CER FE) 


Æ 15-38 图 15-39 


15.32 $mi 15-39 5,855 1/4 细 图 环 ,一 端 固定 另 端 自 由 ,在 其 中 点 受到 集中 力 偶 Mo 的 作用 。 试 
ЖАНИ ЯЛ, (Ж. MR MIEL) 


т-не FEPUARI рны тезами em TEE HAEE E TE 


312: 第 1$ 章 应变 能 法 


Ші5.53 如 图 15-40 所 示 , 梁 的 左 问 简 支 右 病 面 定 ,承受 图 示 集 中 载荷 PP 的 作用 。 试 用 卡 氏 定理 求 左 端的 
支 座 反作用 力 。{ 管 案 : P67(2L + a)/213) 

题 15.34 如 图 15-41 所 示 ,1/4 的 网 回环 承受 图 示 载 荷 的 作用 , МАЕ НЕЕ. ARREN БАНЫ 
ЖЕЛЕ. (ЕЖ.Б,-0.19М,/В В,-1.12М,/В) 


м, B 


图 15-41 图 15-42 
Ші5.35 1/4 细 奖 环 位 于 铝 直 平 面 内 ,承受 均 布 载荷 q 的 作用 ,及 MEE CHA ІН, ДІНІ 15- 42 所 示 。 试 求 


C 处 位 移 的 水 平 及 销 直 分 量 。( 答 案 ;4。= 0， 50048: .4,-0.36 aR! r) 


y 


15-43 


是 15.36 WGEA EI EETA FEA, 4 端 固 定 , ВР КВ ЖІ 
移动 ,如 图 15- 43 所 示 。 沿 水 平方 向 的 力 P MEB Қ 试 求 B 点 的 水 平 位 移 , ЕВЗ S E] 38 


2PR2 
试 求 B 点 的 铅 直 位 移 。( 答 案 ;4n =0.14 2Е- A = E? 


M 15.37 如 图 15-44 结构 ,1/4 9 AB киев. 在 有 处 的 疼 结 在 一 起 ,使 得 BC 是 此 环 的 切线 ,与 y 轴 
平行 的 力 РЖЕВ 点 ,C 点 是 自由 的 。 минаны ыы 了 扭转 刚度 为 
GJ. 试 求 C AREH y 向 分 量 。 


GR a | EPR рка |+ 十 [ 3 Зя - 2) PR:- Lpr `L h 


y 


B] 15-44 Ж 15-45 


题 15.38 ШІН 15-45 启示, 类似 于 阳台 的 结构 由 一 个 水 平面 内 的 半 阅 环 组 成 ， 在 半 环 的 中 点 受到 一 个 扭转 
AM Te 的 作用 。 试 求 在 A 端 和 C MORRAI. CSR: Тв/9я) 


15.8 3J 5 


313: 


ші 39 mE 15-46 所 示 , 细 回环 承受 等 值 , 反 向 的 对 径 力 的 作用 。 试 求 A АЗЕЛ CD ТАЕ 
денип. GER: Ma = PR 2) ,4=0.149 227) 


P w 
с 


р 
Р 


ІҢ 15-46 图 15-47 


题 15.40 如 图 15-47 所 示 细 图 环 受到 分 布 载荷 的 必用 , 该 分 布 载荷 沿 回环 在 水 平方 向 的 投影 上 是 均 布 的 ， 
OOP 由 。 试 求 铅 直 直径 的 减少 。( 管 案 :roR4A6ET) 
题 15.41 如 图 15-48 所 未 , 查 曲 刚度 汶 Er 的 半 图 环 位 于 铅 直 平面 内 , 其 4 WEBE h EH BWER 
PR3n 2PR? 


一 个 水 平 力 已 作用 。 试 求 纪 端 位 移 的 水 平和 铅 直 分 量 。( 答 案 ; дь = EET, дь = R) 


у 


图 15-48 


Eg 15.42 如 图 15-49 Br 8, НЕ E ЕВИ СІ 的 细 杆 组 成 的 刚 架 位 于 水 平面 内 ,与 基础 连接 
КЕН АЗА АЛАН, ЖУ НОВЕ РЕН, 试 求 揪 人 端 处 的 约 东 扭转 力 偶 。{ 答 案 ， 


Вь2/ЕІ ) 
(b/E1) + (a/GJ) 


Ш15.43 如 图 15-50 所 示 的 结构 ,位 于 水 平面 内 的 1⁄4 组 回环 , ІНШІ E7, 操 转 刚度 GJ。 在 其 自由 端 处 


BARDA To 作用 , BMWA M, WRA HREN, RTR 15.0) 


图 15-49 图 15- 50 


人 rr ERE EETA AET A iie а 
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16.1 Ё A 


本 书 的 前 面 凡 章 , RRA T AREF НЕН K E AH 
所 发 生 的 应 力 , 要 指出 的 是 ,我们 所 考虑 的 杆 , 只 承受 一 种 载荷 作用 ,例如 弯曲 。 但 是 , 经 常会 
有 的 杆 要 同时 承受 前 面 讲 过 的 几 种 载荷 的 共同 作用 , 并 且 要 求解 在 此 种 条 件 下 的 应 力 状态 。 
因为 法 应 力 和 前 应 力 均 是 矢量 , 值得 特别 注意 的 是 组 合 应 力 , 亦 即 由 前 面 各 章 中 导出 的 ,单独 
载荷 应 力 表达 式 组 合 而 成 的 情况 。 为 此 , 在 本 章 中 研究 单元 体内 任意 平面 内 的 应 力 状 态 ,该 单 
元 体位 于 同时 承受 几 种 载荷 作用 的 物体 之 内 。 


16.2 17У 778) 


一 般 地 ,如 果 从 物体 中 取出 一 个 平面 单元 体 , 它 将 承受 法 应 we .ov КЕТУ JJ z, НІНЕ 
用 ,如 图 16-1 所 示 。 


16.3 符号 规则 


对 于 法 应 力 , ЕНЕ, 压缩 为 负 ; 对 于 切 应力 ,如 图 16-1 中 所 未 的 方向 为 正 , 反之 为 负 。 


16.4 ”和 斜 截 面 上 的 应 力 


我 们 认为 ,应 力 o,、o, 和 + 都 是 已 知 的 (其 计算 方法 将 在 第 17 章 中 讨论 ), 经常 想 去 研究 
与 z 轴 成 8 角 的 斜 截面 上 的 应 力 情况 , 如 图 16.1. ER 16-2 中 , 这样 斜 截面 上 的 法 应 力 和 切 
应 力 用 oMr ЖЖЖ, EER 16.13 中 将 会 证 明 


dr +> 0. — б . 
> ~ 50520 + r.sin28 (16.1) 


g = 


а.-6,. 
T= 7-2 8020 + т,усо820 (16.2) 


于 是 ,对 于 任意 的 4 值 , 由 这 些 表达 式 中 可 解 出 的 相应 的 。、 值 。 此 两 式 的 应 用 见 题 16.15, 


16.9 ВАЄ 


Ё 16-2 


ЖД 16.17 187 16.18. 
16.5 E J 


对 于 给 定 的 oo, 和 ro 的 应 力 组 合 ,存在 着 9 角 的 某 个 数值 , 它 将 给 出 o 的 最 大 和 最 小 
值 。 这 些 最 大 、 最 小 值 称 为 主 应 力 , 可 由 下 式 给 出 


_ 2 
Фа = 225-2 > 2a [5E] + (r, (16.3) 


waway 
сыы = 225—2 ы 2 _ | Zz бу > z | + (ra)? (16.4) 


ЕЕЕ 16.13 中 导出 , S Л. 16.15 A 16.18, 


16.6 主 应 力 和 方向 “ 主 平 面 


将 z 轴 和 主 应 力作 用 平面 法 线 之 词 的 夹 角 记 作 68,; 6， 可 由 下 式 给 出 : 
tan20, = 盖世 一 (16.5) 
Ë - а, 
2 
此 式 也 将 在 题 16. 13 中 导出 ,应 用 见 题 16.15 和 题 16.18。 在 那些 题 中 还 将 说 明 , 总 会 有 两 个 
满足 上 述 方程 的 8,。 最 大 应 力 zc。 发 生 在 其 中 一 个 平面 上 , 最 小 应 力 z 将 发 生 在 另 一 个 平 


面 上 。 由 两 个 9, 角 定 义 的 平面 称 为 主 平面 。 


16.7 计算 机 应 用 


对 于 此 种 两 向 应 力 傅 况 ,编写 了 一 个 简单 的 FORTRAN 程序 ,用 以 计算 由 (16.3)、{16.4) 
式 给 出 的 主 应 力 及 由 (16.5) 式 给 出 的 主 方向 。 题 16.20 给 出 了 这 个 程序 , 应 用 可 见 题 16.21。 


16.8 主 平面 上 的 前 应 力 


题 16. 13 中 的 研究 指出 ,在 cm 和 om。 作用 的 平面 内 ,前 应 力 水 远 是 零 ,与 应 力 ЖҮЗЕ; 
ry 的 数值 无 关 。 因 而 , 在 与 主 平面 相合 的 单元 体 上 只 会 有 主 应 力 , 如 图 16-3 所 示 。 


16.9 最 大 剪 应 力 


对 二 给 定 的 o,、o, 和 zx 的 应力 组 合 , 存在 某 些 给 出 最 大 前 应 力 * 的 角度 9 值 ,最 大 和 最 


TE av А ер nnm чр ыла” a fE nh A rie. 


ala ane. 
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жн 


主 应 力 


图 16-3 


小 剪 应力 将 由 下 式 给 出 : 


Тых — + Бо + г, (16.6) 


此 式 将 在 题 16.13 中 导出 ,应 用 见 题 16.3, 题 16.10,. 题 16.18 Я 16.19, 


16.10 最 大 剪 应 力 的 方向 


z 轴 和 最 大 竟 应 力作 用 平面 之 间 夹 角 刀 . 将 由 下 式 给 出 : ` 
(о, ~ в,)/2 
Tay 
此 式 也 在 题 16.13 中 导出 , 应 用 见 题 16.3、 题 16.10、 题 16.18 和 题 16.19。 总 会 有 两 个 角度 满 
足 上 述 方 程 , 相应 于 (16.6) 式 中 的 正平 方 根 作用 在 其 中 一 个 记 作 6, 的 平面 上 , 相应 于 负 平方 
根 的 应 力作 用 在 另 一 个 平面 上 。 


16.11 最 大 剪 应力 平面 上 的 法 应 为 


在 题 16,13 中 将 指出 , 作用 在 最 大 与 最 小 剪 应力 平面 (彼此 相差 90") 上 的 法 应 力 , 将 由 下 
AEN: 


тап20, = (16.7) 


0 = (s, + г,)/2 
因而 方向 与 最 大 ,最 小 更 应 力 平面 一 致 的 单元 体 如 图 16-4 所 示 。 这 将 在 题 16.7、 题 16.9 和 
ЕЯ 16.15 中 说 明 。 


下 (ez +s) 


{iz + ғұ) 


二 (ez + e) 


图 16-4 


16.12 # ZK EI 


本 章 以 上 各 公式 中 的 所 有 信息 ,都 可 以 表示 为 另外 一 种 方便 的 图 形 方式 , ЕР ЖЕК 


16.15 (EARE ЕРЛІ ЖЖ 


圆 。 在 这 种 表示 方法 中 ,法 应 力 沿 水 平 轴 岩 示 、 剪 应 力 沿 铝 直 轴 表 示 。 按 比例 画 出 应 力 o, 、a， 
和 rw，, 并 可 以 画 出 一 个 圆心 在 水 平 轴 上 . 且 通 过 上 述 各 点 的 图 ,图 16-S$ 即 为 承受 平面 庶 力 的 
一 般 和 情况 的 单元 体 画 出 的 莫 尔 应 力 圆 。 应 力图 的 应 用 见 题 16.4. 题 16,5. 题 16.8,. 题 16.10、 
ЖЯ 16.12.81 16.14.89 16.16.81 16.17 和 题 16.19. 


ЕЕ 16-5 


16.13 用 于 莫 尔 圆 的 符号 法 则 


前 面 已 讲 基 ,法 应 力 的 拉 应 力 被 认为 是 正 的 、 压 应 力 是 负 的 。 在 图 16-5 中 , 拉 应 力 应 
ШЕМЕН ЖҮП, 压 应力 画 在 原点 的 左 侧 。 对 于 剪 应 力 , 要 特 t> 


别 指 出 ,此 处 的 符号 规则 与 上 述 有 关公 式 中 用 到 的 不 同 。 这 将 ту 
I 2|— ЖА 16-6 所 示 切 应 力 的 平面 单元 体 , ЕУ JJ || 
Ty 


ВЕРЕ Вр SIE, EAER ENEA 


将 是 负 的 。 因 而 图 16-6 中 的 单元 体 , 铅 直 界面 上 的 剪 应 力 是 “7%, 
正 的 ,水 平 界 面 上 的 剪 应 力 是 负 的 。 a 16.6 


16.14 主 应 力 的 莫 尔 圆 解 法 


当 如 图 16- 5 的 莫 尔 圆 被 画 出 后 , 主 应 力 将 由 图 中 的 线段 og 和 oh 表示 。 这 既 可 以 由 图 形 
的 比例 尺 解 出 ,也 可 以 由 图 形 的 几何 关系 计算 , 将 在 题 16.14 中 讲述 有 关 细节 , 应 用 可 见 题 
16.4. 题 16.5. 题 16.8、 题 16.10、 题 16.12、 题 16.14, 题 16.16、 题 16.17 和 题 16.19, 


16.15 任意 和 斜 截面 上 应 力 的 英 尔 圆 解 法 


为 了 求 得 与 r 轴 成 逆 时 针 8 角 的 余 截 面 上 的 法 应 力 和 前 应 力 , 在 图 16-5 Я Е, В 
直径 ba ЕРОТ 20 й. ғы 的 端点 坐标 ， 表示 原始 的 xy 方向 上 的 应 力 条 件 , JF 
即 ,它们 表示 ono, Aryo 20 角度 相应 于 直径 er, f 点 的 坐标 表示 在 与 z 轴 成 9 角 的 斜 截面 
上 的 法 应 力 和 前 应 力 , 亦 即 , 法 应 力 o 用 横 坐 标 om 表示 , 切 应 力 。 HMR nf 表示 。 这 将 在 
题 16. 14 中 详细 讨论 , 应 用 见 题 16.4. 题 16.5. 题 16.6. 题 16.8 ME 16.17。 
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16.16 例 题 


题 16.1 考虑 承受 灿 向 拉 什 的 等 截面 直 杆 。 试 求 与 杆 轴 成 9 角 的 斜 截面 内 的 法 应 力 和 前 应 
力 , 同 时 求 最 大 前 应 力 的 方向 。 
W üp 这 是 与 第 1 章 中 考虑 过 的 相同 的 弹性 体 , 但 在 当时 只 研究 了 与 轴 向 载荷 一 致 的 法 应 力 。 
在 图 16-7{4) 中 , P 表示 作用 在 杆 上 的 轴 向 载荷 , A 表示 垂直 于 杆 轴 的 截面 面积 , 且 由 第 1 章 知 ， 
法 应 力 m 由 下 式 给 出 ;so = P/A. 

现在 , 假设 儿 一 个 截面 去 替代 垂直 于 杆 轴 的 哉 面 , 我 们 作 一 个 与 杆 轴 成 8 角 的 斜 截面 ,如 图 
16-7(b) 中 的 та 所 示 。 此 时 杆 件 在 水 平 上 仍 是 平衡 的 , 显然 , 作用 在 斜 截面 上 的 水 平分 布 庶 力 如 
БІЗ, НМ ЕНЕР =, PRENDRAI sind) ВЖЕ УУЗ, 有 
2 (A /sin0) = P, ЭЁ с -(РяпһФУ/А 


в, : 
б) (b) 


16-7 


在 图 16-8 中 , 只 考虑 应 力 矢 基 o ,将 其 分 解 为 两 个 分 量 , 其 中 一 个 垂直 于 斜 截面 mn, 另 一 个 与 该 
截面 相 切 。 用 字母 о 表示 第 一 个 分 量 , 亦 即 法 应 力 ; 用 r 表示 第 二 分 量 , 即 前 应力 。 


图 16-8 


因为 fü: 2А, 立刻 可 写 出 如 下 关系 ， 
т- aco 及 a= osing 
但 是 a = (Psin0)/A , HEERA ЕЙіж, 得 到 
r = (Реипбсод)/А 及 < = (Psi80/A 
注意 到 o, = P/4, 因 而 可 将 上 述 应 力 写成 如 下 形式 ， 


т = osinfcosd Ж s= osin 


由 三 角 学 公式 ,有 
sin28 = 2singeos Ж sin? = (1- cos20)/2 
于 是 
r= Lasing а) 
z = -г,(1- сөй) (2) 


这 些 表达 式 给 出 了 相对 杆 轴 倾 斜 9 角 的 平面 内 的 前 应 力 和 法 应 力 。 
016.2 横 截 面积 850mm? 的 直 杆 在 其 两 端 受到 60kN 的 轴 疝 力 拉 伸 , RRT RA АНТ 
余 30" 的 平面 上 的 法 应 力 和 前 应 力 。 


Ж F bE i6. 可 知 ,垂直 于 轴线 的 横 戴 面 之 内 的 法 应 力 为 


P _ 80 x 10 
9. = À = 850 = 70.6 MPa) 


16.16 f Н 319: 


题 16.3 


题 16.4 


与 加 载 方向 成 9 逢 的 平面 内 的 应 力 , 由 题 16.1 9] 5 a= (a, /2X(1- cos20);25 8 = ЗОВ, В 
a = (70.6/2)(1 — соѕ60°) = 17.65(MPa), 同一 平面 上 的 前 应 力 z = (a. /2)sin20, 4 0 = 30° E$, EA 
r= (70.6/2)(sin60*) =30.6(MPa), ЖЕГІ 的 kN 的 轴 向 载荷 表示 在 图 16-9 中 。 


17.65 MPa 30° 


60 kN 
30.6 МРа 


Ё 16-9 


Ж 16.2 中 畏 向 受 载 杆 件 的 最 大 前 应 力 。 
Ж ЕР HE S. 知 , 与 载荷 方向 成 9 第 的 平面 上 的 前 应 力 为 == (s,/2)sin20, 4 20 = 90* 时 ， 
BD 9= 45" 时 ,此 式 有 极 大 值 。 对 于 题 16.2 中 的 载荷 , a, = 70,6MPa, 当 060-4549, WAHA 
r = (70.6/2)sin90"° = 35.3(MPa) 

ЖШ, 最 大 前 应 力 等 于 最 大 法 应 访 的 1/2。 

45* 平 面 上 的 法 应 力 为 

a = (z,/2)(1 ~ со20) = (70.6/2)(1 — cos90°) = 35.3(MPa) 
讨论 题 16.1 中 (1) 式 和 (2) 式 的 图 形 表 示 。 
Ж F ВЕКАХ, УО Ө 角 的 平面 上 ,法 应力 和 前 应 力 分 别 为 
g = (s,/2)(1 ~ со29), о = (s,/2)sin0 

为 了 用 图 形 表 示 这 些 公式 , 按 惯 例 引 和 人 一 个 复 卡 儿 直角 坐 标 系 , 法 应 力 为 其 模 坐标 .前 应 力 为 其 纵 
坐标 。 

首先 在 水 平 轴 的 正方 向 按 某 个 方便 的 比例 尺 标 出 法 应 力 e (EE IE), 这 个 线段 的 中 心 , 亦 
即 图 16-10 中 的 с, 作为 图 心 ,整个 直径 为 w_。 这 个 图 用 we 、 避 和 sa 家 示 的 半径 为 (g,/2), 由 半径 区 
道 时 针 方 向 量 取 29 前 时 为 正 值 。 由 这 个 图 形 ,很 快 能 得 出 如 下 关系 式 ， 

М-т- (z, /2)sin20 

W = oc — ke = (a, /2) — (a, /2)eos20 = a = (a, /25(1 сов) 
要 注音 , 在 名 直方 向 及 水 平方 向 使 用 的 比重 尺 应 是 相等 的 。 


70%, 
3- 


16-10 Æ 16-11 


于 是 ,4 ARR ERRA В В ЖЕЛ SWRA к НАРНҚЕБЛЫШЫЛ, ЕШ 
ATAN ВРА", SSE RES - 号 。 现 在 我 们 回 到 题 16.1 并 考查 单元 体 的 分 高 
体 图 (图 6- 11) ,此 单元 体 是 在 倾 儿 表面 选 取 的 ,在 该 倾斜 表面 上 作用 有 应 力 o Mro MENEH 
使 此 单元 体 大 时 针 转 动 , 则 为 正 的 , 使 单元 体 逆 时 针 转 动 时 为 负 的 。 这 种 符 导 规 则 只 用 于 此 种 事 
东方 法 ,在 题 16.1 中 的 解析 处 理 中 不 使 用 此 种 规则 。 因 为 题 16.1 Қ ЗЕ ЕДЕНДЕ 
元 上 方 的 ас 表面 的 ,它们 应 是 负 的 。 因 此 在 表示 法 应 力 和 能 应 力 的 加 形 图 中 (图 16.10), de 平面 
内 的 切 应 力 表示 为 股 的 纵 举 标 , ув. 

这 种 称 为 莫 尔 较 的 图 形 ,是 由 英 尔 (Mohr.O) 于 1882 年 首次 提出 的 。 它 表达 了 物体 内 一 总 处 
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所 有 和 振 截 面 上 的 法 应 力 和 前 应 力 的 变化 规律 。 此 即 为 题 16.1 中 (1) 式 和 (2) 式 的 图 形 表 示 方 法 。 
再 次 考虑 题 16.2 中 讨论 过 的 轴 向 加 载 杆 。 用 莫 尔 加 计算 30" 斜 面 上 的 法 应 力 和 前 
应 力 。 
МШ ЕР 在 图 16-12 中 ,法 应 力 70.6MPa 以 某 个 方便 的 比例 标注 在 水 平 轴 上 。 以 这 个 线段 作为 
直径 画 -一 个 圆 。 和 角度 28 2030") = 的 "是 由 or 道 时 针 量 取 的 。da 点 的 坐标 是 
kd = r = – (70.6/2)sin60° = ~ 30.6(MPa) 

oè = z = o = kc = (70.6/2) - (70.6/2)о60" = 17.65(МРа) 
ЖАЛУ J) BI B) ff ЕЖЕН Ww FENA p ЛЫН ТЕ ШІН ЕЛИМ ЕНЕ, 这 是 与 图 
16-9 中 的 剪 应 力 的 方向 是 一 致 的 。 


11,500 lbf /ins 


Æ 16-12 图 16-13 


截面 积 1.3in? 的 杆 , 在 其 两 端 承受 15000lbf 压力 的 作用 。 试 利用 黄 尔 回 求 与 载荷 方 
НІШ 30" 的 平面 上 的 法 应 力 和 前 应 力 。( 忽 咯 杆 屈曲 的 可 能 性 ) 。 


解 “垂直 于 杆 轴 的 机 截面 上 的 法 应 力 为 


- 卫 -_ 15000 _ 2 
= A > үз = 115000Ы/ іп?) 


RETIER k LS ЕЖЕН ШЕН ЕЖЕН, АЖЕ, ВП РЕ 16-13 中 的 c 

点 ,作为 关心 , 圆 的 直径 是 11500(1bf/in?》。 
以 с 为 顶点 的 角 28= 2(30") = 60" 是 由 co 道 时 针 量 取 的 ,如 图 16-13 7, алишер 
. , ЗОРЯ ЕМ, ЖАНЫ. алата 
18,000 Ibf Rd = r = (11500/2)sin60" = 4940(Ibí/in2) 
ok = ø = ос — - (11500/2) — (11500/2)cos60" 
= 2870(1bf/in2) 
图 16-14 Мана, SEL og 位 于 坐标 原点 的 左 方 , 因此 法 应 力 是 

负 的 。 前 应 为 前 的 "+ ”号 表示 30' 斜 画 上 的 前 应 力 使 雇 此 面 为 边界 的 单元 体 { 图 16- 14 中 用 虚线 
表示 ) 麻 时 针 转 动 。 法 应 力 和 圾 应 力 及 150001bf ӘЗІЛІН ТЕРЕ 16-14 中 。 
考虑 一 个 取 自 受 力 弹性 体 内 的 单元 体 ， 该 单元 体 表 面 上 的 法 应 力 和 前 应 力 分 别 是 o, 
和 zy, 如 图 16-15 所 示 。(a) 求 与 法 应 力 a, 倾斜 8 的 平面 内 的 法 应 力 和 前 应 力 ， (b) 
求 最 大 和 最 小 法 应 力 的 数值 及 方向 , (c) KER K N У ВА B Or H. 

解 ЕБ (4) 待 求 的 作用 在 倾 料 平面 上 的 法 谈 力 和 前 应 力 是 图 16-15 所 示 单 元 体 的 内 部 量 。 按 
殴 例 ,可 用 倾斜 平面 切割 单元 体 ,使 竺 求 的 应 力 成 为 新 物体 (切割 后 单元 体 ) 的 外 方 , 亦 即 须 沿 着 与 
х ЗОЯ o 角 的 斜面 切 制 原始 的 矩形 单元 体 , ЗІН 16-16 所 示 的 三 角形 单元 体 ,分 别 用 法 应 
Жо нт: ЯНА ЛАК ЕН ХНЕН А ВОЛ, 于 是 问题 就 里 结 为 由 已 知 的 
s, 和 ra 去 寻求 未 知 的 " г, 注意 到 在 三 角形 单元 体 的 分 离 体 图 内 ， RENEA 


应 力 而 不 是 力 ,这些 应 力 玫 假设 均匀 地 分 布 在 他 们 作用 的 表 窄 上 ,单元 体 在 与 书 纸 而 七 直 方向 上 
的 厚度 是 1。 


ЗАРЕГАН АУ Т 轴 , 如 图 16-16。 首 先 考虑 N 向 的 力 ,平衡 方程 为 . 


ee 


16.16 #l Ёй 
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> Еу = stds ~ astdysing — rydycosd 一 rd rsin8 = 0 


v 

Tay 

<j 

Tay КА" 
dr “y x 
"тұ 
— 
Try 
Ё 16-15 图 16-16 


ІҢ dy = ds sinf, dx = dscos8, 将 这 些 关 系 代 入 .上 述 的 平衡 方程 , 有 
с(45) = a, (ds )sin28 1 2r, (ds )sin0cos8 


31956 sin28 = (1 ~ cos20)/2, sin20 = 28іпбсовӣ, 得 到 


a = FU- c20) + rwsin29 = % -  со2й + rasin28 (1) 


于 是 ,将 必用 在 与 тМЫНОЯНЖЕНКН ЕЮЗЕМЛ2 RRA o, r. B 9 的 函数 。 
其 次 考虑 三 角形 单元 沿 T 向 作用 力 的 平衡 , 可 得 方程 
Уе; = ttds ~ ot dycosd + rydysing - rotdzeosp = 0 
Ж ду = dssin8, ах = dscos8 代入 ,得 到 
r(ds) = о,(а5)віпбсовӣ - r (ds )sin?8 + r. (ds )eog28 
ЗІН Ж cos28 = cos? 8 ~ зін20,віп20- 2sin0cos0, 上 式 成 为 


r = Fsin20 + r, cos20 (2) 


TE, 将 作用 在 与 z Ие ЕЖ ЕМЫ г 表示 为 mw rs, 及 9 的 函数 。 
(b) 为 了 求 得 法 应 力 e 的 最 大 值 , 认为 8 是 变化 的 ,将 (1) 式 对 8 求 导 并 令 导 数 为 零 , 有 


da =“a,sin20 + 2rycos2 = 0 


使 得 法 应 力 取 极 太 、 极 小 值 的 8 角 为 


tan20, = 275 (3) 

由 0, 定义 的 平面 称 为 主 平面 ,作用 在 这 些 平面 土 的 法 虚 力 称 为 主 应 力 。 在 所 考 虚 的 单元 之 

内 ,它们 将 是 舱 大 和 最 小 的 法 应 力 , 主 应 力 的 数值 易于 由 (3) 式 的 图 示 法 得 到 , 如 图 16-17, BR 

角 28, 中 的 任 一 个 的 正切 都 应 是 (3) 式 的 数值 。(3) 式 有 两 个 解 , 因而 20, 有 两 个 值 (相差 180°), 

亦 即 有 两 个 8, ІН, 彼此 相差 90"。 要 指出 的 是 ,图 16-17 中 的 三 角形 与 三 角形 单元 体 没 有 直接 关 
系 , 单 元 体 的 分 离 体 图 前 面 已 经 考虑 过 。 


х 
ys 
“Тау 
і. 
情况 I WRI 
图 16-17 


由 图 16-17 得 到 的 зіп28, 和 cos26, 的 数值 ,代入 (1) 式 求 得 法 应 力 的 最 大 和 最 小 值 。 注 意 到 
Fr 5/2 


i со20, = -———— 
7 (2.72)? + г.у? P (о. /2)2 + Ж. 


sin26, = 


Ta 
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式 中 上 曾 的 符号 适合 于 情况 0 下 面 的 符号 适合 于 情况 I。 由 (1) 式 可 以 得 到 
(0.72) А (1..2 


М (0,12)? + ro у V (9.12) + т? (4) 
= (o,f?) + (2,72)? + lra)? 


s= (а,/2) ж (а,/2) 


最 大 的 法 应 力 为 

dux = (ө,/2)- /Co72 + (е)? (5) 
最 小 的 法 应 力 为 

amia = (s,/2) - 4 Са 25 + (eo) (6) 
由 (5)、(6) 式 给 出 的 应 力 称 为 主 应 力 ,它们 作用 在 由 (3) 式 定义 的 主 平面 肉 。 和 将 由 (3) 式 确定 的 一 
个 9, 代入 (1) 式 , 即 可 得 到 作用 在 该 平面 内 的 一 个 主 应 力 , 另外 一 个 主演 力 自 然 作 用 在 另外 一 个 


主 平面 内 。 特 由 (3) 式 和 图 16-17 WEH 20, 代入 (2) 式 , 即 可 看 出 作用 在 主 平面 上 的 前 庶 力 等 于 
Ẹ. 


(АТА УА АЧА, 可 以 认为 8 是 变化 的 ,将 (2) 式 对 58 求 导数 并 令 其 等 于 零 , 有 
= ascos20 - 2rwsin20 = 0 
给 出 前 应 力 最 大 值 的 8 角 , 为 
tan20s = (24/2) (7) 
由 此 式 两 个 解答 定义 的 平 盏 就 是 极 信 间 应 力作 用 的 平面。 
(7) 式 的 图 形 表示 法 也 是 很 方便 的 ,满足 (7) 式 的 角 20; 可 以 表示 为 图 16- 18, 可 以 看 出 


< ç, к 


ўе: ті». 
т-у Fry 
MA I 情况 n 
图 16-18 
+ (o2) + ғ 


sin? ðs = 


, сов205 = -一 -一 一 一 -上 _ _ 
4 (a, /252 + (т)? J а,/2У 二 《ra 
式 中 上 面 的 符号 ( + ) 适 合 于 情况 I, 下 面前 符号 ( - ) 道 全 于 情况 I 将 这 些 教 值 代入 (2) 式 ,得 到 


Tax 


е. (,/2) + (а,/2) Ет 


+ ——. — a 
(а,/2)2 lty)? G) (а,/2)2 + (ta)? 
=+ y (0,72) + (т. (8) 


式 中 "+ "号 表示 最 大 切 应 力 “- "E SRE | WE. 

如 果 将 (3)? 式 各 (7) 式 作 一 比较 ,显然 可 条 29, 和 20s 643590, 这 是 因为 这 些 前 度 的 正切 豆 为 
ПЕ. КЕНЕ 和 Bs 定义 的 平面 相差 45°, 亦 即 最 大 前 应 力 平面 与 最 大 法 应力 平面 相关 
45% 

求解 最 大 前 应 力 平 面 上 的 法 应 力也 是 很 有 意义 的 ,这 样 的 平面 由 (7) 式 定义 ШЕ sin26。 
和 cos25s 代入 (1) 式 ,有 


24:77)“ ) + (rg) _ 20а (9) 


T. 
ONTE VDE e 2 
Жар, НАК РУ УЗЕТ E EY 2.72), 


168 ЮМ 16.7 中 分 析 的 图 形 表示 法 。 


W T 对 于 给 定 的 G .cr。 值 ,图 形 才 示 法 的 步骤 如 下 


16.16 #J 题 


“323， 


І. 引入 “个 直角 坐标 系 ,水 平 轴 表 示 法 应 力 , W E SLE OR 5 Гр 
应 力 。 两 轴 所 使 用 的 比例 尺 应 是 相同 的 。 r Ж-- d- 
2. 参照 在 题 16.7 FS ЛИЕВ Ж, ЕШ ЕН 16- “%», Б-- 
19 中 。 引 用 如 下 符号 规则 ;使 单元 体 顺 时 针 转 动 的 剪 应 力 az ife, 
为 正信 ,使 单元 体 道 时 针 转 动 的 尊 应 力 为 负 秆 。 因 此 , 在 — 


ШЕ 16-19 F, HEHE 6 39 w J) RE E BU, ЖР E J 89 hy 
力 是 负 的 。 此 外 , 拉 伸 法 应 力 是 正 的 , 压缩 的 法 应 力 是 负 
的 。 

: 对 于 给 定 的 о, 和 rw 在 图 中 标注 5 点 , 铅 垂直 平面 上 的 前 应 力 rw 是 正 的 {o, 也 作用 在 该 界面 
E), 因此 在 图 16-20 中 这 个 信 应 画作 亚 的 ,同时 假设 o, 是 拉 应 力 。 尽 管 此 处 所 讲 的 方法 当 а, 
是 负 值 时 也 是 正确 的 。 


Ё 16-19 


ш- 


图 16-20 


4. 其 次 用 同样 的 方法 在 铅 直 轴 的 负数 边 标注 rw 的 df 点 。 此 点 对 应 单元 体 水 平 界 面 上 的 负 值 前 
应 力 及 零 值 法 应 力 。 

5. BER, MEPR c。 以 с 为 中 心 ,op 为 半径 画 一 个 陪 , 此 图 即 为 熟知 的 英 尔 应 力图。 

首先 要 说 明 ; 应 力 加 水 平 直径 上 的 g 点 和 点 天 玉 主 应 力 。 为 此 , 注 党 到 点 位 于 与 应 标 原 
КНЕ (оГ), НЕЯ ВЕЖЕ, 

Сау = (ос)? + (әу, а-а + Cr) 
此 外 ,还 有 cd = ch = cg, ҢА А B) Аас + ch, BB 
(az/2) + (0,72) + (aa) 
但 县 ,这 个 表达 式 恰好 就 是 最 大 的 主 应 力 , 与 题 16.7 中 的 (5) 式 是 一 致 的 。 类 仆 点 z 的 zx = 
w- cg, 此 量 是 负 的 ,三 应 位 十 原点 左 方 。g 点 表示 压 应 力 , BH 
(o,/2) - 0.02) + (ray 

这 正 是 最 小 主 应 力 的 公式 ,与 题 16.7 中 的 (6) 式 是 一 致 的 。 因 此 ,g 点 和 所 点 娄 示 原始 单元 体 的 
主 应 力 。 我 们 看 到 , tan( Косі) = т/а, 72), НН Е 16.7 中 的 (3) 式 ,有 tan20, = - ryf (a, 
2), 将 这 两 个 式 子 进行 比较 ,可 知 因为 tan(180* — 9) = —tan0, f Асі = 29,。 于 是 ,由 直径 如 ( 相 
应 于 zy 方向 的 应 力 ) 发 生 一 个 逆 时 针 转 动 到 达 表 示 主 平面 的 直径 豆 , 主 应 力 就 作用 在 此 主 平面 
上 , 主 平面 与 z 轴 成 8, 角 。 

ХТЭЙ, 莫 尔 贺 是 一 个 很 方便 的 工具 ,因为 对 于 给 定 的 o. ry 数据 ,很 快 就 能 作 一 个 
E, 然后 测量 中 和 味 即 可 。 使 用 与 画 wsrm 时 间 样 的 比 合 尺 , 即 可 由 这 些 横 坐标 表示 主 应 力 。 

显然 ,由 cd = 0.72) С, ARER каны хаты, 如 同 题 16.7 中 的 
(8) 式 。 实际 上 , 任意 平面 上 的 前 应 力 都 是 用 莫 尔 加 上 的 织 坐 标 表示 的 , 因而 我 们 应 认为 半径 忆 的 
cm 表示 极 值 剪 应力。 很 明显 , 44-20, 因此 这 表明 ,最 大 法 庶 力 平面 与 最 大 前 应 力 平面 之 各 夹 


ақан атамын Алефтина иви, E 


анаи 


аана za ааа 


第 16 章 组 合 应 力 


角 的 2 悦 ( 邑 一 4 ) 是 90", 亦 即 由 最 大 法 应 力 平面 到 最 大 剪 应 力 平面 要 转 过 45, 
直径 姑 的 映 点 表示 作用 在 原始 z 轴 和 y 轴 方 向 上 的 应 力 。 下 面 我 们 要 说 明 , 任意 其 他 直径 ， 
例如 ef( 与 Bd 成 任意 角度 20) ,表示 与 x НО 的 平面 上 的 应 力 。 为 此 ,我 们 指出 ,点 的 模 坐 
标 为 
a= œ + en = (а,/2) + cfcos(20, - 20) 
= (а,/2) + ¿f(cos20,cos20 + віг20,віп20) 


—— ЗР кен 
= (s,/2) + 4 (а./2)? + ті, (соқ20,сов20 + sin20,sin20) 


ЖАН АН А1050, 显然 有 


А - (а,/2) 
іл208, = É 0620, = ———TW“ (1) 
7225 Cy ete Vr aY 


将 由 这 两 个 方程 代入 前 式 , 得 到 


2: 
a = = 
2 


这 恰好 是 与 ЫЫ 角 平 曾 上 的 法 应 力 , 与 题 16.7 中 的 (1) 式 一 致 。 
了 点 的 维 坐 标 由 下 式 给 出 
r= nf = cfsin(28, — 26) 


- 52020 + rusin28 


= /(cs,/2)° + (r, віп20,сов29 - cos20,sin20) 
EDERRA ЕХ, A 


r = J assin26 + т.усод29 
这 恰好 是 与 x Но 角 平 面 上 的 前 应 力 , 与 题 16.7 中 的 (2) 式 一 致 。 
因此 , ИКИ Е /点 的 坐标 表示 与 > ДФО 角 平 面 上 的 法 应力 和 前 应 力 。 

Шіөв9 物体 内 的 平面 单元 体 承 受 > 方向 法 应 力 12000 lbfyin2, 切 应 力 4000 Ibf/in2, 如 图 
16-21. (а) ЖЕЛЕМ Ж 30' 平 面 上 的 法 应 力 和 切 应力 。(b) 求 最 大 法 应 力 和 最 
小 法 应 力 的 数值 与 方向 。 
Ш EZ (a) 按 题 16,7 的 处 理 方法 ,本 题 中 的 2,- 12000 Df/in2, т =4000 Jhf/in2。 由 题 16.7 
可 知 ,与 x SH o 角 的 平面 上 的 法 应 力 为 


z =  - 280509 + rmsin28 


| > 6470 а> 
4000 п 


4000 Ibfin? 12,000 lbfinz 


2 
12,000 Ibf/in 4000 lofin? 
im 和 ры | 
4000 1bf/inz 4000 Ibffin2 
Е 16-21 Æ 16-22 


Ж onr ЮЖНА Est. 4 0 = 30" 时 ,有 
a = (12000/2) - (12000/2)cos60° + 4000sin60° = 6470 (Ib£/in2) 
根据 题 16.7 的 (2) 式 ,与 x R 角 的 平面 上 的 剪 应 力 是 
r = sin + z; cos20 
Ж о, .rs 的 数值 代入 上 式 ,当日 = 30" 时 ,有 
r = (12000/2)sin60° + 4000cos60" = 5200 + 2000 = 7200 (Ibf/in2) 


Жы BL 09385 h Л ЛУ 7 IE ЎТА m Ë] 16-16 МЖ, 根据 这 个 符号 规则 , 30 ӨНЕ E 55 m 
图 16-22 所 示 。 


(b) 李 单元 内 的 主 应 力 , 亦 即 最 大 和 最 小 法 应 力 的 数值 ,是 由 题 16.7 中 的 (5) 式 和 (6}) 式 给 出 


16.16 Й м '325 · 


的 。 由 (5) 式 ,最 大 的 法 应 力 为 
з = Of2 + / (в 120 + (roy 
= 6000 + v (6000)? + (4000)? = 13220 (lbf/in?) 
BOR, BEMA 8 
вао 4,/2- /(s/222+ (ry) 
= 6000 — v (6000)? + (4000): = — 1220 (lbfyin2) 
这 些 应 力 的 作 月 平面 的 方向 是 由 题 16.7 的 (3] 臣 给 出 的 , 即 
4002 


ап20, =- — 2 -- 
(апар => 672) TT 6000 3 


Е tan28, <0, 所 以 28, 的 两 个 解答 位 于 第 二 和 第 四 象限 。 在 第 二 象限 内 26, = 146"20 ;在 第 四 
象限 29 = 326"20 ,最终 得 到 由 9,-7310414,-162 10 ЖЕМІН, MER 0, = 73°10 , 将 
其 与 сто АСЕАН 16.7 中 的 (1) 式 ,有 
2 = 4: 
° 2 2 
= 6000 — 6000(- 0:833) – 4000(0.554) = 13220 (Ibt/in°) 
于 是 可 知 , 主 应 力 13220 lbf/im 发 生 在 与 r MA 7510 的 斜面 上 上 ;两 个 主 应 力 如 图 16-23 所 示 。 
正如 题 16.7 所 讲 过 的 , 主 平面 内 背 切 应 力 为 零 。 
《ec) 最 大 和 最 小 前 应 力 由 题 16.7 的 (8) 式 给 出 , 即 


соза + r.sin2a = 6000 - 6000с05146°20' + 4000sin146"20 


е. =+ Va/ + (tp)? = + / (600052 + (4000 = + 7220 (bf/in?) 
BAARD ЕТЕНЕ ІНІН EN 16.7 的 (7) 式 给 出 , 即 
(92/2) _ 6000 _ 3 

Т; 4000 2 
4 5 тап20,>0,ЯТ 20, 在 第 一 和 第 三 象限 , 即 20, = 567207,207,- 236720: R 0, =28°10, 6, ~ 
118'107. 与 = #1910 角 的 平面 上 的 切记 力 是 由 题 16.7 的 (2) 式 给 出 的 


tanz = 


r= 924126 + т,,соя20 


代入 о, = 12000 [bf/in?, т.) = 4000 1Ы/іп 和 8 = 28107, £ 
т = (12000/2)51п56%20” + (4000)соѕ56°20° = 7220 (Ibf/;n2) 
亦 即 , 28°10 Та З НУ ЗЕ, ЛЕ ЕТУ ЈП 16-6 所 示 。 
最 大 能 应 力 平面 上 的 法 应 力 由 题 16.? 的 (9) 式 给 出 , 即 
а = 0,12. = 12000/2 = 6000 lbf/in? 
TF Rek KHP AJ ЕЗІ Din 16-24 所 示 。 


图 16-23 图 16-24 


题 16,10 平面 单元 体 承受 应 力 如 图 16-25 所 示 。 试 利用 莫 尔 图 法 求 (a) 主 应 力 及 方向 (b) 最 
大 前 应 力 及 其 作用 平面 的 方向 。 


- 326 ` 


题 16.11 


9160 HEER 


图 16-25 


解 ”kz 根据 题 16.8 PIRENEA, ВНЕШН, 

我 们 知道 ,给 定单 元 的 锁 直 界面 上 的 彰 应 力 是 正 的 ,水 平 界面 的 前 应 力 是 负 的 ; 钳 直 界面 上 
z, = 12000 ]bfrinm tay = 4000 Ibf/in2 69 2, ЕЛЕНЕ 16-26 中 为 点。 水 平 界面 上 г,, = 4000 
Ьі? ЖІ oz,=0 的 应 力 条 件 , 画 在 图 中 为 了 点 。 画 出 直线 三 ,找到 其 中 点 c. 

以 上 为 圆心 , cb = cd 为 半径 画 一 个 圆 , 此 贺 即 为 莫 尔 图 。 直 径 让 的 端点 表示 原始 单元 体 上 
的 应 力 条 件 。 

(a 8088 16.8 中 讲 这 的 , 主 应 力 由 点 g 和 上 表示, 主 应 力 距 可 由 图 16-26 中 测量 , 也 可 以 用 
下 述 方法 计算 ; 

с 点 的 开标 是 6000, 于 是 cd = V (6000)2 + (400052 =7220。 因 而 最 小 主 应 力 为 

Gun = Og = oc — eg = 6000-7220 =- 1220 (Ibf/in2) 
最 太 的 主 应 力 是 

dmn = h = ос + ch = 6000 + 7220 = 13200 (Ibf/in2) 
主 方向 的 26, 为 


an2a, =- 2000.2 或 р = 7310" 


NB 5k CIR] В dch 也 可 以 得 到 此 8 信 , 由 些 可 知 ,由 六 点 表示 的 主 应 力作 用 在 与 原始 zx Sh 


成 73"10 的 平面 内 ,各 主 应 为 如 图 16-27(aj) 所 示 。 由 莫 尔 圆 也 可 以 看 出 , 作用 在 这 些 平 面 上 的 
剪 应力 是 等 , 原因 是 g 点 和 点 都 位 于 黄 尔 贺 的 水 平 轴线 上 。 


图 16-27 


(DEARER, 最 大 前 应 力 由 缉 表示, 前 已 发 现 ,此 半径 等 于 7220 ibf/in?。20, 角 既 可 以 直 
接 由 图 16-26 WERE, 也 可 以 由 前 面 已 经 得 到 的 20, FRE 90' 得 到 , iR B 20,-5620, 
8, = 2810 。 由 :点 表示 的 彰 许 力 是 负 的 ,因此 作用 在 28"10' 和 斜面 上 的 甬 应 力 使 单元 体 逆 时 针 转 
动 。 此外, 2 的 横生 标 是 6000 Ibf/in?, 此 即 为 作用 在 最 大 剪 庶 力 平 面 上 的 法 应 力 ， 量 大 前 应 力 
如 图 16-27(b) 所 杀 。 


如 图 16-28 所 示 , 单元 体 在 z 方向 承受 法 向 压 应力 12000 lbf/in?, 8 EZ JJ 4000 ]bf/ 


16.16 #J & 327 


іп? 试 求 (a) 与 法 应力 倾斜 30' 角 的 斜面 上 的 法 应 力 和 甬 应 力 , (b) 单 元 体内 最 大 法 
应 力 和 最 小 法 应 力 及 各 自 的 方向 (ec] 最 大 前 应 力 的 数值 与 方向 。 


图 16-28 16-29 


ЖҚ ЕР (a) 根 据 题 16.7 的 符号 规则 ,此 题 上 应 有 s= - 12000 Ibf/in2, r = - 4000 Ibf/in2 ЕҢ 
16.7 中 的 {1) 式 , ЕНІ 0 斜面 上 的 前 应 力 为 
s -- 12000/2 ~ (- 12000/2)cos60° – 4000sin60° = ~ 6470 (Ibf/in2) 
ЕҢ 16.7 中 的 (2) 式 , ВЈ 30° 107 ЫБЫ 
z = (- 12000/2)sin60° - 4000cos60" = – 7200 (lbf/in?) 
斜面 上 的 法 应 力 及 前 应 力 的 正方 向 如 图 16-16 ЙА, 按 此 符号 规则 可 画 出 30" ӨНЕ E 03 Z JJ ig 
图 16-29 所 示 。 
(b) 主 应 力 的 数值 是 由 题 16.7 中 的 (5) 式 及 (6) 式 给 出 的 , 由 {5}) 式 


Fmax = - 12000/2 + ¥ (— 12000/2)2 + (— 4000)? = 1220 (Ibf/in2) 


由 (6) 式 


om = — 12000/2 — / (— F2000/232 + ( < 4000): = — 13220 а/ш?) 
ВАВ ЕУ ЕИ уд, КОТУНУ АУЕ ЛУ Eh 
主 应 力作 用 平面 的 方向 由 题 16.7 中 的 {3) 式 给 出 , 即 


-4000 2 
- 12000/2 7 3 


Ё хаг20,<0, ЯТ 20, 确定 的 角 在 第 二 ,第 四 象限 , 即 20, = 146207, 28, = 326°20” , 亦 即 
主 半 面 由 8 =73° 10300", = 16310 确定 。 如 果 将 8, =73'10' 及 给 定 的 so,、z,, 的 值 代入 题 16.7 
中 的 (1) 式 ,有 
s= (os/2) – (o,/2)cos20 + г,узіп20 
= — 12000/2 — (— 12000/2)сов146°20° — 4000sin146*20' = — 13220 (1bf/in2) 

因此 , 主 应 力 - 13220 lbf/in? 发 生 在 与 > 轴 
倾斜 73"10 的 斜面 上 。 主 应 力 如 图 16-30 
所 示 , 在 这 些 平 面 上 的 前 应 力 等 于 零 。 

{5) 极 值 前 应 为 的 数值 由 题 16.7 中 的 
(8) 式 给 出 , 即 


Тал-% Y (0,72) + (ry 
=+ y (~ 12000/2) + (~ 4000)? 
rm = + 7220(]bf/in2) 
这 些 前 应 力作 用 平面 的 方向 由 题 16.7 中 的 
{7) 式 给 出 , 即 
tan 20, = (s,/2) -12000/2 3 图 16-30 


тыу -4000 ~ 2 
于 是 28, = 56°20, 29, = 236°20, BË 0, = 
28"10 ,8,=118*10'。 由 题 5.7 中 的 {2) 式 , 作用 在 与 x 轴 成 g 区 的 封面 内 的 前 应 力 为 
r = (a,/2)sin20 + г, cos28 
= ( —12000/2)sin56°20” – 400056" 
= — 7220 (ІЫ іп?) 


T. 
tan2 8, 二 一 с/т = 一 


1220 Ibf /tn# 


— er re 
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亦 即 在 28"10 条 而 上 的 了 驴 应 力 是 旬 的 。 正 向 难 竟 应 力 如 图 16-16 所 示 。 
最 大 前 应 力 平面 内 的 法 应 力 由 三 16,7 中 的 {9) 式 给 出 , 即 
a = 4,42 -- 12000/2 = ~ 6000 (Ibf/in°) 


fF gk K Bp J BL ЕНЕ ІНІ 16-31 所 示 。 


6000 1bf Лп? 


图 16-31 


416.12 平面 单元 体 承 受 的 应 力 如 图 16-32 所 示 。 试 利用 莫 尔 圆 , (а) 主 应 力 及 主 方向 
《pb) 最 大 前 应 力 及 其 作用 平面 的 方向 。 
ЖШ Ep 构造 莫 尔 圆 的 过 程 已 在 题 16.8 中 给 出 , 当时 曾 依 照 如 下 的 过 程 。 给 定单 元 体 锅 直 表 
面 的 前 应 力 是 负 的 , 水平 界 面 上 的 前 应力 是 正 的 。 锅 直 界 面 上 的 应 力 o, = - 12000 Ibf/in2, ry 
= ~ 4000 10/122, MZEE 16-33 BJ b ж, КТТ ЕЛУ rw = 4000 lbf/in? 和 o, = 0 画 在 图 
16-33 中 的 2 点 画 出 线段 好 及 其 中 点 c. Мс hiba, Аы А, GR А, 
直径 34 的 峰 点 表示 单元 体 原始 界面 ( 即 图 16-32 中 的 界面 ) 上 的 应 力 情况 。 


12,000 Ibfin? 


4000 lbfin wat 


12,000 lbfrin? 


图 16- 32 ЙІ 16-33 


《a) 正 如 在 题 16.8 中 所 指出 的 , 主 应 力 是 由 点 & Mh RTR 16-33)。 它 们 既 可 以 由 图 


PARME, 也 可 以 由 < 点 的 坐标 - 6000 和 zd = / (600032 + (40002 = 7220 来 计算 ,最 小 主 应 
力 是 


Smin = Og = oc + cg =- 6000 ~ 7220 = - 13220 (Ibf/in2) 
最 大 主 应力 是 
Сых = Oh = ch — со = 7220 - 6000 = 1220 (Ibf/in2) 
前 面 所 指出 的 29, 是 由 tan28, = — 4000/6000 = — 273 给 出 的 ， А Ж ізп(1807-0)- ~ tang, М 
EA 28, = 146°20 , 8, = 73°10. рр ЖЕ RI LEH deg 得 到 。 由 g ARTH 
主 应 力 – 13220 lbf/in? 作用 在 与 x МІ 7710 ЗЕ E, 各 主 应 力 如 图 16- 34 所 示 。 因 为 g 
点 和 点 位 于 莫 尔 加 的 水 平 轴线 上 ,显然 可 知 图 16.34 ЖАН КЫН, 


16.16 Й] 题 
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M 16.13 


1220 Ibf /in4 5 ме 
6000 lbf /int ` 


1220 lbf /in3 ” 910 
图 16-34 ЖІ 16-35 


(ЛЕНІ ЕНК ИА, BARA 7220 1/7. Я 26 既 可 以 由 应 力 
图 直接 测量 得 到 , 也 可 以 由 20, 中 碱 去 各" 得 到 ,可 得 出 入 =28"10 , ҢІ RR 85 Bj y J) J IE 
的 ,因此 在 28"10 平面 上 的 前 应 力 使 单元 己 顺 时 针 转 动 。 此 外 , 由 莫 尔 圆 可 知 ?点 的 机 坐标 是 
-6000 Ib£/in2, 此 即 为 发 生 在 最 大 前 族 力 平 臣 上 的 法 应 力 , 如 图 16- 35 所 示 。 
考 虚 一 个 取 自 受 力 物体 的 平面 单元 体 。 通 常 , 这样 的 单元 体 在 其 两 个 相互 垂 的 界 
面 上 同时 受到 法 应 力 和 前 应 力 的 共同 作用 。 和 将 这 些 应 力 记 作 es om Жіт,,, 其 正方 
向 如 图 16-36 Біл. (а) 05 х РРО 角 的 平面 上 的 法 应 力 和 前 应 力 , (b) J: 
外 还 求 最 大 和 最 小 法 应 力 以 及 它们 作用 的 方向 , (ORERE AHAA 


图 16-36 图 16-37 


N EF (a) 显然 , 待 求 的 作用 在 笑 截 面 上 的 应 力 是 图 示 单 元 内 部 的 量 。 遵 照 通 常 的 作法 , E 
一 个 切面 ,使 待 求 的 量 对 于 新 切面 来 说 成 为 外 部 的 基 。 我 们 沿 与 z SHR12 8 角 的 平面 切割 原始 
单元 体 ,得 到 图 16-37 所 示 的 三 角形 单元 体 。 因 为 已 移 走 算 形 单元 体 的 部 分 材料 , 必须 考虑 它 
对 保留 的 三 角形 单元 体 的 影响 , 这 影响 通常 是 作用 在 慨 斜 而 上 的 法 向 力 和 蔓 向 力 ,分别 用 > 和 + 
表示 相应 于 这 些 力 的 法 应 力 和 前 应 力 ,于 是 ,问题 就 归结 为 , 由 已 知 应 力 oo, 和 ru 去 求 未 知 
2а 和 ,在 第 17 章 中 将 讲述 求解 =- .ay Mr ATE ЕРНІНЕ, 分 离 体 图 (图 16-37) 
表明 作用 在 个 界面 上 的 是 应 力 , 而 不 是 力 ,上 且 假 设 每 一 个 应 力 都 是 均匀 地 分 布 在 它 所 作用 的 平 
ШЕ. 

引信 与 转 示 倾斜 平面 垂直 和 相 切 的 N AA T 轴 , 并 令 БЕНЛИЯЕН ТВЕН FE 
的 厚度 。 将 N 方向 的 力求 和 , 平衡 方程 为 

У) Еу = аз ~ ostdysind — rj dycosd — atdxeosd ~ rtdrsing = 0 
在 平衡 方程 中 换 人 dy = dssin0.dz = dscos8,, 得 到 
ads = s,dssin20 + a dscos 6 + 2г,,бвзіпӣсовӣ 
引入 便 等 式 sin?8 = (1 — со529)/2.сов20 = (1 + cos28)/2 ,sin26 = 2sin0cos0, 得 到 
о ха,1- ros20)/2 + a (1 + о520)/2 + ry sin28 
或 
z = = ~ TT oos28 + roysin20 (1) 

因而 可 知 , 作 用 在 与 x 0 角 的 任意 斜面 上 的 法 应 力 v 是 2 、sy、 zy 和 ЕСЕН 

其 次 , 考 豆 作 用 在 三 角形 单元 体 洛 了 方向 的 力 之 和 , 有 


> Ет = tids — astdycosd + rt dysind - т.убілсовӨ + ofdrsing = 0 


Hur остриетата ылы ы ластанады ады ~ TEATER HEAD E EEE E 


gm ош 
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与 前 面 处 理 方 法 相同 ,替换 式 中 的 аг 和 dy, 得 到 
rds = grdssinfeosd 一 Taydssin ð + r. dscos2 0 - s,dssin Ocosp 
引 人 前 述 的 三 个 恒等式 及 cos26 = cos? 0 — віп 6, НОЙ 
r = 25-34020 - г.усо20 (2) 
因而 可 知 :作用 在 与 x НІН 角 任 意 斜 面 上 的 剪 应 力 r 也 是 go,、oy、rsy 和 8 的 函数 ， 
(bb) 为 了 求 出 法 应 力 a 的 最 大 值 , 可 以 假设 前 是 变化 的 ,将 (1) 式 对 8 求 微分 ,并 令 其 导数 


STĚ, ЕЛ 
dg = (a, 一 oy)sin20 + 2r;,cos28 = 0 
使 法 应 力 取 得 最 大 、 量 小 值 的 ЕТЕН. 


tan20, = — су (3) 


由 多 定义 的 平面 称 为 主 平面 , 作用 在 主 平 面 上 的 应 力 称 为 主 应 力 , 它们 是 被 考 虚 单 元 体内 法 应 
力 的 最 大 和 最 小 值 。 考 虚 如 图 16-38 所 示 的 (3) 式 的 图 形 表 示 法 ,很 容易 得 到 主 应 力 的 数值 。 
显然 ,两 个 角 的 正切 信 都 会 满足 (3) 式 ,因此 (3) 式 有 两 个 解 , 即 两 个 26,( 相 差 180") 或 两 个 8， 
【相差 90")。 要 注意 的 是 ,图 16-38 并 不 提供 三 角形 单元 体 的 直接 关系 ,该 单元 体 的 分 离 体 图 如 
图 16-37 所 示 。 

将 由 上 述 两 个 图 得 出 的 sin28, 和 со29, 代入 {1) 式 ,给 出 法 应 力 的 最 大 、 最 小 值 。 注 瘟 到 
Іт £ (o, — о,)/2 


—— h cous2Ü, = 
Vor- oj/ + oo Иа, s)/23 + (zo) 


` 


式 中 ,上 行 符 导 适用 于 情况 I ,下 行 符号 适用 于 情况 IT ,由 (1) 式 ,得 到 


一 2 І 
a= ||==) + (ry) (4) 


+ _ 2 
о = (а-ы), Gay (5) 


- 2 
om = 2”. k= + (re) (6) 


由 (5) 式 (6) 式 给 出 的 就 是 主 应 力 ,它们 发 生 在 由 (3) 式 定义 的 主 平面 上 。 将 由 (3) 式 解 出 的 一 
те, 代入 (1) 式 , 邵 可 判定 两 个 主 应 力 中 的 那 一 个 作用 在 这 个 平面 上 , 另 一 个 主 应 力 必 然 作 用 
在 另 一 个 主 平面 上 。 


sin26，= 


最 大 法 应 力 为 


最 小 法 应 力 为 


ЕТА - о.) 
情况 I 


Æ 16-38 


(e) 将 由 (3) 式 ,或 由 图 16- 38 解 出 的 28, 代入 (2) 式 , 即 可 知 主 平面 上 的 前 应 力 等 于 零 。 令 
ё = (a; 一 s, Jecos28 - 2r;ysin28 = Ü 
给 出 前 应 力 最 大 值 的 8 ië. F ieh. 


tan20, = Cos — 2,//2 - 2.)/2 


(7) 


ху 


Жр Ра ХЕ АННЫ УМЕН, 
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(7) 式 的 图 形 表 示 法 很 方便 ,满足 该 式 的 29 的 两 个 值 可 表示 为 图 16-39。 由 这 些 图 有 
+ (6; - а,)/2 
ІШТЕГІ 
Ет 
8 = = `=rv _ 

59 /Та,- о )2Р + (rn) 

RP CERS 号 ) 适 用 于 情况 工 ,下 行 符 号 ( - В) Н РНЕ П, ИАА (2) 5, 得 到 
VE (8) 


Tmn 


WE ERRANEN," - ЖАНЫ). 


sin28, = 


-Жо, - ау) 


图 16-39 


如 果 将 (3) 式 和 (7) 式 作 一 比较 , ШТІ 29, 6126 相差 90', 因为 这 两 个 角度 的 正切 函数 互 为 
ЯХ, Н, н 6,614, 定义 的 平面 相差 45°, 亦 即 极 值 前 应 力 平面 与 极 值 法 应 力 平 而 成 45* 
Ж. 
求 出 极 值 前 应 力 平面 上 的 法 应 力也 是 很 有 意义 的 , 这 些 平面 是 由 {7}) 式 定义 的 , 如 果 将 
sin28 和 соѕ20, 的 值 代 入 (1) 式 ,得 法 应 力 
s = (0, %а,)/2 (9) 
亦 即 在 每 一 个 极 值得 应 力作 用 平面 内 ,法 应 力 为 (o. с,)/2. 
讨论 题 16.13 中 解析 式 的 图 形 表 示 法 。 
Й F 对 于 给 定 的 mw .cv 和 zr,, 值 , 接 如 下 方法 作 图 形 表 示 法 。 
1. 引信 一 个 直角 坐标 系 , 用 横 坐 标 表示 法 应 力 ,级 坐标 表示 前 应 力 。 两 个 坐标 轴 所 使 用 的 比例 
尺 应 是 相同 的 。 
2. 参照 题 16.13 中 考虑 过 的 原始 矩形 单元 , 重新 画 在 图 16-40 中 。 使 用 的 符号 法 则 为 ,使 单元 
体 顺 时 针 转 动 的 前 应 力 为 正 , 使 单元 体 道 时 针 转 动 的 前 应 万 为 负 。 图 16-40 НЕВЕ Е 
的 剪 应 力 是 正 的 ,水 平 界面 上 的 前 应 力 悬 负 的 。 此 外 , 对 于 法 应 力 , 拉 储 为 正 , Fi, 


图 16-40 


3. 首先 , 对 于 给 定 的 zr,, 值 , 在 图 上 标 出 相应 的 点 , 铝 直 界面 上 的 前 应 力 + 是 正 的 to, 也 作 
用 此 界面 上 ), 因 此 在 图 16-41 中 标注 此 值 为 正 数 。 

4. 对 于 给 定 的 o, 和 rm 值 ,用 同样 的 方法 在 图 中 标注 相应 的 点 。 在 画 出 图 16-41 时 , ЕН 
Ba Don АЖо,<а, 也 可 同样 处 理 。 水 平 界 面 上 的 前 应 力 - ERAI (о, 也 作用 此 界面 
上 ), 因 此 ,这 个 值 标 注 在 参考 轴 的 下 面 。 


4331. 


тікше, 
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图 16-41 


5. 其 次 画 线 段 好 ,标注 其 中 点 c。 并 以 ce 为 中 心 , 中 为 半径 画 一 个 回 , IN El Е. 

首先 我 们 要 说 明 , 莫 尔 圆 的 水 平 直径 端点 g А 表示 主 应 力 。 为 此 ,注意 到 < 点 位 于 与 坐 
标 昧 点 相距 (so, + 0,)/2 $h. B RE k Ж Со, -о0,), Яна Е-Е (о, -а,У2. НИЯ 
三 角形 关系 式 , 有 


(ау = (ж) + Gay 或 d= di- n+ (zao: 
Н-Т, А Н (о + с), (а, +0) /2+ Та, -ау + (ra): 
此 式 恰好 是 题 6.13 中 (5) 式 给 出 的 最 大 主 应 力 。 类 似 地 , g 点 的 x ос — ge 或 
(0, + o) /2- /[(e,- a)/2] + Са 
此 式 恰好 是 题 16. 13 中 (6) 式 给 出 的 最 小 主 应 力 。 可 以 看 出 , tanked = /ok = c, /[(a, - 
a,)/2] 。 但 是 由 题 6,13 中 的 (3) 式 ,有 


— а _ 
tan29, = (z, - s,)/2 


ЖЖ НАЙ, TA Z hd = 20,. ХАНЫ МАЗЫ (MUET z.y 方向 的 应 力 ) 北 时 针 可 转动 
到 表示 主 平面 的 直径 号 , 主 应 力作 用 在 该 平面 上 , 主 平面 与 x ВРО, B. 

对 于 给 定 的 应 力 a,、a, 和 zw, 可 以 很 快 地 作 一 个 应 力 回 , 用 与 so 和 = 相同 的 比例 尺 测 
Boz 和 oh 的 横 坐 标 即 可 得 到 主 应 力 , 因此 莫 尔 图 是 求解 主 应 力 的 方便 工具 。 

现在 可 以 看 出 , 莫 尔 圆 的 半径 cd = УГ(о,-а,/20% (z ,六 对 应 干 题 16.13 中 (8) 式 给 出 
的 极 值 前 应 力 。 实 际 上 ,任意 一 个 截 画 上 的 前 应 力 都 可 以 用 莫 尔 峰 的 纵 座 标 表 示 , 因此 我 们 应 
认为 半径 线 cf 和 和 cm 表示 极 秆 前 应 力 。 显 然 , 44-20, 这 表明 极 值 法 应 力 和 极 值 章 应 力 之 间 夹 
和 角 的 2 们 等 于 99, IH Sr 38 18 38 py JJ НЫ РІШ ІБЖ 45°. 

显然 , 直径 好 的 端点 表示 作用 在 初始 zy 方向 上 的 应 力 。 现 在 我 们 要 证 明 ; 任 意 的 其 他 直 
径 的 端点 ,如 直径 er 与 直径 达成 20 А), 表示 与 z НО 角 的 斜面 上 的 应 力 。 为 起 ， 
注意 到 £ 点 的 机 坐标 为 

a= oc + сп = (a, + a,)/2 + с/со(20, — 20) 


= (s, + 0у)/2 + сў (cos20,cos28 + sin20,sin24) 


= (a, + a,)/2 о + oy)/2] + 27, (oos28,cos28 + sin20,sin26) 
但 是 由 研究 莫 尔 图 中 Acta 可 以 看 出 


Тау 9, = {oy — 2:2/2 (1) 


+ cos2 
М 16а, - a )/21 + (ry «бе, ~ ay) /2]2 + (Crow): 


sin26, = 


RN 16.15 


16.15 A E "333: 


特 r (e, ә2,0/2 的 值 代入 前 述 方程 , 有 


s= Fa, +a) — 209, - а,)с0820 + r yanai 


这 恰好 是 题 6.13 中 的 (1) 式 导出 的 .与 > ЯО НУ ЕЛ. 
HR, EEH унн Ч КЕЕН. 
r= nf = cfsin(28, — 28) = cf(sin20,cos2 8 - cos28,sin28) 


= ile- a,)/2] + (z;,)?2(sin20pcos20 - cos20,sin20) 
将 由 (1) 式 得 到 的 = 和 {c, а,)/2 代入 此 式 ,得 到 
| T = туусоѕ2ӣ + Ho, - а,)віһп28 
这 恰好 是 题 16.13 中 {2) 式 导出 的 , 与 x МІНЕ 角 的 平面 上 的 前 应 为。 
因此 , RRE E 点 的 坐标 表示 与 z ИІН 角 的 斜面 上 的 法 应 力 和 前 应 力 。 
承受 图 16-42 所 示 应 力作 用 的 平面 单元 体 。 试 求 (a) 主 应 力 和 主 方向 (b) 极 值 前 应 
力 及 其 作用 平面 的 方向 。 


|> 
15 000 Ibfřin? 


12 000 Ibffin? x 


15 000 Ibfřin* 


ІҢ 16-42 


М EF (a) 根 据 题 16.13 中 的 应 力 表示 法 ,可 有 

oz = 12000 lbf/in?, в, = 15000 lbf/in?, г,, = 8000 Ibf/in2 
根据 题 16.13 中 的 (5) 式 , 最 大 法 应 力 为 

Стас (s, + 0,)/2 + Jile,- а) + (rp) 

= (12000 + 15000)/2 + J [(12000 — 15000)/2]? + (во)? 

= 13500 + 8150 = 21650 (1bf/in2) 
根据 题 16.13 中 的 {6) 式 ,最 小 法 应 力 为 

озы (oz + ау)/2 – /Та,-а,У2И + (roy 
= 13500 — 8150 = 5350 (Ibf/in2) 

ЕН 16.13 中 的 (3) 式 可 知 ,应 力 21650 Ibf/in2 和 5350 lbfyinz 作用 的 主 平面 方向 为 


т 8000 
(zz a,)/2 = 0200-1500) 55-5 
FTE 28, = 79°24' ,25924:%0,-2942,129427, 

ХТЖ Lab rh y W — T EH 2E6 72 ру, 研究 题 16.13 中 的 (1) 式 ,具体 地 说 
亦 即 


tan20, = 


% > а. oss28 + r sin28 
将 9=39'24' 和 cx .om 及 r。 的 给 定 值 代入 上 式 ,得 到 
о = (12000 + 15000)/2 – (12000 - 15000)/2 ，eos79"24 + 8000 sin79°24 
= 21650 (Ып?) 
ТЕ, EETHEN HA ЖАНЫН ЛУ JA 16-43 的 示 。 在 在 这 些 界面 上 的 前 应 力 等 于 
零 。 


(b) 由 题 16.13 中 的 (8) 式 可 知 ,最 大 和 最 小 前 应 力 为 


T man а,- a, |2 — 2 
т 7-е [T an 


可 = 


4334: ісе 组 合 应力 


= + 8150 {bf/im) 
H RB 16.13 中 的 (7) 式 ,可 知 极 值 苗 应 力作 用 平面 由 下 式 给 出 : 
(а, ~ cj2 | 


. tan28, = - - 0.188 
ту 
Р 20,2 169°24', 349248 0, = 84"42',174°,42. BARRE EN RAAE ЕЕ 
ш 45°. 
g$ 13500 Itf Ла? 


21 650 Ibffin? 


13508 lbf Алї 
16-43 图 16-44 


为 了 确定 82"42 ИТЕ ЕМЛЕДЕН, ЕЙІН, E IEE 16.13 中 的 (2) 式 , 即 
t = (s, – s,)/2 ' sin29 + r; cos28 
将 8=84"42 及 or ov om 的 给 定 值 代入 上 式 , 得 到 
r= (12000 - 15000)/2 · іп169%24” + 8000cos169°24 
= = 8150 (Ibf/in2) 
负 号 表明 , WZ Jy 16-36 中 设 定 的 正方 向 相反 。 最 后 由 题 16. 13 中 的 (9) 式 可 
以 得 到 极 值 前 谍 力 平面 内 的 法 应 力 为 
r = (а, + а,)/2 = (12000 + 15000) = 13500 (Ibf/in25 
极 值 剪 应力 的 单元 体 如 图 16-44 所 示 。 
16.16 平面 单元 体 承受 图 16-45 所 示 的 应 力 。 利 用 黄 尔 圆 求 (a) 主 应 力 及 方向 , (b) 极 值 
剪 应力 及 其 作用 面 的 方向 。 


кн) 
12 000 Ibfyin? 


8000 1bfzin2 


19000 bf Ani y 
18008 ЬЕ /ns 


М ЕБ 构造 英 尔 贺 的 过 程 是 在 题 16, 14 中 讲解 的 。 按 该 题 中 的 方法 ,可 以 知道 :此 题 单元 希 
直 界 面 上 的 剪 应 力 是 正 的 ,水 平 界面 上 的 前 应 力 是 负 的 。 因而 , 用 铅 直 界面 上 的 应 力 条 件 z. = 
12000 ІҺ// ш?, г. = 8000 lbf/in? 画 出 图 16-46 中 的 b 点 ,用 水 平 界面 上 的 应 力 条 件 з, = 15000 
Ibf/in”, гу = — 8000 lbf/in? 画 出 d 点 。 夯 出 线段 А, EPAX c, с Ар, d- 2423593645 m 
图 ,此 即 为 黄 尔 贺 。 直 径 Ba 的 端点 表示 图 16-45 原始 单元 体 上 的 应 力 条 件 。 

(a) 正如 在 题 16. 14 所 指出 的 , 主 应 力 由 点 ЖАЖЖ, ЕЛЕНЕ НІН 16-46 EREN 
Ж, CT ARI FIER, 2 点 得 坐标 是 13500, Е = 1500, <q = / (15002 + (80007) = 8150. 
于 是 ,最 小 主 应 力 是 
mn = 08 = ос ~ cg = 13500 - 8150 = 5350 (Jbf/in?) 


a in. ikisi vm mmnanaamamamauan anna лад O 


16.16 #J 题 


“335， 


同时 最 大 主 应力 是 
сак = Oh = ос + ch = 13500 + 8150 = 21650 (Ib#/in2) 

角度 28, ІҢ тап28, = 8000/15000 = 5.33 解 出 ,由 此 可 有 0, = 39"42 ,这 个 信也 可 以 由 测量 黄 尔 
ІНІН, dek 得 到 。 由 此 可 以 看 出 ,由 点 表示 的 主 应 力作 用 在 与 z НЕР 39"42 的 斜面 上 , 因 
REAME 16-47 所 示 。 因 为 引 点 和 > 靖 点 位 于 莫 尔 加 的 水 平 轴 上 , 显然 ,图 16-47 中 单元 体 界 
її Бал лара. 

Кн с б, ЕЖ АА 8150 1/02. ME 20, ЕЕГ 
以 由 土 述 图 形 直 接 测 量 得 到 ,也 可 以 将 29, 加 上 90* 得 到 ,26, БЕЗЕНІН ЖЗ, ЖИН 20, = 
169'24' 或 8 = 84"42' 。 由 了 点 表示 的 前 应力 是 正 的 ,因此 作用 在 84"42' 平 面 上 的 前 应 力 使 单元 
体 顺 时 针 转 动 。 

此 外 , ВА є, г 点 的 横 坐 标 使 13500 [bf/in?, 此 即 为 最 大 前 应 力 必用 平面 上 的 法 应 
力 。 TE, MÉN Y HME 16-48 所 示 。 


in? 
21 650 160г 5350 0а 


5350 Трёлтљ2 


12 500 іріп” 


ЕҢ 16-47 ІҢ 16-48 


Ш16.17 对 于 题 16.16 中 讨论 的 单元 体 , 试 求 由 x 正方 道 时 针 55° 斜 截面 内 的 法 应 为 和 前 


题 16.18 


应 力 。 


М Er 根据 题 16.14 中 讨论 的 莫 尔 辆 的 性 质 , P| 231 E АВО ЯВУ E R JS k х,у Я ЕНІМ 
HA EERS сор ө METES, 应 力 条 件 是 由 f 点 的 坐标 表示 的 ,半径 cf 与 原始 直 
Бы 28 №. йт, В 20 J 5535 R ТАТА А BE FI J А), АЖИ а Е 
针 方 向 。 ТСЕ Я 16.16 hBi У J Bl rh, RF i С ИН AE 2(55*) = 110°, Eih A 
£, f 4 5983 ЕТНО 6) 5571010 БЕРЕЛ, 既 可 以 直接 测量 得 到 , tb ujit H Fitri m 
到 ， 

оп = oc + си = 13500 + 8150 cos(110° — 79247) = 20500 (Ibf/in2) 
了 点 的 纵 坐 标 表示 待 求 的 55 平面 上 的 剪 应 力 , 并 可 由 下 述 关 系 得 到 
fn = 8150 sin(110° - 79°24") = 4150 (lbf/in?) 
(11, 55 斜 截 面 上 的 应 力 如 图 16-49 所 示 。 


12 000 Jbtrin* 


15 000 lbfrin: 


图 16-49 


也 而 单元 体 承受 图 16-50 所 示 的 应 力 ， 试 求 (a) 主 应 力 及 主 方向 ,(b) 极 值 前 应 力 及 
其 作用 面 的 方向 。 
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100 МРа 


图 16-50 


МО EF (a) 根 据 题 16.13 的 符号 规则 ,此 题 Ü = - 75 MPa, s, = 100 МРа,т,,- -50 MPa, Й 
КЕЛУ 16.13 6 (буа, BB 
сах (9, + о,)/2-- /ГО,- s )/2]2 + ау 

= (— 75 + 100)/2 + / [C 75 — 100)/2] + (— 503 

= 12.5 + 100,8 = 113.3 (MPa) 
最 小 法 应 力 由 题 16.13 的 (6) 式 给 出 , 即 

Gmin (9. + s,)/2 - УГа,- а,)/2]2 + (т) 

= 12.5 – 100.8 = ~ 88.3 (MPa) 
ЖЖ 16.13 中 的 {3) 式 可 知 ,应力 113.3 MPa 和 一 88.3 MPa 作用 的 主 平面 方向 由 下 式 给 

H: 


шп20, = ~ tz = C75 1005 - 
113.3 MPa 2 28р = 150*15', 330*15°, 3 0,= 75°8', 165'8' 
为 了 确定 主 应 力 和 主 平 面 之 间 的 对 应 关系 , 转 而 研究 
题 16.13 中 的 (1) 式 ,其 体 地 说 
в = (s; + a,)/2 — (o, ~ а,)/2” со29 + ramsin28 
Ж8<75%Жа,,2,. rw 的 数值 代入 ,得 到 
а = (— 75 + 100)/2 - (— 75 ~ 100)/2 . сов150715” 
+ (— 50)sin150"15” = 88.3 (MPa) 
因此 ,由 主 平面 画 出 的 、 并 承受 上 述 主 应 力 的 单元 体 如 图 
113.3 MPa 16-51 所 示 。 此 单元 体 界面 上 剪 应 力 为 堆 。 
fb? 由 题 16.13 中 的 (8) 式 给 出 的 最 大 、 景 小 竟 应 力 为 


- 0,571 


ІҢ 16-51 


= + 100.8(МРа) 
HEN 16.13 中 的 (7) 式 , nT 305 8 ЕН ЗЕ ІҢ КН 
(о, - 9,)/2 _ 


tan2ð, = 1.75 


ЙКШ 28,-60715,240115:%9,- 366,258. ENERE THS Т ЕЛУ ER 
3545, 
为 了 确定 30"8 平面 上 的 前 盛 力 是 正 或 是 负 , 可 研究 题 16. 13 中 的 (2) 式 , 即 
T = (0. а,)/2- sin28 + r cos2 8 
. H 98-30% 与 a,, a, zw 值 代入 ,得 到 
| z = {~ 75 - 100)/2 + sin60*15° + (— 50)cos60"15° = — 100,8 MPa 


16.16 Ж 题 


结果 中 钓鱼 号 表示 ,30°8' 平面 上 的 前 序 力 的 指向 与 图 16-36 中 所 假设 的 正方 向 相反 。 极 值 划 应 


力作 用 平面 上 的 法 应 力 由 题 16.13 中 的 (9) 式 给 出 , 即 
o = (ø, +a,}/2 = (- 75 + 100)/2 = 12.5 MPa 


TE, BB Sy JJ EH] л ñq WE 16-52 所 示 。 


12.5 MPa х 


图 16-52 


题 16.19 平面 单元 承受 图 16-53 所 示 的 应 力作 用 , 利用 黄 尔 贺 求 (a) 主 应 力 及 主 方向 , (biR 
值 剪 应力 及 其 作用 面 的 方 商 。 
М F 对 于 构造 莫 尔 加 的 过 程 , 仍 应 参考 题 16.14。 按 该 题 的 符号 规则 ,此 巅 单元 体 由 直 界 


面 上 的 甬 应 力 是 负 的 ,水 平 界面 上 的 部 应 力 是 正 的 。 于 是 单 元 体 钠 直 界面 上 a, = -75 Mpa ry 
= — 50 MPa 的 应 力 杀 件 曾 出 图 16- 54 中 的 6 点 ,水 平 界面 上 的 应 力 =, = 100 MPa, r,, = 50 MPa 
的 应 力 条 件 画 出 ж. навы, 及 其 中 点 c, 以 < 为 圆心 , 古 = 码 为 半径 画 一 个 辆 ,此 即 黄 
尔 加 。 直 径 妇 的 端点 表示 上 述 原始 单元 体 上 的 应 力 。 


P 


100 MPa 
E 16-53 图 16-54 


(a) 正如 题 16.14 中 所 指出 的 主 应 力 由 点 g 和 疡 表示 , 既 可 以 由 莫 尔 男 上 直接 测量 , 也 可 以 
出 下 述 算 法 解 出 ;c 点 坐标 为 12.5, k= 87.5, FÆ 


= /(87.52: + (50) = 1008 (MPa) 


于 是 最 小 主 应 力 为 
dwin = og — cg = 12.5 - 100.8 = — 88.3 (MPa) 
同时 最 大 主 座 力 为 
2а = dh = o + ch = 12.5 + 100.8 = 113.3 (MPa) 

ЖШ 20, 由 тап28, = —50/87.5= -0.571 给 出 ,由 此 式 得 六 =75 全 ,这 个 值 也 可 以 由 测量 莫 尔 
ШЕН, ал 得 到 ,由 此 可 知 由 点 & 表示 的 主 应 力作 用 在 与 原始 zx SH 18151 758 的 平面 上 , 3 
力 如 图 16-55 HR, AAA р ЯПА 的 纵 坐 标 均 为 零 , 在 这 些 平面 上 的 前 应 力 等 于 零 。 

(DERRAT, 最 大 前 应 为 由 辟 表 示 , 已 知 此 半径 为 100.8 MPa. Ж 20, 既 可 在 上 述 图 
中 直接 测量 得 到 ,也 可 以 出 20, HRE 9078%1,20, 已 在 前 面 解 出 ， 这 样 可 以 得 到 20, = 6015: 
或 名 =30"8 。 由 点 ! 表示 的 前 应 力 是 正 的 , 因此 30 8 界面 上 的 前 应 力 使 单元 体 硕 时 针 转 动 。 

此 外 , 由 莫 尔 圆 可 知 点 1 的 机 坐标 是 12.5 MPa, 此 即 为 最 大 前 应 力作 用 平面 上 的 法 应 力 。 
BREN ШІН 16-56 所 示 。 


4338. 


жж 6 


113.3 MPa 


113.3 MPi 


图 16-55 ІҢ 16-56 


Eg 16.20 研制 一 个 FORTRAN 程序 , 该 程序 能 针对 图 16-36 所 示 单 元 体 计算 主 应 力 和 主 方 


向 。 
K ЕР 待 研 程 序 的 输入 数据 应 包括 图 16-36 所 示 的 两 个 法 应 力 和 一 个 前 应 力 , 为 研制 程序 


方便 ,法 应 力 的 符号 规则 仍 如 以 前 , 斑 伸 为 正 ; 对 于 前 应力 最 简单 的 符号 法 则 是 :水 平 指向 的 前 
应 力 使 单元 体 顺 时 针 转 动 为 正 ; 亦 即 和 是 16.13 中 的 约定 相反 。 在 题 16. 13 中 主 应 力 是 由 式 
{5) 纵 出 的 , 主 方向 是 由 式 (3$) 给 出 的 。 研 制 的 程序 打印 如 下 ; 


Эта м ааа МАА а МАМАМА ааа АІ EEEE EE] 


00020 


PROGRAM STRES2D (INPUT,OUTPUT) 


0003006839 заз .hhkhkhhkhhkkhAküahkkhhhhkhkkhhhkkkhhkhAkhkhkikhhkkhkhitühkk06khhha qh ñaka 


00040% 
200504 
050060% 
00070* 
000805 
00090% 
00100% 
00119" 
80120% 
00130% 


00140%. 


00150“ 
00160% 
00170% 
60180% 
001854 
001904 
00200% 
00210% 
00220* 
00230% 
00240% 
00250% 
00260% 
00270% 
002804 
002904 


AUTHOR: KATHLEEN DERWIN 
DATE : JANUARY 26,1989 


BRIEF DESCRIPTION: 

THIS FORTRAN PROGRAM MAY BE USED TO SOLVE A SIMPLE 2-D STRESS 
PROBLEM WHERE THE USER IS PROHPTED FOR THE STRESE CONDITIONS FOR A 
SINGLE OR БЕТ ОР POINTS, AND THE PRINCIPAL STRESS AND ROTATING ANGLE 
ARE CALCULATED. 


INPUT: 
THE USER WILL ВЕ AGKED ТО INPUT THE NUMBER OP STRESS GETE AND THE 
NORMAL AND SHEAR STRESSES АТ RACH POINT. 


OUTPUT: 
THS PRINCIPAL STRESSES AND ROTATING ANGLE FOR EACH SET OP PTS. WIL 
BE PRINTED, 


VARIABLES : 
Х(109),14100),8(109) --- NORMAL AND SHEAR STRESS ARRAYS 
KUM --- Тнк МОИВЕВ ОҒ STRESS SETS 
I --- 3.1 


SUBROUTINES CALLED: 
PRINCIP --- CALCULATES THE PRINCIPAL STRESSES AND THE ROTATING 
АКСЕ FOR А SINGLE Ой SET ОР porta. 


олым ЕЕЕ ЕЕТТЕТТЕТТЕГЕТІТТІТТІТІТІТТІТТІІТІТІТІТІТІІІТІІ? 
ККЕМЕЕЕІТІТІТІ KAIR PROGRAM ЕРГІТІТТІТ 
ООЗ Доната алаа di TL TT TT LAL TT 


00330% 
093409% 
00350% 
00360 
00370 
09380% 
00390 
90400% 
00410% 
00420 
90430 
00440 
00450 
00460 
00470 
00480 


VARIABLE DECLARATIONS 


REAL Х(100),%(100),8(100),РІ 
INTEGER WUN 


PI = 3.14159 
USER INPUT 


FRINT* , ' PLEASE EWTER THE NUMBER OF STRESS SETS:' 

READ* , NUM 

DO 10 N=1, NOM 
PRINT*, PLEASE ENTER THE NORMAL STRESSES IR THE X,Y DI ' 
PRINT*, AND THE SHEAR STRESS; ' ey DIRECTIONS 
READ* X(N), Y/N), 81И) 


00490 10 CONTINUE 


00500% 
00510* 
00520% 
00530% 


CALLING SUOSROUTINE PRINCIP ТО CALCULATE THE PRINCIPAL 
STRESSES AND THE ROTATING ANGLE 


16.16 Й 题 4339: 


00540 CALL РВТІКСІР(Х,Ұ,Б,МОМ) 

00550“ 

00560 STOF 

00570 END 

R LETDLKRKALALLLLELLILLELLLLELELLELLLLLLELLKLLLLLLLKLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLILL L LL LLLLELLLELkI 

00590 SUBROUTINE PRINCIPI(XX,YVY,SS,NUM) 

00610» THIS SUBROUTINE WILL EVALUATE THE PRINCIPAL STRESSES AND ROTATING 

0062й0% ANGLE POR А SINGLE ОВ БЕТ OF POINTS. 

00630% 

00640» VARIABLE DECLARATIONS 

006503 

00660 REAL РІ,ХҰ(100),ҰҰ(100),88(100),Р11100),Р24100),т4106) 

80670 ІНТЕСЕН МСМ 

90680» | 
00690* CALCULATIONS 

00700% i 
00710 РІ = 3.14159 
00720 DO 15 Н«1,НОМ r 
00730 A=((XX(N)-YY(N))/2.D)**2 ? 
00740 B=BQRT(A+(S8(N)*#2)) š 
00750 C=(XX(N)+YY(N))/2.O А 
00760 ЧМ (N))/ 4 
00770 P21N)=C-B . 
00780 A1=2%88(N)/(XX(N)-YY(N)) 

00790 T(N)=90%ATAN(AL1)/DI 

90800 IF (XX(N).EFO.YY(N)) ТИЕН 

90810 T(N) = 45,0 

00820 ENDIP 

00830 15 CONTINUE 

008404 

008504 PRINTING OUTPUT f 
008604 : 
00870 PRINT 30 i 
00880 DO 20 №1 ,NOIM 5 

PRINT 40,N,XX(N),YYI(N), ; i 

00900 20 COND NE (B),YY(N),SS(N),P1(N),P2(N),T(N) : 
00910% i 
00920" FORMAT STATEMENTS i 
00930" AT : 
0940 30 FORMAT(/,2X,'NO,',5X,' ' ' ' А А . N : 
00950+ UICN TNS aap 'BIGXY' 7k, SIG), ' 
00960 40 FORMAT(2X,1I2,3X 。 : 

00970% (2Х,12,3Х,5(Р9 2,3Х),Ғ9.2) і 

00980% END i 

00980% BUBROUTINE PRINCIP i 

01000 RETURN i 

01020 END ! 


题 16.21 ”对 于 承受 图 16-57 应 力 的 单元 体 , 利用 题 16.20 中 的 FORTRAN 程序 , 计算 主 应 
力 和 主 方向 。 
18 750 lbf An? 


675067 йін 
23 500 Ibr ñin2 


18 750 bf /fin 


图 16-57 


М ЕР 如果 应 用 题 16.20 中 的 符号 法 则 , 并 注意 到 图 16.57 给 出 的 应 力 情况 , 本 题 有 a, = 


23500 [bfyin су = — 18750 Ibf/in?, H tw= - 6750 lbft/inz。 将 这 些 数据 代入 题 16 
% т — .2Ü 
示 程 序 , 计算 机 送行 如 下 ， ° as 


me p 


. 340 · 第 16 童 ”组合 应 力 


READY. 

run 

PLEASE ENTER THE NUMBER OF STRESS SETS: 

? 1 

PLEASE ENTER THE NORMAL STRESSES IN THE X,Y DIRECTIONS 
AND THE SHEAR STRESS: 

? 23500,-18750, -6750 


NO. SIGXX SIGYY SIGXY SIG{ 1} SIG(2) THETA 
1 23500.00 -18750.00 -6750.00 24552.20 -19802.20 -В.86 
SRU 0,734 ОНТ, 


RUN COMPLETE. 


16.17 J a 


16.22 一 截面 为 和 mm x 75 mm ВУЗЕ, Кр НЕ ЫВ 20 500kN。 试 求 杆 内 最 太 前 应 力 。 
(答案 ;66.7 MPa) 

Ші623 对 于 题 16,22 中 的 杆 件 , 试 求 与 轴线 倾斜 tt 的 倾 任 面 上 的 法 应 力 和 彰 应 力 。( 答 案 ;4.87 MPa, 
24.97 MPa) 

题 16.24 过 长 为 1i 的 正方 形 截 面 杆 件 , 针 受 压缩 载荷 为 8000 tbi АЖ ЗОВ ӨНЕ ЕВЕ y 
力 和 前 应 力 。〈 丁 件 较 短 , 略 去 作为 柱 发 生 屈 曲 的 可 能 性 多 答案,a = - 2000 Ibf/in2, r = — 3460 
ІМ/іп?) 

Ш16.255 利用 黄 尔 回 , RART 16.24. (Ж, DB] 16.58, = ko = – 2000 1/2, т = dk = 3460 Ibi/in2) 

ЖЕ 16.26 物体 内 部 的 一 个 平面 单元 ,承受 应 力 s, = 20 
MPa, а= 0, tay = 30 MPas НАН 
ҢЫ 4 ЕН ЕНЕДІ. ОЖ 
案 : ғ-40 MPa, z = 10 MPa) 

Я 16.27 年 面 单元 体 承受 的 应 力 是 о, = 50 MPa, o, = 
50 MPa。 试 用 稻 析 法 求解 单元 内 的 最 大 坦 应 
力 。( 答 案 :0) 

题 15.28 平面 单元 体 承 受 的 应 力 是 a, = 12000 lbf/in?， 
ау ~ 12000 lbt/im?。 试 用 解析 法 求解 单元 

Æ 16-58 НЕКИ H, 以 及 最 大 前 应 力作 用 平面 
的 方向 。( 管 案 ;12000 Ibf/in2,45°) 

Æ 16.29 对 于 题 16,28 中 的 单元 体 , 试用 解析 法 求解 作用 在 与 x HR 30' 颌 侨 平 面 上 的 法 应 力 和 芋 应 力 。 
CER o= -6000 1Ь/ іг, г-10400 jbf/in?》 

题 16.30 对 于 承受 应 力 о, = 8000 lbf/in', о, = - 8000 Ibf/in2 ЕЖЕН ЛЫК, ИА, ЖАЖА 
与 工 轴 倾斜 20" 平 面 上 的 应 力 。( 答 案 : 见 图 16-59, оп = – 6130 Ibf/in?, z = Zf = — 5130 1Ы/ 


in?) 


5ü MPa 


ua 
50 MPa 
法 应 力 | | 
50 МРа 
ije- 
30 MPa 


Е 16-59 16-60 


Tbf/in? 1bf/in3 


题 16.31 ЖАЛНА R НЕ ШЕШІНЕ ЖЖ, AN 16-60 ВИЛ, КАЛНА Ел 
主 方向 。( 管 案 :50 MPa, 45° ) 


16.17 Я 题 "341° 


BA 16.32 平面 单元 体 承 受 图 16-61 FRERE. ЗАНАТА К (a) 3 2 JJ E 2 2r F] (b) 8 X 8 w Е 
用 平面 的 方向 。({ 管 案 ; {a} om = 1.2 MPa, 50°40, omn = — 126.2 MPa, 140°40 ; (b) tmx = 63.7 
MPa, 5°40) 


法 应 力 


图 16-61 


Ш1633 用 莫 尔 圆 法 重新 求解 题 16.32，( 管 案 ; 见 图 16.62) 
题 16.34 一 平面 单元 体 洒 受 图 16-63 所 示 的 应 力 。 试 利用 题 16.20 中 的 FORTRAN 程序 求 主 应 力 及 主 方 
向 。( 答 案 :SIG(1):198.12;SIG(2):66.88;THETA,24.82) 


90 MPa 


175 MPa 175 MPa 


90 MPa 


图 16-63 


题 16.35 一 平面 单元 体 承受 图 16-64 所 示 的 应 力 。 试 利用 题 16.20 中 的 FORTRAN 程序 求 主 应 力 及 主 方 
1. (29 :516(1):20388.68;516(2). —31738.68; THETA;:14.20) 


17 250 Ibf /in? 


12 400 lbf Лв? 

12 400 16+ /in? 
28 600 hr in? 28 600 Ibf /in? 
12 400 [h£ /in2 


12 400 [bf /in2 


17 250 br An? 


E 16-64 


第 17 章 ”组 合 载 荷 构件 ; 失 玫 理论 


17.1 轴 间 偏心 受 载 构件 


在 第 1、 第 2 章 中 考虑 直 杆 承受 拉 促 或 压缩 载荷 时 , 总 是 要 求 力 的 作用 线 通过 构件 横 截面 
的 形 心 。 在 本 章 中 , 我们 将 考虑 如 下 情况 :作用 在 
本 杆 件 上 的 力 既 可 以 是 拉 伸 , 也 可 以 是 压缩 。 但 其 
作用 线 不 通过 杆 件 截面 的 形 心 。 此 种 偏心 加 戴 的 

典型 例子 如 图 17-1 所 示 。 对 于 那些 垂直 于 载荷 

图 17.1 方向 的 横 截面 , 任 一 点 处 的 合成 应 力 等 于 同 轴 力 

р 产生 的 法 向 应 力 加 上 力 慢 Pe 产生 的 弯曲 应 力 。 


第 一 项 应 力 直 第 1 章 导 出 的 公式 计算 ,具体 地 说 就 是 ¿= P/A, 第 二 项 应 力 由 第 8 章 的 弯曲 应 
力 公式 计算 ,具体 地 说 即 o= Му/1. УҢ МШ 17.1, 


17.2 承受 内 压 及 轴 向 拉 伸 组 合作 用 的 圆柱 过 


在 第 3 章 中 曾 考虑 过 承受 均匀 内 压 的 菏 辟 圆柱 壳 , 当时 曾 指出 , 由 内 压 中 引起 的 轴 向 应 力 
为 = 杂 /24, 环 向 应 力 为 "= pr/:。 如 果 承 受 内 压 的 同时 ,还 承受 轴 向 力 了 的 拉 伸 ,那么 还 
应 再 附加 纵向 应 力 o= P/4, 式 中 A 表示 壳 的 横 截 面积 。 因 而 合成 的 纵向 应 力 等 于 两 项 纵向 
应 力 的 代数 和 , 合成 的 环 商 庶 力 等 于 由 内 压 引起 的 环 向 应 力 。 


17.3 ”扭转 与 轴 向 拉 伸 (或 压缩 ) 组 合作 用 的 圆柱 过 
在 第 5 章 中 曾 考虑 过 承受 捏 转 的 薄 壁 圆柱 壳 内 的 应 力 。 当 时 曾 指出 , 在 垂直 于 圆柱 轴线 
的 横 截 面 内 的 前 应 力 z. = То/), ШЕНІНЕ 
还 有 轴 向 拉 伸 力 P, 那 么 纵向 应 力 为 a = P/4。 这 种 
载荷 如 图 17-2 所 示 , 在 这 种 情况 下 , 由 两 种 载荷 产 4 
生 的 应 力作 用 在 不 同方 向 上 , 且 必 须 使 用 第 16 章 中 f ° 


得 到 的 公式 。 在 这 种 意义 上 , 得 到 由 于 两 种 载荷 同 图 17.2 
时 作用 的 主 应 力 将 是 可 能 的 。 应 用 见 题 17.2。 


17.4 ЖАНЫ УН ӘННЕН 
此 种 载荷 如 图 17- 3 所 永 。 由 于 轴 向 拉 伸 力 P, 产生 由 о = P/A 式 给 出 的 均匀 纵向 拉 应 


力 , 其 中 A 表示 杆 的 横 堆 面积 。 由 第 5 章 可 知 ， 在 垂直 于 轴线 的 横 截 面 上 , 存在 由 z. = To/J 
给 出 的 前 应 力 。 此 处 又 是 由 于 两 种 载荷 产生 的 应 力作 用 在 不 同方 向 上 , 必须 应 用 第 16 章 的 结 


— (J 


图 17-3 


ІК! 4 
ІҢ 17-4 


1710 f 题 


果 去 求 得 任意 点 处 的 主 应 力 , 或 去 求 得 与 轴 的 母线 倾斜 某 个 角度 的 倾斜 面 上 的 应 力 状态 。 


17.5 弯 扭 组 合作 用 的 圆 轴 


此 种 载荷 如 图 17-4 所 示 。 由 第 5 ЯН ДЕНТИН ААЖ Е, 扭转 剪 应 力 为 
rzy Te/J。 由 第 8 章 知道 ,还 存在 垂直 于 横 截 面 的 亦 即 在 轴 向 方向 上 的 弯曲 应 力 = = My/ 
1。 因 为 这 两 项 应 力作 用 在 不 同 的 方向 上 , 必须 应 用 第 16 章 的 结果 去 得 到 轴 内 任意 点 处 的 主 
应 力 ,或 得 到 与 轴 母 线 倾斜 的 平面 上 的 应 力 状态 。 应 用 见 题 17.3. 


17.6 组 合 加 载 构件 的 设计 


到 目前 为 止 ,我 们 还 只 是 讨论 了 分 析 方 法 , 亦 即 承受 组 合 载荷 的 构件 的 主 应 力 计 算 问 题 。 
相反 的 问题 , 亦 即 承 受 组 合 载荷 的 构件 的 设计 问题 , 将 会 更 复杂 , 并 且 必然 与 实验 测定 的 材料 
的 性 质 有 关 。 对 于 所 有 组 合 载荷 的 情况 ,不 可 能 测定 其 力学 性 能 ,材料 性 能 只 是 在 一 些 很 简单 
拉 伸 ,压缩 或 驴 切 实验 中 测定 。 于 是 现在 的 问题 是 如 何 将 承受 组 合 加 载 弹性 体 的 强度 和 这 些 
简单 载荷 条 件 下 的 强度 指标 联系 起 来 。 各 种 组 合 载荷 作用 下 的 强度 和 材料 的 简单 机 械 性 质 之 
间 的 联系 称 之 为 失效 理论 。 这 样 的 理论 很 多 都 是 可 用 的 , 但 是 我 们 将 只 讨论 三 种 最 广泛 应 用 
的 理论 , 其 中 一 个 理论 应 用 于 脆性 材料 , 另外 两 个 理论 适用 于 万 性 材料 的 设计 。 


= 


17.7 最 大 法 应 力 理论 
这 个 理论 叙述 为 :承受 两 轴 或 三 轴 应 力作 用 的 材料 , 当 其 最 大 法 应 力 达 到 同 种 材料 单 向 拉 


伸 实 验 发 生 和 失效 的 应 力 值 时 , 将 会 发 生 失 效 。 通 常 将 失效 定义 为 届 服 或 断裂 , 这 要 看 两 者 哪 一- 
TRE. 这 个 理论 与 脆性 材料 的 实验 资料 符合 很 好 。 应 用 请 见 题 17. 11, 


17.8 最 大 前 应 力 理论 
这 个 理论 叙述 为 :承受 两 轴 或 三 轴 应 力作 用 的 材料 , 当 最 大 前 应 力 达到 同 种 材料 单 向 拉 伸 


或 压缩 实验 失效 时 的 前 应 力 值 时 , 将 会 发 生 失 效 。 这 个 理论 广泛 地 应 用 于 填 性 材料 的 设计 。 
应 用 见 题 17.11 


17.9 哈 贝 尔 - 冯 ' 密 塞 斯 - 享 奇 理论 (最 大 畸变 能 理论 ) 


对 于 承受 主 应 力 ci о.о: 的 单元 体 , 哈 贝 尔 - 汝 ， 窗 塞 斯 - 享 奇 (Huber-Von Mises-Hencky) 
理论 叙述 为 : 当 


(в1- a2)? + (03 — 03)? + (as — 0102 = lop)? 


时 ,将 会 产生 材料 届 服 , 式 中 o,, 是 材料 的 届 服 点 。 这 个 理论 与 韧性 材料 的 实验 资料 吻合 很 好 。 
应 用 见 题 17.12。 


17.10 例 题 


题 17.1 如 图 17.5 БЕ, RARAN, 其 下 端 基础 是 固定 的 。 承受 共 轴 的 压力 
220 kN 与 C RAHAM 的 共 间 作用 , C 为 顶 裁 面 的 中 心 ， 如 果 最 大 的 许可 还 应 力 
Ж 180 MPa, 试 求 旋 偶 M 的 许可 值 。 


4944. 


жіті яланы хат 


(77 70тт --->- 


31 


М F 3 p 引起 的 于 应 力 在 整个 截面 上 是 均匀 分 布 


的 。 由 第 1 章 可 知 , 铅 直 方向 的 法 应 力 为 


P 220000 N 
б A 7 (007m)(0.05m) 


位 于 xy 平面 内 的 力 偶 将 导致 = СВОЕ, i 8 
章 知 z 轴 右 侧 到 处 都 应 有 压 几 。 在 A 点 处 ,此 项 应 力 为 


Ме М(0.035 m) 
IL (0.06т)(0.07)3/12 


A 点 会 成 的 压 庶 力 是 (el + o), 且 此 项 应 力 不 能 超过 180 
MPa, 80 
180 x 10 N/mř = 62.86 x 106М/ m? 


М M(0.0350)2 
(0.05m) (0. 07m)?/12 


= 62.86 MPa 


ау = 


ЖШ M=4.70 ЕМ: 

题 17.2 考虑 外 径 Ro = 140 mm, 1446 R, = 125 
mm ИЖ, 它 同时 承受 轴 向 压力 
68 kN 和 扭转 力 侦 55 kN'm 的 共同 作 
用 ,如 图 17-6 所 示 。 试 求 壳 内 的 主 应 力 
和 峰值 剪 应力。 
Ж EF 68 kN 输 向 压力 产生 的 均 与 分 布 讨 
应 力 为 


— 68000 N 


7 z[(0.140 m)? (0.125m)2] 7 


- 5.44 MPa 
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如 图 7-17 所 示 。 由 题 5.2 可 知 由 35 KN'm 8135 J АЗГА BJ Е У Jp 3 + = Tp/J。 此 题 的 极 


МЕ 


= 2.100.140 m)“ — (0.125)41 = 0.00021094 


如 果 使 用 题 5.6 中 的 近似 公式 ,可 得 J =0.0002191m4, 
于 是 壳 的 最 外 层 纤维 的 前 应 力 由 下 式 给 出 ， 


z= Te _ (35000 М. m)(0.140 m) 
Te 


这 些 应 力 亦 如 图 17.7 所 示 。 


0.0002199 = 22.3 MPa 


17.10 Я 题 


题 17.3 


题 17.4 


由 题 16.13 可 知 , 主 应 力 为 


— 5.44 + Ü — 5.44 — Ü 
2 + ( 2 
= 19.75 MPa, dmn = ~ 25.19 MPa 


2 
| + (22.3)2 


6 max 


IRB BP J 22.47 MPa。 
32 Н, 它 的 外 径 是 3 in, 内 径 等 于 外 径 的 1/2. Ж 3233 3820000 Ibf:in 
REE 30000 Ibf-in 的 共同 作用 。 试 求 物体 内 的 主 应 力 及 最 大 前 应 力 。 


W xF 扫 抢 引起 的 剪 应 力 在 空心 畏 的 外 层 纤维 内 天 得 最 大 值 。 由 题 5.2 可 知 , 前 应 力 为 5,, = 
Tp/J。 由 题 5.1 知道 ,对 于 回环 形 截面 ,有 

J = 503-00) = 35 [3t — (1.5)*) = 7.46 (in) 
RP Do 表示 截面 的 外 直径 、D; ЗОРЕ, EA ENA S 


- Te - 20000 (1.5 = 4000(Ibf/in2) 


Фу ТРАЕ ТЕ рч, АЗЫ F BS ТН ЕЕЕ Ж ЕНЕ ЛУ, 这 些 应 力 可 由 公 
A s, = My/ 1 计算 。 由 题 7.9 TARRE DREE 了 为 


I = Z (Dó - DD = [34 — (1.5)<] = 3.73 (in) 
代入 数据 后 


g. 


ош М - 300001,5 = 12000(1bf/in2) 


图 轴 最 低 处 的 单元 体 承 受 的 应 力 如 图 17-8 所 示 。 由 题 16.7 可 知 ,对 这 个 单元 体 主 应 力 是 


12,600 


ТЫ /ins lbf /in? 


4000 Ibf Яп? мер 
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m= 6,/2% 44 (0,12) + (eny) = 12000/2 + v (12000/2) + (4000)? 
= 132000(Ibf/in2) 


onin= 4,/2- /(а,/2)2- (z; 22 = 12000/2 — 4/ (12000/2) + (40002 


= — 12000(1bf/in2) 
这 些 应 力 发 生 在 题 16.7 中 (3) 式 定义 的 平面 内 
tan26, = 25 = 一 ЕТТІ ш- 2 或 8, = 73'10°,163°10' 


将 有 关 数 据 代 入 题 16.7 中 的 (1) 式 ,并 令 0 = 73*10' 得 到 
= 12000/2 — (12000/2)cos146'20” + 4000sin146"20” 
= 13200 (Ibf/in2) 
于 是 最 大 的 拉 应 力 为 13200 lbt/in2, REFS ШЫНЫ 73'10 ғ. У Ы 
Smin = - 1200 ІМ/ т, 发 生 在 与 轴线 儒 斜 163"10" 的 平面 内 。 
WIB WA J ЕШ 16.7 中 的 (8) 式 给 出 , 即 


r= у (0,/20 + (ry) = + /(12000/2)7 + (400032 


= + 7200 (Ibf/in2) 
发 生 在 与 主 应 力作 用 平面 成 45* 的 平面 内 , 


如 图 17-9 所 示 的 蒲 壁 圆柱 壳 具 有 馈 直 对 称 轴 , 其 下 端 是 固定 的 , 并 承受 图 示 的 三 个 
集中 力 。 试 求 4&4.B.C WI D 点 的 法 应 力 。 


245. 


.346 ° 
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М F 由 :上 方向 下 看 zy 平面。 此 处 引入 作用 在 上 顶 表面 中 心 E 点 ,数值 为 2P 的 两 个 力 。 
在 xy 平面 内 由 三 个 力 组 成 的 力 系 如 图 17-10(a) 所 示 , 包含 在 虚线 内 的 两 个 力 形成 一 个 数值 为 
(2P)XD/2) = PD 的 力 偶 。 于 是 ,项 面 上 的 载荷 (与 原始 力 2P HTU ERA POATA H 
2Р 和 数值 为 PD 的 力 偶 , 如 图 17-10(b) 所 示 。 因 此 作用 在 索 上 的 总 的 戴 共 有 集中 力 2P, 力 偶 
PD 以 及 集中 力 1.5P 和 2P。 


(b) 


图 17-9 图 17-10 


这 四 个 力 的 作用 效果 是 

(a) 中 心力 2P 在 任意 横 截 面 内 引起 均 称 分 布 的 压 应 力 。 

{b) 如 图 17- 10{b) 所 示 的 力 偶 PD 引起 关于 平行 于 x WA ЕНИ Н 
(co) 力 1.5P 引起 关于 平行 于 x 轴 的 中 性 轴 的 栖 曲 。 

{9) 力 2P 引起 关于 平行 于 xz 加 的 中 性 轴 的 咨 曲 。 

BRAHE EHR, A А =0.589D? i, I, = I,=0.0460Dt;n* 


由 效果 (a), 有 
二 Р 
ес A 270.589 р> = 3:396 р 
H (b), 弯曲 应 力 为 
, Me _ (PD)(D/2) | P 
"a= р 470 929604 ~ 10-87 р2 
>- _ Me (PD)(D/2) = P 
SEENT 0,0460 D+ 77 19-87 
hie), 弯曲 应 力 是 
“ = Ме (15P)OD)(D/2) _ P 
ае 0.0460 рї = 32.61 у 
~ Me _ (1.5Р)(2р)(р/2) | P 
sp: 0.0460 D+ 72-61: 
EREJE A 及 C 点 处 如 图 17.11 иж. Р 
Р Р Р Р 
9а = - 3.396 ps + 10.87 22 ~ 32.61 Ё =- 25.142 
z P P Р Р 
sc= - 3.396 05 = 10.87.5 + 32.61 52 = — 18.34 5 


由 效果 {d), 咨 曲 应 力 为 
въ = МЕ PMP)D/D) -6522 卫 


0.0460 01 | р? 
> __ Ме _ (2Р)(3р)р/2) _ P 
PB I 0.0460 р 56522; 


这 些 应 方 必 然 引起 法 向 应 力 , 于 是 BARD 点 处 的 合成 法 向 应 力 为 ; 


17.10 # 题 . 347 · 
P Р _ P 
ор-- 3.396 гу - 65.2222 =- 68.62 25 
P P P 
ар-- 3,396 2 - 65.22 2 - 61.82 ғ 
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图 17-12(a) 所 示 贺 轴 以 等 角 束 旋转 , EE ARIS ES ЕНІН ЕКА, Ж 
去 轴 及 皮带 的 自重 , 并 假设 轴承 只 能 产生 集中 约束 反 力 , 轴 的 直径 是 1.25 in AR 
轴 内 的 主 应 力 。 


800 1bf 409107 p 
51016 


290 1bf 


(а) (5) 


图 17-12 


W ë 作用 在 轴 上 的 横向 力 是 不 平行 的 ,由 这 4080 bf -in 
ЕЛШЕНЕНОЯЫИЖИЕН ЖАН, 以 得 到 1180 Ibf -in 
ERTE, анАЕЕИНИК ЕКЕН 
其 的 几 个 特征 点 即 可 。 引 起 容 曲 的 载 珍 及 由 其 引 A D 
起 的 约束 反 力 如 图 17-12(i) 所 示 。 并 认为 这 些 为 
都 是 通过 轴线 的 。 图 17-13 中 上 面 的 弄 线 段 及 下 А z £ D 
Шын ЕЕ ОИ on ФЕ E-W: [BI ру Ау 3836, 
B hb C АНАУ 

Ms = 7 (4080)? + (72852 = 4140 (Ы + in) 


Mc= 4 (1160)? + (1636)2 = 2000 (Ы - in) 
Pi T P 36 2 JBS HE 2 89 9. FATF 
T = (400 — 100)(4) = 1200 (lbf . in) 
因为 B S АВН Н 5769, E P IK (y B 点 外 侧 纤维 处 。 最 大 夺 曲 应 力 为 


- My _ (4140)(1.25/2) _ оз 
a= р = C (128464. 21500 (ibf/in?) 


发 生 在 轴 外 侧 纤维 内 的 最 大 前 应 力 由 下 式 给 出 ， 


1200(1.25/2) 
х(1.25)*/32 


1636 Ма 


fy = Ze = 3100(Ibf/in2) 


在 题 16.13 中 曾 给 出 主 应 力 是 
Саак = (0,/2) + /(4,/2)2- (тау)? 


меч =. оса--- 
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题 17.6 


题 17.7 


题 17.8 


= 21500/2 + / (21500/2)? + (3100)2 = 22000 1Һ/ іп?) 
баз (6,/2)- 4 (6.72) + (z, Y 
= 21500/2- (J (21500/2)? + (3100)2 = – 400 (Ibf/in2) 
讨论 脆性 材料 的 失效 判 据 *。 
W == 与 实验 资料 极其 吻合 的 判 据 是 由 英国 工程 师 兰 爹 {Rankine. W.J. R НЕА, 并 称 之 
为 最 太 法 应 力 理论 。 该 理论 搬 述 为 , 当 最 大 的 法 应 力 达 到 同 种 材料 单 向 拉 伸 实验 尖 效 应 力 时 ,将 
会 发 生 材料 失 浆 (或 轩 也 , 或 断裂 一 一 取决 于 哪个 先 发 生 }。 相 应 地 , 如 果 载 荷 是 压缩 的 , ША 
的 法 向 应 力 达 到 单 向 压缩 实验 失效 应 力 时 ,将 会 发 生 材料 失效 。 显 然 , 这 个 刊 迫 只 考虑 了 最 大 的 
{或 最 小 的 } 主 应 力 , 而 扰 咯 了 其 他 主 应 力 的 影响 。 
对 于 才 性 材料 讨论 最 大 驴 应 力 失 效 理论 。 
М ғ 只 要 材料 的 拉 伸 屈服 点 等 于 压缩 的 局 服 点 ,这 一 判 据 就 与 实验 吻合 得 很 好 。 这 一 判 据 
ЕҢ (Colomb. С. A) 1773 年 首 侈 提出 的 ,其 后 特 雷 斯 卡 (Tresca, HEF 1864 年 提出 。 实 
际 上 , 这 一 判 所 经 常 被 称 为 特 雷 斯 卡 乔 所。 该 判 据 可 叙述 为 ;对 于 承受 两 轴 或 二 轴 应 力 的 材料 ， 
当 任 意 点 的 最 大 竟 应 态 达 到 同 种 材料 单 向 拉 什 或 压缩 失效 前 应 力 时 , 将 会 发 生 失 效 。 在 题 16.13 
中 曾 说 明 , 最 大 前 应 力 等 于 最 大 与 最 小 法 应 力 之 闫 的 172, 并 且 永 远 作用 在 与 主 平面 倾斜 45* 的 平 
画 上 。 因 而 如 果 gps 表示 单 向 拉 伸 或 压缩 时 材料 的 届 服 点 , 那么 相应 的 最 大 前 应 力 为 wpy2。 根 
BERAYA HHR, TARA 


或 

max 一 Саша 一 б,р (1) 
AP о ow 分 别 表示 最 大 和 最 小 主 应 力 。 可 以 看 出 ,对 于 三 轴 应 力 的 分 析 , 必须 判断 三 个 应 力 
中 哪些 可 使 (1) 式 左 侧 的 应 力 差 为 最 大 。 
对 于 韧性 材料 讨论 哈 贝尔 - 冯 ' 密 塞 斯 - 享 奇 判 据 


Ж EF 此 理论 分 别 由 险 贝 尔 (Huber. M. T) + 1904 年 在 波兰 , 汉 . 瞩 塞 斯 (Von, Miss. R) F 


1913 FEWE, FA (Hekey. H) F 1925 年 各 自 独立 提出 的 。 对 于 两 轴 或 三 轴 应 力 间 题 , 此 理论 
与 韧性 材料 失效 实验 资料 的 符合 程度 要 好 于 在 题 17.7 中 讨论 的 最 大 剪 应 力 理 论 。 

为 了 导出 这 一 广泛 着用 的 判 据 , 首先 要 求 出 单 向 拉 利 试 件 单位 体积 肉 的 应 变 能 。 如 果 在 此 
实验 中 的 轴 向 拉 伸 应 力 是 ә. 、 相 应 的 办 向 应 变 是 е, 那么 试 件 单位 体积 内 功 等 于 单位 面积 上 力 
的 平均 值 ( 即 "72) 与 力 方向 的 位 移 { 即 el) 的 乘积 。 于 是 此 欧 U = 0181/2, 并 以 内 部 应 变 能 的 形 
式 储藏 起 来 。 


图 17-14 


承受 三 轴 主 应 力 s о-ө 的 单元 体 单位 体积 的 应 变 能 , 可 由 求 和 法 (因为 应 变 能 是 标量 ) 得 到 


1 1 
U = 2 0181 + 7 9262 + r: (a) 


* ЖЕТЕН ОНЕ УЕ Е р ON S На KEC, — ipt 


17.10 A B "H9 


式 中 si .ez 和 e, ЕЛУ Jj Jr H ҚЫМ MRR 1.23 中 给 出 的 应 力 - 应 变 关 系 ,将 应 变 
用 应 力 来 表示 , (a) 武 将 会 变 成 


О = 2169 + oå + si) -Он(а)о; + аза) + озоз)) (b) 


三 轴 主 应 力 可 表示 为 图 17-14{a), 此 种 - * 般 的 应 为 状态 丸 可 特 之 表示 为 图 17-14(b) 与 图 
17-14tc) 所 示 两 个 三 轴 应 力 状 态 的 秋 加 。 

由 (b) 式 给 出 的 应 变 能 U 可 以 分 解 为 两 个 部 分 :一 部 分 UU,, 相应 于 单元 体 体 积 变化 ,而 与 单 
元 体 的 畸变 无 关 : 另 一 部 分 Ts, 相 庶 于 单元 体 的 畸变 ,而 与 体积 改变 无 关 。 只 要 令 图 17.14 表示 
的 应 力 状 态 的 体 胀 系数 等 于 零 ,那么 它 就 只 表示 畴 变 , 而 与 体积 变化 无 关 , 于 是 


El 十 Ер t єз = 06а, - e) - (oz + оз - 20) + (аз ~ о) 
— ит T оз – 20) tiaa 0) pla +e- 20)1 = 0 (c) 
求解 {e) 式 ,得 到 
g = (dí + 03 + ay)/3 (d) 
5 17.14(b)? 中 的 均匀 应 力 , 它 只 引起 体积 改变 , Тізе. 5 (a) J ABS E 
可 由 三 向 胡 充 定律 ( 题 1.23 给 出 ) 求 得 ,为 


£ = 2а | (е) 
相应 于 图 17-14 BA utk t qhay aF ВЕ, ІЖҚ а) (e) КА (а), 同时 要 注意 
qd а= еер е 
U,= ау = HEZE la, + 03 + оз) (D) 
KIRLAR, ü Н ВЕ ЭВО EREA 
U, = U - U, = Èe = za): + lor- o)? + (ai = «1 (8) 


哈 员 尔 - 汉 , 寄 寒 斯 - 享 奇 理论 认为 , 当 由 (g) 式 给 出 的 时 变 能 等 于 单 向 拉 伸 实验 材料 失效 的 
瑚 变 能 时 ,将 会 发 生 失 效 。 在 单 向 拉 伸 实验 中 ;ca = s= 0,a = z, (g) BJ WI Rk N 


1% І 
E [2651 (h) 5 


(ата, 
(aí — os)? + (05 — суу? + (í 一 е3)? = 242, (i) j 
ЗГЕ НЕ. ОННАН ханша», 不 引起 失效 。 : 
179 МЕЙЕНЛ ИЫ 5 MPa, 圆柱 的 平均 半径 为 400 mm, 如 果 材 料 的 届 服 
点 为 300 MPa 并 规定 安全 系数 为 3。 试 利用 {a)] 最 大 法 应 力 理论 (b) 哈 贝尔 - 凤 , 密 
塞 斯 - 享 奇 理论 求 所 需要 的 壁 订 。 


М r 是 3.1 中 甫 出 的 应 力 就 是 主 应 万 , 即 


0 = G, = = 


h h 
_  _ Pr _ 5(400) _ 1000 
б 405%“ 2, T 


h 
第 三 个 主 应 力 由 党 外 全 的 零 变 化 至 内 侧 的 - p。 按 惯例 ， 在 薄 侣 容 器 设计 中 略 去 这 第 三 个 分 量 ， 
于 是 可 以 认为 gs = Ü 
(a) 利 用 最 大 法 应 力 理 论 , 有 
2000/ = 300/3, Æ H А = 20 mm 
{b) 利 用 哈 贝 尔 - 冯 - 密 塞 斯 - 享 奇 理论 , 由 题 17.8 的 {i} 式 ,有 
(20007/ 产 — 1000/4)? + (1000/4 ~ 0)? + (2000/4 – 0)? = 2(300/3)2 
МН A = 17.3 mm 
#1710 如 图 17-.15(a) 所 示 实 心 图 轴 在 其 两 端 承 受 皮带 的 张力 ,在 两 轴承 处 为 简 支 , 材料 
的 届 服 点 为 250 MPa, 安全 系数 为 3。 试 利用 最 大 拉 应 力 理论 求 所 带 轴 径 。 


М < 轴承 的 约束 反 力 位 于 锅 直 平面 内 , 记 作 Rs 和 Кс, 轴 的 分 离 体 图 如 图 17-15(b) 所 示 。 
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БЛ Кр = 2.8363, Е. = 3.6783. ИННИ ЛЫН 17-15 е) Ге, 类 似 地 
мята Ж, ШІН 17-154) ж. 


УЕМ 


3.5:-k N 
R 
° b к 
0.45 kN.m 0.53 kN- 


мж 
(c) 


59 
(由 
17-16 
—P 7); 显然 , 轴 的 控制 应 力 应 在 C 截面 的 外 侧 纤 维 内 ， 
该 截面 最 上 边 毕 单元 应 力 rr 情况 的 从 视图 如 : 
k: 中。 17-16 所 示 。 
EEH o Н РАНЕ ES, 5 RN 8.1 可 知 
Ту е. _ Me _ (0.52х107Ң10%( 4/2) 
= Ir 5 ла"64 
图 б 
17-16 - 54х10 MPa (a) 


另外 的 法 应 力 opo, PTP, ES 5.2 可 知 ,皮带 张力 扭转 引起 的 前 应 力 = JE 


- Tr 6x1DPIOSEA2 _ 3.06 x 105 
ww rd4/32 = p Ma (b) 


ЯНУ ЕЮ, н Е АРАЙ А НАЗ ЛЕН, ӘЖЕНІ, : 
HBD 16.13 可 知 ,最 大 法 应 力 与 最 大 主 应 力 相 同 , 即 ， 


_ 2 
так 一 = + =) + (2) (с) 


17.1 5 题 


Жұқа) СЬКА (с), 并 引入 安全 系数 3, 得 到 


250 ато (ахбо), | 206 < 106); 
3 24 243 а 


可 解 出 4-43 mm 
题 17.11 对 于 题 17.10 НЕН, 试用 最 大 前 应 力 理 论 求 所 需 轴 径 。( 安 全 系数 仍 为 3)。 


Ж #3 最 大 法 应 力 如 题 17.10 中 的 (c) 式 ,最 小 法 应 力 为 


gy t б. -ø 
ба = s= бұ + ira)? 


还 处 要 特别 指出 , 另 一 个 主 庶 力 是 零 ,而 cu。 和 ow 之 间 的 差 秆 将 是 最 大 的 可 能 券 值 。 将 
有 关 数 据 代 人 丁 17.7 中 的 (1}) 式 ,得 到 
5.4x10 —_0)2 /3.06 x 10512 50 
2 j] | +Í = 


242 а 3 
解 出 4-46 mm 
17.12 对 于 题 17.10 中 的 圆 轴 ,试用 哈 贝 尔 - 冯 :第 塞 斯 - 训 奇 理论 求 所 涡 轴 径 。( 安 全 系 
数 仍 为 3。) 
解 ew 此 理论 的 判 据 为 题 17.8 中 的 人) 式 ,其 中 a.s, 和 os 是 主 诺 力 。 本 题 的 三 个 主 应 力 
为 
пае (А) Геје. спи 
_ 6.8 х 108 
= 22576 
g, = 0 
mi = (341075 0) _ /24 下 9 [206x и): 
_ 1.410 
= 


将 有 关 数 据 代入 题 17.8 HOR, A 
Б x10 of А [o _ -lL4x i 


аз аз 
68x10 -1.4х10612 25012 
-Í da 1 -2 22) 
# ih d = 45 mm 
17.11 3 题 


题 17.13 如 图 17-17 所 示 , 边 长 为 300 mm 的 立方 体 承 受 偏心 压力 1.15 MN 的 作用 , 偏心 距 是 60 mm. H 
ЖАНЕ m 和 5 BEH, OS32... = 3.3 MPa, aa = -36.7 MPa) 
题 17.14 “如果 要 求 题 17.13 中 m 处 的 合 应 力 等 于 堆 , 试 求 所 需 可 的 偏心 距 。( 答 案 ,50 mm). 
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EE 17.21 


B 17.22 


H 17.23 


17.24 
ЯД 17.25 


如 图 17-18 所 示 的 短 杆 , 截面 为 200 mm x 200 mm 的 王 方 形 ,偏心 压力 500 kN 作用 在 距 一 个 对 称 
ЎН 50 mm, 距 男 一 个 对 称 轴 75 mrn 处 。 试 求 机 截面 中 的 峰值 拉 应 为 和 峰值 压 应 力 。 

ӨШЖЕ 34.75 MPa, ~ 59.0 MPa) 

如 图 17-19 АТК СЕРВ II PE RS THT y 方向 的 铅 直 对 称 轴 , 其 下 端 是 固定 的 。 此 柱 承 受 
单独 的 铅 直 偏心 载荷 P = 180 kN 作用 。 试 求 A 点 处 的 合成 铬 直 应 力 (CA 点 位 于 柱 体 下 端的 角 点 
EE) (9; -111.9 MPa) 


Р 17-10 


Ж 17.2 F, 如 果 轴 向 压力 是 200 КМ, 许可 前 应 力 是 100 MPa, ART OTR НЕ. 
(答案 :1570 kN-m) 
薄 莒 固 柱 壳 的 直径 为 10 in, EEA 0.1 in, 承受 内 压 为 100 biin, 同时 还 承受 轴 向 拉 伸 , 如 果 限 制 
两 种 作用 的 合成 最 大 拉 应 力 不 超 过 20000 biin, 试 求 许可 的 拉 伸 载 蓓 。( 答 过,5S000 bf) 
МЕЙМН ЗЕК ЗЕ ГАЈ Е 27 5000 b E 3835 77 185 30000 Ibf/in 的 共同 作用 。 轿 柱 者 的 直径 为 12 in, 
ЖЕЛ 0.125 in。 试 求索 中 的 主 应 力 及 最 大 前 应 力 。( 不 考虑 亮 发 生 届 曲 的 可 能 性 。】 
СЕЗЕ iona = 104 lbf/in?, awn - 10720 lbf/in?, ғ = 5412 Ibf/in2) 
直径 2.5 in 的 回 轴 同时 承受 40000 lbf 的 轴 向 拉力 及 35000 lbf/in 招 转 力 惕 的 共同 作用 。 试 求 轴 
内 的 主 应 力 及 最 太 章 应 力 。( 管 案 : ow = 16180 lbf/in?, sa = ~ 8020 Ibf/in2, + = 12100 Ibf/in?) 
实心 回 轴 同时 承担 20000 lbf/in 的 扭转 力 偶 及 3000 Ы/А ЕЕ, 轴 的 直径 为 3 in. PË 
求 主 诺 力 及 轴 内 的 最 大 前 应 力 。( 管 案 ; owx = 12450 lbf/in?, omn = - 1150 Ibf/in?, + = 6800 lbf/ 
іп?) 
如 图 17-20 ЖИЕН 95 5 38 ЖЕЗ, ЖЗ ЖИЕРЕНЕНФІИННЕ ЕЛМЕН, 
轴 和 皮草 轮 的 重 最 均 可 忽略 。 轴 承 只 可 能 提供 集中 的 约束 反 力 。 该 轴 的 直径 是 1.75 in。 试 求 轴 
内 的 主 应 力 。{ 管 案 ; ona = 16600 hfrinz,r = - 750 Ibt/in25 

办 lb 


350 lbf 


D 


图 17-20 


平均 直径 为 150 mm 的 薄 壁 英 柱 壳 压 力 容器 同时 承受 1 KN: mHE R 3 MPa AEREA., m 
果 洗 可 的 拉 伸 应 力 是 150 MPa, ЕКЕУ ОАЕ ВЕК, (91.5 mm) 

对 于 题 17.23 试用 最 大 前 应 力 理论 确定 需要 的 壁 序 。( 答 案 ;1.55 mm) 

对 于 是 17,23 试用 哈 贝 尔 - 交 ' 密 塞 斯 - 享 奇 理论 确定 需要 的 壁 厚 。 (答案 :1,34 mm) 


